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In  oBScrwn  Verlage  ist  enebieneii  und  durch  alle  Baebband- 
langen  ni  belieben: 

Einleitung 
in  eine  geometrische  Tlieorie  der  ebenen  Corven. 

Von 

Hr.  Lniivlg  GremoDa, 

nroCBMor  der  bflbeno  Geometeie  an  dar  ünivenitll  m  Bologna. 

Ins  Deutsche  übertragen 

von 

MASSKI&SA»  ouraiFfixs, 

ordentlich.  Lehrer  am  Königl.  Gymnasium  su  Thorn. 

Mit  einer  lUbogiapbirten  TafeL  20  Bogen.  S».   1%  Thir. 


Cteometrisdie  und  mecbanlscsiie 

Tlieorie  der  Astroiden. 

Sine  matbematiscbe  Monographie. 

Von 

Dr.  H.  Jentzscli, 

▲(^anctea  uqd  ordenü.  Lehrer  am  Joachimsthalschen  Gjrmaasium  su  Berlin« 

Mit  Fig.-Tar.  Lez.-Bi>.  Brocb.  1  Tbir.  99  Sgr. 


Mtrag  nr  IfttegmtiMi  to  BiccatiMh«i  tteiehu«. 

Von 

I.  WtrpUlij.  ^ 

Gr.       Bioeb.  Preis  15  Sgr. 

C.  A.  KocIi'b  Verlagsbuclihandlung,  TJi.  Kuniite. 
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Mathematik  und  Physik 

mit   besonderer  Rücksicht 
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HerausgegebeD 

Johann  August  Grunert^ 

Pr«fets«r  zn  fireiftwaliL 

Siebenondvienig^ter  Theü. 

Mit  dreisehn  lithogrsphirten  Tafeln. 
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Th.  Kanik«. 
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Gesobiebte  der  Mathematik  pnd  Physik- 

XIV*  Hietorische  Notix.  Christian  Hnyg-ens  der 
erate  und  eigentliche  Erfinder  des  Priiicips  de« 
ReTersionspendels.    Von  dem  Hcrnusgeber    I.  119 

XVI.  Platon's  Geometrie  im  Menon  und  die  Parabole 
des  Pjrthagflras  bei  Plutarch.  Zwei  roathema- 
tifch- philologische  Abhaodiungeo  von  Herrn 
Fr.  Carl  Wex,  Director  dee  Gjrninaainm«  )■ 
Schwerin  io  Meckl/Bnbpr^    .  •  IL  131 

Arithmetik. 

X.   Bewei«  eine«  die  Pf  äff  »che  Inlegrationsme- 
thode  betrefTenden  Lehrsatzes.   Von  Herrn  Prof. 
Dr.  Ladial.  Zajaezkoveki  in  Waraehao    I.  IM 
XI.  ItttegratloB  der  Glaiehniig 

Äl■+•f(•H^04««l44^-lJK•^^«-»)+•..+««^.IJK»fl) 

in  welcher 

tfaH«>  0m4"-^9****^^»H>  ^9  av->l»M..tfi»  ff« 

Spitmer,  PMlbatorwnPolytecbBikoniia  Wl«a   I.  110 
XII.   Ueber  KreisTierecIce ,  in  welchen  die  Seltan ,  die 

Diagonalen,  der  Radiua  des  Kreiies  nnd  die 
Fläche  ratioaale  Zahlenwerthe  haben.  Von  Herrn 
Doctor  W.  L  i  g  o  w  s  k  t ,  Professor  der  Mathema- 
tik an  der  vereinigten  Artillerie«  und  Ingenieur- 
Sehole  uad  am  See  Cadetten-lMtitut  in  Berlin   I.  IIS 
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XIT.  Einfiiehtte  Aafldanng  sveior  Gletelinngeii  tob 
der  Form  x*-^p*^a,  X*pi-a;»*=:d,  Von  dem 

Heranegeber  I.  ne 

Fehler  in  Sebrön'e  nebenstelligen  Logarith- 
mentafeln  I.  120 

XXII;  Ueber  eine  nene  ItjUnitOi'  nämlich 

Ton  Herrn  Profeeeor  Frans  Unf erdinger 

in  Wien  ........  V  II.  881 

XXIL  Dreieeke  na  beatimmen,  deren  . Seiten  rational 
aind  und  in  denen  die  Summe  der  drei  Seiton 
dreimal  so  groaa  iat  ala  die  Hdhe  in  Beang  auf 
eine  dieaer  Seiten.  Ton  .dem  Heraa« gebor  IL  893 

XXIL  Aofiftaung  dreier  Gleichungen  tou  der  Form: 

Von  dem  Heraoageher  IL  Ml 

XXT.  Uel»er  einen  arlthmetiachen  Sate  von  Lag ra  n g e. 

Ton  dem  Hernnageber    ........  III.  388 

XXVill.  Summirang  einer  Reihe,  nämlich  der  Reihet 

X*  ,        X*  X'-'  , 


•••• 


Ton  dem  Ucraiisgeber  III.  359 

XXTIIi.    SnmniirtiDg  einer  Reihe  von  Kreisbogen ,  näm- 
lich der  Reihe : 

Are  tnng  ^+  Are  Ung  ^-f-  A rc  lang  ~+  ..  in|infin., 

deren  Sororoe  von  Herrn  EL  Beltrami  in  Bo- 
logna gegeben  n.  tou  Herrn  Antonio  Roiti 
In  Piaa  bewieaen  worden  iat.  (Giornalo  dl 
Materoatiehe.  1887.  p.  189.).  Ton  dem  Her- 
nnageber IIL  361 

Dmckfehler  in  Sehr6n*a  aiebenatelligen  Lo- 
garithmentafeln'   .  -  HL  362 

XXIX.  ITeber  die  Beurtheiinng  der  Wurzeln  einer  vor- 
gelegten  biqnadratiar.hen  Gleichung.  (Zweite 
Abtheil,  der  Abhandlang  Thl.  XLV.  Nr.  II.).  Von 
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Heft.  Seite. 
Berra  Ferdioftnd  Kers,  M^Jor  nmd  Commaa- 
devr  dea  Groaaliersogl.  HeHiaehen  Gendumeria- 

Corp«  io  Darm  ata  dt  IT.  368 

XXX.  Note  an»  laa  fannulaa  d'addition  daa  leaetioaa 
elliptiqnea*  Par  Monaienr  Dr.  E.  f?.  BjörÜDg 
4  Weater&a  eo  Sn^de.  (Eztrait  de  rAperyn 
daa  Traaaaetiena  de  i'Aeaddni.  dea  adencea  de 
Stoclihalni,  adaace  da  18«  aTrll  1866.)  ...  IV.  809 
XXXIV.  Vermiaditea  aaa  dem  Gebiete  der  Wahraeheia- 
iielikeitareeiiavng'.  Vea  Herrn  Dr.  La d  wi  g  Mat- 
th iessen  in  Husnm  IV.  457 

X\XV.  Ueber  eiu  algebraisches  Problem  von  Herrn' 
Barnnba  Tortulini  in  Rom,  die  cubischen 
Gleichungen  betreffend.  Von  Herrn  Dr.  Lud- 
wig Mattbiessen  in  Husum  IV.  460 


Geometrie. 

I.  Ueber  die  ausgezeichneten  Kreise  des  Oreieclca. 
Von  Herrn  Karl  Kücker,  Direlctor  dar  Gewer- 
beschule zu  Stettin  I.  1 

II«  Die  Conatroction  der  fünf  regulären  Körper.  Von 
Herta  Gymnasiallehrer  Ur.  L.  S ähnelte  ia  Ee- 
nlgaberg  i.  P. .  .  .   .   I  .   •  I.  89 

III.  Betraehtang  dea  Flieheaiahaita  der  Corve,  derea 

y 

Gleichunff  r  =  —r-  iat.   Vea  Herrn  Docter 

•         1  +  tg«- 

C.  Beader  ia  Tübingen  I.  '46 

IV.  Ueber  die  geemetriacheAa%abe:  Gegebeaaiad 
drei  Paabteapaare.  Man  aell  eiaea  aolchea  Krela 
eeaatrairea,  daaa  dieaelbea  ia  Besag  aaf  iha 
eoiijogirte aiad.  Vea  Harra  Fabrmaan,  Lehrer 
der  Matheraatib  an  der  Borgaebole  ia  Kdaiga- 

berg  L  Pr.  .:  .   I.  47 

Xlf.  Ueber  Kreiavtereebe«  In  welcbea  die  Seiten,  die 
Diagoaalea,  der  B«dina  dea  Kreisea  and  die 
Flaehe  rationale  Sableavertbebaliea.  Vea  Herrn 
Doeter  W.  Iiigowabl,  Prafaaaor  der Matbtaia- 


Digitized  by  Google 


IV 

Nr.  der 

Abhandlung.  H«||.  M{t^ 

lik  an  d«r  vereinif^ten  Artillerie*  und  In^eiiienr- 
Schule  und  aui  See-Cade tten-lnttitut  in  Berlin    I.  IIS 

XV.   Ucber  einige  Ciirven  höheren  Grade«.  Von  Herrn 
Ur.  Hoch  hei  in,  Lehrer  an  der  KeaUchule  in 

Magdeburg  11.  121 

WL  Platon'H  Geometrie  im  Menoo  und  die  Parabole 
des  Fythagoras  bei  Pliitarch,  Zwei  mathema« 
tisch -philologische  Abhandlungen  von  Herrn 
Fr.  Carl  Wex,  Uirector  de«  G^mnufjqm«  in 

Schwerin  in  Mecklenburg  ,  H*  131 

XVIII.    lieber  einige  Formeln  sur  annähernden  Berech- 
vnog  der  körperlichen  Ränroe,  mit  besonderer 


fUi«keielil  «of  die  Aichapg  der  Sehiffa.  V911 
dem  fierav«g0ber  II-  1T6 

XIX*  Die  Fotlienot*«e|ia  Aufgabe  wt  dar  Kugal. 

Von  dam  Heraaegaliar  .  •  .11.  IM 

XX.  Uaber  alna  dae  BUipeoid  batreffanda  Aufgabe. 

Ton  dam  Haraoagabar   .  904 


XXIL  Doreh  swei  Ponbta  einer  Elltpee  aind  Berfiliraada 
an  diaaalba  gelagt.  ]Ea  «ollen  die  Coardloataa 
Uli««  iHiveliaebniMepmible  und  diaCflaiahuvgda« 
durah  diäten  Punkt  gahandan  Pnrelimaaaara  ge* 
aueht  urardan.  Ht»  aalt  ferner  die  Caardinatnn 
da»  Piwkiea»  in  vakhem  dar  OnrahmaiMar  und 
die  dureh  dia  beiden  Barfihrungapunbte  gebende 
Sebna  aiah  aelmaideB,  baediuinaii  «od  oeigao« 
data  diaeer  Punkt  die  Sahna  balbirt.  Van  dam 
Heraasgeber.    ..*••.•..•..   II»  S27 

XXli.  Von  oinora  Dreieek  tel  eine  Seite  tf,  dar  Ihr 
gegenüberliegende  Winkel  A  und  derRadfu«  dea 
einbeschriebenen  Kreise«  gegeben  :  man  soll  das 
Dreieck  bestimmen.    Von  dem  Heran  sgeber    II«  229 

XXII.    Dreiecke  zu  bestimmen,  deren  Seiten  rational 
sind,  und  in  denen  die  Summe  der  drei  Seiten, 
dreimal  so  gross  ist  iiU  di«^  Höhe  in  Bezug  auf 
eine  dieser  Seiten.    Von  dem  Herausgeber    IL  233 

XXII.  Bemerkung  über  die  in  ThI.  XLVl.  Nr.  VII.  anf- 
gelöste  Anfgabe.  Von  Herrn  A.  Raraky,  Stn« 
dlMMton  nn  dar  Uuivarsitit  in  Odeaao  ...  II.  235 
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Heft.  Seite. 


Die  vier  merkwürdigen  Punkte  des  Dreteckit, 
analytisch  behandelt.  Von  Herrn  Hofgerichts- 
RegistratOirC*»!  Metfeier  in  Darmatlidt.  . 
Ueber  den  neaesten  Stand  der  Frage  Tim  4M 
Theorie  der  Parallelen.  Von  demHeranegeber 
Erveileniiisiee  letsten  der  in  Thl.  XLVU.  S.  117. 
MitgMlieilMi  8fttse  In  telgender  ffonn: 

»,Iat  ein  TnlieCIndIge»  Viereeik  einer  Onrve 
dritter  Ordnung  eingeacliriebeni  eo  eelinei- 
den  eieh  dta  Tangenten  der  Cnrv«  durish 
Bwel  gegenälierUegande  Sdieltel  in  eineni 
Pnnkte  der  Cnrrei** 
Iraner  Aber  den  Sntn« 

M  BBininit  nann  nnf  der  ^nen  Seite  einen  Drei- 
eeice  AB  einen  Pnnkt ee  nn,  daw  ADtSD 
ssiisni,  ao  iot: 


III.  243 


III. 


307 


#•  die  #%em  oder 
men  elnd ,  je  nnclideni  ß  swtedien  A  nnd  B 

odernaf  den  Verlängerungen  rouAt  B  liegt ; " 
nnd  ftber  den  awelien  der  n.  n.  Ol  mltgetheil- 
ten  Sfitne.  Von  Herrn  H.  Cu  r  tz  e,  ordentliehem 

Lehrer  am  Gymnasiom  in  Thorn  III.  356 

XXXVIII.  Eine  Aufgabe  über  einen  georaetriachen  Ort.  ' 
A  n  f  gab  e :  Den  geometrischen  Ort  der  Durch- 
schnittspnnkte  je  zireier  Berührenden  einer 
Ellipse  zu  bestimmen »  deren  Beruhrangs- 
oehne,  worunter  man  bekanntlich  die  Sehne 
Tersteht,  welche  die  Berührungspunkte  der 
beiden  Berihrenden  mit  einander  verbindet, 
eine  gegebene  eooetante  Gröeae  iint. 

Von  dem  Herauageber  IV.  417 

XXXVUL  Ueber  einige  Satie  von  der  £IUpae.   Von  dea 

Heranegobor.   .   ,  IV.  489 

XX3U.  Ueber  dne  '▼on  drei  Berübrenden  einer  Panbel 

geblUeln  Bteiinlb  Van  dnm  Hatttnagabat  .  IV.  409 
UXa  laainamm^gabbamaA»  Bawtrft  den  Samens 
„DniaoiHga  P^tanidMi  van  gl«iebgtaaa«i 
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Grundflächen  and  gleichgroMen  Höben  habe« 
gleichgroue  Volumina. 
Von  Herrn  Professor  Dr.  Hessel  an  der  Uni-  I 

versitnt  in  Mar  hur   IV.       433  i 

X&WI.    Ueber  ciuen  Satz  vun  der£Uipse.  Von  de^  Her- 
ausgeber   IV.  462 

XXXVn.    Ueber  einen  Satz  vom  Kreiae.    Von  dem  Her- 

aaegeber  IV.  468 

Trigonometrie. 

XXII»  Verallgemeinernng  der  in  Tbl.  XLVI.  S.  8MI.  mit- 

getheiltenSnramenformeln(4)  und  (5)  und  einige 
daraus  sich  ergebende  speciellc  Resultate.  Von 
Herrn  M.  Curtze,    ordentlichem   Lehrer  am 

Gymnasium  in  Thorn  II.  238 

XXVUI.   Summirung  einer  Reihe  von  Kreisbogen,  näm- 
lich der  lleihe: 

2  3  8 

Am  taBg|^  Ave  tmg^-f  Are  Ung^g;^^  in  inibi., 

deren  Summe  von  Herrn  E.  Heltrami  in  Bo- 
logna gegeben  und  von  Herrn  Antonio  Roiti 
in  Pisa  bewiesen  Morden  ist  (Giornale  di 
Mateinuliche.  1867.  p.  189.).  Von  dem  Uer- 
soageber  HI.  861 

Geo.d&8ie. 

V.  Messnng  auf  der  kurzen  Basis.  Von  dem  Herrn 
Grafen  L.  v.  Ff  eil  in  Gnaden  frei  in  Schle- 
sien  1.  49 

XIX.    Die  Pothenot'sche  Aufgabe  auf  der  KugeL  Von 

dem  Ujsrauegeber  .   .   •   .   •  II.  194 

Mechanik. 

Vni.  Geometrischer  Ort  aller  der  Punkte,  welche  von 
einem  Ellipsoide  gleich  stark  angezogen  werden. 
Von  Herrn  Simon  Spitser,  Frofesaor  am 
Polytechnikttu  in  Wien  L  82 
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Abhaodlang.  Heft.  Seil« 
XVll.  Ueber  die  Bestimmung  eines  Paukte«  in  der  Kich- 
tun^ülinie  der  Resiiltireoden  eines  beliebigeo 
Systems  von  Kräften.  Von  dem  Heransgeber  II*  1€4 
\XII.  Bemerkung  über  den  Rotalionskörper  des  klein- 
•len  Widerstandes,  mit  Bezug;  auf  die  Abhand- 
lung des  Herausgeber«  in  Tlil.  XLV.  Nr. XI. 
Von  Herrn  Profeaaor  Dr.  Di  enger  am  Poly- 
technikum in  Carl  am  he  II. 

XXVI.   Wurf bewegungimwideffstehenden  Mittel.  (Nach* 
•trag  SU  der  Abhandlung  in  Thl.  XLTI.  Na.  XX.). 
Ten  Herrn  Dr.  A.  M.  Neil,  Lehrer  an  der  tecfa- 
nisiAen  Sehnle  sn  DnrmeCadt  ......  m. 

XXXin.  Wurf bewegung  im  widerelehenden  Mittel,  ^wei- 
•  ter  Nachtrag  an  der  Abhandlung  in  Thl.  XLVI. 
Nr.  XX.  S.  MI.)   Vau  Herrn  Dr.  A.  M.  Neil, 
Lehrer  an  der  teefaniaidi.  Schule  an  Darmatadt  IV.  449 

Optik. 

VI.  Eine  aiiffiillif^e  Eigenheit  der  Richtungen  der, 
durch  ein  Prisraa  oder  durch  mehrere  Prismen 
mit  pariilielen  Kanten.  •^eJ)r<H:herif n  Lichtstrah- 
len. Von  Herrn  Dr.  Wiih.  Matska,  Profes- 
sor an  der  Hochschule  zu  Prag  I.  74 

IX.   lieber  merkwürdige  Punkte  der  Spiegel-  und 

Linsen^Systeme.   Von  dem  Hernuegeher.   .   I.  84 

Physik. 

Vn.   Da«  Anereid  al«  Inttrumeut  aar  Measung  der 
Aenderungen  der  Schwere.  Von  Herrn  Profe««or 

H.  Schramm  in  Wiener-Neustadt    .    .    .    L  78 
XXVIII.    Bemerkungen  über  eine  merkwürdige  Blitzröhre 
und   über  Flnnrescenz.    Von  Herrn  Professor 
T.  Höh  am  Lyceum  in  Bamberg    .    .    .    .    III.  368 
(S.  Optik  No.  VI.  und  Nu.  IX.) 

Nautik. 

XVIII.   Udler  einige  Formela  aur  aanAhemdeo  Berech- 
nung der  kftrperlichen  RAume ,  mit  besonderer 
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Abhandlung.  Heft.  Seite. 

Rücksicht  auf  die  Aichung  der  Schiffe.  Vuq 

dem  Herausgeber  IL  176 

Uebnngsanfgaben  für  Sehüler. 

XIII.    Drei  zu  bcwciiacndc  geometrische  Sätze.  Mit- 

getheilt  von  dem  II  er  ans  geh  nr  1.  117 

XXI.  47  Aufgaben :  De  Maximis  und  Minimis.  Die 
Quantitäten  oder  Zahlen  nach  dem  Grösscsten 
oder  Kleinsten  zu  hestimmeii.  Ans  Paul  Hal- 
cken's  Deliciae  in  n  t  h  e  m  n  ti  cae  oder  Ma- 
th ematisrhcs  Sinn  enconfect  mitgetheilt 

Ton  dem  llerausgeher  II»  218 

XXVII.    Drei  algebraische   Aufgaben   besonderer  Art., 
Aua  Halcken's   Mathematisehem  Siu» 
■•D-Coafect  mitgetheilt  vom  Ueraasgeber  III.  365 

Literarische  Beridite*). 

CLXXXV  I.  1 

CLXXXVI  II.  1 

CLXXXVII  III.  1 

CLXxxvm  '   .    IV.  1 


*)  Jeile  «in/o'nc  Nummer  der  Lilerarischea  ßerichic  ist  für  sich  be* 
•oudcrs  paginirt  von  seile  1  an. 
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Ueber  die  ausgezeichoeten  Kreise  des  Drdecks« 

Vom 

Herrn  Karl  Kücker, 
Direktor  der  G«werb««rhiil«  sn  Steltin« 


1. 

Der  Pmikt  k  (Taf.  I.Fig.  1.)  «ei  der  HSIienfichoitldes  Dreieelw 
ABC,  M  der  Hittelpankt  des  mngeecbriebenen  Kreises  und  n» 
der  MiHetpenkt  des  Kreises,  der  dareb  die  Mitten  der  Dreieclis- 

8eiten  geht.  Die  Punkte  A\  B\  C  seien  die  Mittelpunkte  der 
Kreiset  deren  jeder  durcb  k  nnd  svrei  Ecken  des  Dreiecks  ABC 
gebt 

Da  die  Ponkte  A,  to,  k,  a  barmenieehe  Pnnkte  sind,  se  sind 
die  Seiten  and  HSfaen  des  Dreiecks  ABC  die  HlUftnngeiinien  der 
Winkel  des  Dreieeks  ußf  und  die  Punkte  Q  B»  A  die 
Mittelponirte  der  Berfibrangskreise  des  Dreiecles  aßf» 

Die  Gerade  AB  ist  Chordale  (Potenzlinie)  des  Kreises  M 
und  des  über  AB  als  liurchniesser  beschriebenen  Kreises;  die 
Gerade  aß  ist  Chordale  des  letztgenannten  Kreises  nnd  des  Mit- 
tienkreises  m ,  folglich  ist  der  Durcbschnittspanfct  x  der  Geraden 
AB  nnd  uß  ein  Pnnkt  der  Cbordale  der  Kreise  M  nnd  m;  eben 
80  findet  man,  dass  die  Pnnlcte  y  und  s»  in  welchen  AC  nnd  «y, 
JKCnnd  ßy  sich  schneiden,  Pnnkte  der  Chordale ^der  Kreise  M 
nnd  m  sind.  Aehnlich  ergiebt  sich,  dass  die  Geraden  der  xvw, 
jfum  nnd  nie  bezieblich  die  Cbordalen  der  Kreise  C  nnd  m« 
und  m,  A*  nnd  m  sind,  d.  h.t  ' 

TlwU  XLTU.  1 


Die  Geraden,  welchedieAussenwinkel  eines 
Dreiecks  oder  je  zwei  Innenwinkel  und  einen 
Au«senwinkel  hälften,  treffen  die  Dreiecks- 
seiten in  drei  Punkten,  welche  in  ^ler  Gera- 
den liegen»  nnd  diese  Gerade  ist  CiVdale  des 
Bin  das  Dreieck  geecbriebenen  Kreises  nad 
des  Kreises»  der  sieb  am  das  dureb  diese  Hilf- 
tangslinien  gebildete  Dreieck  sebreiben  liest 

Denkt  man  um  den  Kreis  M  das  Dreieck,  welches  von  M 
in  den  Punkten  A,  B  nnd  C  berührt  wird,  beschreibt  über  den- 
jenigen Abschnitten  seiner  Seiten,  die  von  einem  Berührungs- 
punkte und  der  demselben  gegenüberliegenden  Seite  des  Drei- 
ecks ABC  begrenat  sind»  als  Dafchmesser  Kreise»  se  wetden 
diesslbeB  ven  dem  Kieise  üf  reebtwinktig  gescbnitteo»  and  wegen 
Gleicbbeit  der  Winkel  mak  and  MAA  werden  de  nach  von  dem 
MitCenkreise  m  recbtwinklig  gescbnitten»  mitbin  ist  ibre  Centrale 
Cboidale  der  Kreise  M  und  m  und  ftllt  mit  der  Geraden  xjf» 
nnsammen.  Das  Kntsprechende  gilt  natürlich  auch  von  den  Ge- 
raden aevw,  yuw  und  2010.  Der  Kreis,  welcher  sich  um  das  Drei* 
eck  legen  lässt,  dessen  Seiten  M  in  den  Punkten  A,  B,  C  be- 
rühren, hat  mit  M  und  ;n  die  Gerade  ayz  zur  Chordale»  folglich 
liegt  sein  Mittelponkt  mit  M  und  m  in  einer  Geraden. 

Ans  der  Gleicbbeit  der  Winkel  mak  und  JUAk  folgt  femer 
nnmitlelliar»  dass  der  Kreis  m  die  drei  Kreise  berührt,  welche  sa 
Durcbmessem  diejenigen  Strecken  der  Geraden  MA,  MB,  MC 
haben,  welche  von  einer  Ecke  und  der  ihr  gegenüberliegenden 
Seite  begrenzt  sind.    Der  Kreis  m  wird  in  den  Punkten  a,  ß,  y 
von  diesen  Kreisen  umschlossen  berührt.    Zeichnet  man  für  die 
Dreiecke  kBCy  kAC  und  kAB  die  entsprechenden  Kreise,  so 
werden  auch  diese  von  dem  Kreise  m  in  den  Punkten  a,  /?,  y  von 
Aussen  berührt   Eben  so  werden  die  entsprechenden  Kreise  der 
Dreiecke  A  BC,  Mß'C,  MCA'  und  MA'B^  von  dem  Kreise 
m  von  Aussen»  jedocb  in  den  sweiten  Endpnnkten  der  durch  «» 
jj,  y  gehenden  Dnrcbmess^r  des  Bllttenkreises  berübrt  Denkt 
mnn  von  dem  Punkte  u  die  Lotbe  auf  AB,  AC,  Bß  nnd  Cy  ge- 
ailt»  se  wnvden  die  Strecken  derselben»  welcbe  Ten  dem  Punkte 
m  and  der  Geraden  ßy  begrenzt  werden,  bezieblicb  doieb  AM, 
AC,  Bß  und  Cy  gehälftet»  mitbin  liegen  die  Fnssponkte  dieser 
Lotbe  in  einer  Geraden»  d«  h.: 

Letbet  mnn  Ton  einer  Dreleeksecfce  aaf  die 
Hftlftungsilnlen  der  Winkel»  deren  Seheltel 
die  beiden  nnderen  Ecken  sind»  so  Herfen  die 
Fasspankte  dieser  Lotbe  mit  den  Mitten  der 
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voo  dieser  Ecke  aasgeheDden  Dreiecksseiteo 
Q  einer  Geraden. 

Diese  Gerade  geht  durch  die  Mitten  w'  und  x'  der  Strecken 
oic  und  az, 'und  weil  a  und  z  die  Aehnlichkeitspunkte  der  Be- 
rOhrongäkreise  B  und  C,  und  a  und  w  die  Aehnlichkeitspunkte 
der  ßeröhrungskreise  A  und  k  sind^  8o  sind  die  um  z'  und 
mit  den  Strecken  %'a  und  w'a  geschriebenen  Kreise  die  Isogonal- 
fcnitedeff  KraiMi^nnd  CfODdilandir.  Die  Punkte  id' tind  siod 
n^eieh  die  Aehnlichkeitvpinikto  der  Kreise«  "deren  Burdimesser 
die  Seiten  ned  ojr  sind«  mitbin  sind  die  Kreise  mn  t'  nnd  ^ 
mgleksh  beslelillcli  der  iassere  and  innere  Potenskreie  Jener  Ober« 
esd  ay  geschriebenen  Kreise.  Aehnliches  gilt  Tsn  den  Pnnklen 
^  ood  v'«  nnd     ind  n'.  Das  liefert  den  Satn: 

Die  sechs  Isogonalkreise  der  vier  die  Seiten 

eines  Dreiecks  berührenden  Kreise  sind  die 
Potenzkreise  der  drei  über  den  Dreiecksseiten 

als  Durchmesser  geschriebenen  Kreise»  und 
zwar  sind  die  Isogonalkreise  je  zweier  Aussen- 
kreise die  äusseren,  und  die  Isoc^onalkreise  des 
Inoenkreises  und  je  etoeii  Aassenkreises  die 
inneren  Potenzkreise. 

Dass  die  Punkte  ae^,  y\  %'  in  eber  Geraden  liegen,  folgt  an« 
mittelbar  daraus,  dass  die  Punkte  x»  y,  z  in  einer  Geraden  lie- 
gen. Die  Verbindungslinie  der  Fusspunkte  der  von  a  und  y  auf 
BA  und  gefällten  Lothe  ist  gleichlaufend  AC  nnd  geht  durch 
diejenigen  Punkte,  in  deoeo  der  Kreis  B  die  Seiten  ^  und  j?« 
berührt;  daraus  folgt: 

Die  Verhindungplioien  der  Punkte,  in  welchen  jeder  ße- 
rührungskreis  dieselben  beiden  Dreiecksseiten  berührt,  bilden  ein 
Rechteck,  dessen  Diagonalen  diesen  beiden  Dreiecksseiten  gleich« 
laufend  sind,  und  das  in  dem  über  der  dritten  Seite  als  Durch- 
messer geschriebenen  Kreise  liegt.  Die  Ecken  dieses  Rechtecke 
sind  die  Fnsspnnkte  der  Lothe,  welebe  von  den  Endpunkten  der 
diitten  Dreleekes^te  anf  die  Hälftungslinien  dqr  Winket  geftUt 
sind«  deren  Scbeltel  dieee  Endpunkte  sind. 

%. 

Die  Halbmesser  der  Kreise  m,  k,  C,  ß,  A  seien  der  Reihe 
nach  r,  ö,  Ä^  S",  ö'";  die  Strecken  kA  und  kB  mögen  die  Längen 
und  '2g  haben;  2c,  26,  2a  seien  die  Längen  der  Seiten  AB, 
AC,  BCm    Die  Punkte  a\  m,  a  liegen  als  Mittelpunkte  dreier 
Kreise y  welche  die  gemeinschaftliche  Sehne      haben,  in  einer 


4     MMer:  Mir  41»  amgeuMiuim  ünUe  MMi. 

auf  ßy  lothrechten  Geraden,  daher  stehen  auch  AM  vod  A'k  eeok- 
recht  auf  fif,  wonns  sogleich  folgt: 

e' 


eder: 
also: 


1) 


«Am^  =    +2rÄ',     und  eoteprechend : 


I 


Ana  2rV9sb.Aß  mA  M'tsb.Cß  folgt  dann: 

SM  =  «H*H<^— 8r*, 
2rd'  oH6Hc*, 

PiSr  dae  «tmpfwfaildige  Dreieck  iiIB  Im!  ohw: 
eder: 

2rö'  =  p.ila; 

daher; 

ji«  =  r(a'-d)j  ^«r(d"-d);  €»«r(d'-|-d"); 


3) 


2rd  =c*— p«  — 9«, 

3rd*  8  ar>  —  (e*  -1-  9^. 


Die  Gleichungen  2)  und  3)  machen  die  Halbmesser  der  Be- 
rfihrungskreise  von  den  Seiten  derjenigen  Dreiecke  abhängig, 
deren  Ecken  die  Mittelpunkte  der  Berubrnngskreise  sind,  und 
zwar  gelten  die  Gleichungen  2)  für  ein  spitzwiokligea,  die  Glei- 
chuogeo  3)  für  ein  stumpfwinkliges  Dreieck. 

Nennt  man  u  den  halben  Umfang  dee  Mitten dreiecks  abc, 
die  Ualbmeaaer  seiner  Berahmngskreis«  9»  9*9  9"»  dann  ist 
beknDotlicb: 
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4) 


rd  =  a»-(2r  +  p)«, 
=  („_a)«-(2r-p')« 
=  (ii-6)*-(2r-p")« 

Biietolwrt  flurn  to  luübM  Unfuig  de»  DnMni  tfVk  mit 
f ,  die  HalbneMer  eeioer  BerfiliniDgefareiee  mit  1»  t»  f$  f , 
daoBiel« 

9«  =  (i' -0; 

d.  h.: 

«s(2r-r)«-(*-c)« 

Bedeutet  e  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  einem  Drei- 
ecke umgeschriebenen  Kreises  von  dem  Mittelpunkte  des  Mitten» 
kreise« »  so  ist  nach  Gleichung  l)  für  ein  spitzwinkliges  Dreieck 
e*=r*  —  2rÄ,  und  für  ein  stumpfwinkliges  «■  =:  r*  +  2r3"' ;  daher 
ist  mit  Räcksicht  auf  die  Gleichungen  4)  und  5)  für  jedes-Dreieck : 

«       2(2r-^)»— 2(11— c)«. 
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Aqs  dm  GleichnDgen  6)  md  4)  folgt: 

bei  jedem  stompfwiDkligen  Dreiecke  ist  stets: 

bei  jedem  spitzwinkligen  Dreiecke  ist  stets: 

i»>ar+^;  ii->a>2r— 9';  «— A>2^— 
und,  wenn  e  die  griSMt»  Seite  des  Dreieeks  istt 

7)  ±(»-c)>2r--^'^. 

Bei  jedem  epitswiokligeB  Dreieeke  Ut  der 
ümfang  etete  grosser  als  dleSamme  der  Halb- 
messer  .der  BerflhreDgskrelse; 

Odert  bei  Jeden  s|iltswiDkligen  Dreiecke  Ist  Sanme  derTao- 
geeten  der  halben  Dreleckswiakel  stets  kleiner  als  3.  Dagegen 
Ist  bei  jedem  Dreiecke»  gleichviel  eh  spits-  oder  «tnmpftriaklig^ 

2(tt-a)<4r— 

Diese  Ungleichheit  etgiebt  sich  ans  der  bekannten  CHeichong: 

(tt-a)*  =  ^V-«(e"+^0; 

ans  derselben  fo^; 
daher: 

nm  so  mehr: 

.  4(ii-a)><(o''+iP-^)«; 
das  ist: 

8)  2(«— a)<4r— ß'. 

Das  doppelte  Zeichen  Tor  der  Ungleichheit  7)  ist  nothig,  da 

> 

bei  einem  spitzwinkligen  Dreiecke   2r  =  q"'  sein   kann ;  bei 

dem  Dreieeke  s.  B»«  dessen  Seiten  12,  9-I-V6  and  sind» 
ist  2r  =  p*'  s=  5VÖ. 

Soll  2r  =      sein,  so  folgt  « *f     =  ^'  +  oder: 

»+_»_= J_+» 

oder: 
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Setzt  man  jetzt  a-|-6=s;rc  ond  a— 6s^c,  so  erb&lt  man: 
«od: 

ar*- — i — » 

die  Seiten  des  geforderten  Dreiecks  sind  daher: 

WIhrend  jeden  Werth  zwischen  den  Grenzen  1  und  v(V5-fl) 
annehmen  kann.  Sind  die  Winkel  dieses  Dreiecks  ^,  v  und 
liegt  l  der  Seite  c  gegenüber,  so  geht  die  Gleichung  9)  in  fol- 
gende über: 

.-i±*-eotaiigl»^. 

Ans  derselben  ist  ersichtlich,  dass  der  Winkel  A  seinen  klein- 
sten Werth  erhält,  wenn  x  seinen  grSssten  Werth  i(V5  +  l)  an- 
nimmt. In  diesem  Falle  ist  das  geforderte  Dreieck  gleichschenk- 
lig; der  Winkel  A  wird  durch  die  Gleichung  erhalten  cosi  s=  V5~2; 
man  findet: 

76020' 43^. 

Bei  jedem  Dreiecke,  dessen  gröMter  Winkel  Uetaer  als  die* 
ser  Werth  Yan  1  Ist,  ist  der  DurehmeMer  des  umgeschriebeneo 
Kreises  stets  grösser  als  der  Halbmesser  des  grGssten  Berubrunga- 
kreises;  eben  so  bei  jedem  ungleichseitigen  Dreiecke,  in  welchem 
der  griisste  Winkel  gleich  diesem  Werthe  von  il  ist.  Das  gleich- 
schenklige  Dreieck  hat  die  Diagonale  des  regelmässigen  Fünf- 
ecks als  eine  der  gleichen  Seiten  und  den  Durchmesser  des  um- 
geschriebenen Kreises  als  ungleiche  Seite. 

Für  alle  Dreiecke,  bei  welehee  Sr  s  ist,  beeteben  die 
Gleiebvngen: 

cea|(  -f  coev— cosA  =  Ssiniilcosificosiv  =  1| 

-     «— e  o 
cosi  =  = 

UV 
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Die  letito  GletdiuBg  bietet  das  Mittel»  ein  eolcliee  Dieiedc 
leicbt  SU  leiditteo,  weDn  der  grösste  Wiolsel  A  vorgelegt  ist.  Mao 
errichtet  in  einem  beliebigeo  Punkte  des  einen  Schenkels  das  Lotli 
zu  ihm;  der  Punkt»  in  welchem  dasselbe  die  Hälftungslinie  de« 
Winiceis  trifft,  Icano  als  der  Mittelpunkt  des  in  das  geforderte 
Dreieck  geschriebenen  Kreises  betrachtet  werden.  Der  Abschnitt 
des  Lothes,  welcher  von  diesem  Mittelpunkte  und  dem  anderen 
Schenkel  begrenzt  tvird,  ist  der  Durchmesser  des  umgeschriebe- 
nen Kreises.  Errichtet  ntao  in  dem  Punkte,  in  welchem  das  Lotfa 
den  zweiten  Schenkel  schneidet,  das  Loth  zu  letzterem,  so  trifft 
dasselbe  die  Hälftungslinie  in  dem  Mittelpunkte  des  Kreises 
Jede  der  iDoeren  genieinscbaftUcheo  Tangenten  der  Kreise  9  oed 

bildet  nit  den  ScbeRitelo  des  vergelegten  Wiikeis  das  ver^ 
laogte  Dreiedc. 

Ist  X  ein  bestimmter  Winkel  zwischen  den  Grenzen  76^20' 
43>37"  and  90^,  so  ist  bei  eioem  Dreiecicct  dessen  grösster  Winkel 

A  ist»  2r^9^»  Je  nachdem  der  Unterschied  der  beiden  andeien 

llViokel  ^  and  v  grSsser  oder  kleiner  als  der  Unterschied  der  bei- 
den Winkel  ist,  welche  in  dem  dorch  die  aogegebeoe  Koostrak« 
tien  eriialtenen  Dreiecke  verlcommen;  eder: 

je  nachdem: 

cos  i  Ol    v)  ^  cos^  i .  cotang  iL  ;1 

oder: 

^^coUngli« 

ist 


a. 

'  Es  seien  (Taf.  I.  Fig.  2)  e,  d,  d'  d"  die  Mittelpunkte  der  Be- 
Tungskreise  des  Dreiecks  ABC;  abc  sei  das  Mitttendreieck,  die 
Mittelpunkte  seiner  ßerObrurii^skreise  a,  /3,  6\  und  p,  (>',  q'\  (f 
seien  die  •  Län<;en  ihrer  Halbmesser;  der  Umfang  des  Mitten* 
dreiecks  sei  und  seine  Seiten  6c»  oc  und  ab  mögen  die  Lfingen 
a,  b  und  c  haben.  ' 

Verbindet  man  A  mit  den  Endpunkten  des  auf  BC  senk- 
recht stehenden  Durchmesseis  des  Kreises  e,  so  gehen  diese 
VerbiuduDgslioien»  weil  Ä  äusserer  Aehnlicbkeitspankt  der  Kreise  • 
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4  md  d  ist,  durch  die  Endpunkte  des  zu  iSC senkrechten  Durch- 
messers des  Kreises  d.  Zieht  man  durch  a,  die  Mitte  der  Strecke 
fg,  die  Gieichlaurende  mit  fA,  so  geht  dieselbe  durch  e.  Ebenso 
sind  ffe  und  ce  beziehlich  mit  den  <ieraden  gleichlaufend,  welche 
B  und  C  mit  den  Berührungspunkten  i  und  m  verbinden.  Weil 
nun  die  durch  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  ABC  gehen- 
den Geraden  ae,  be  und  ce  sich  in  e  schneiden,  so  treffen  sich 
auch  die  mit  ihnen  gleichlaufenden  Geraden  fA,  iB  und  mC  in 
•  eineB  Punkte  t,  der  mit  e  and  dem  Schnitte  t  der  Mitteliinien  in 
ainer  Gmdeo  liegt«  und  letitorar  iMt  lüe  Strteke  oacb  dem 
VarbiiliiiMe  1:2. 

Dieser  Satz  ist  nach  Reaschle't  Angabe  zuerst  vonMagel 
mitgetheiit  worden.  ^ 

Da  die  Gerade  dm  mit  Ag  gleldilaofend  iat,  eo  ist  n  der 

Punkt,  in  welchem  der  innere  Bertihrungskreis  o  des  Mittendrei- 
ecks die  Seite  bc  berührt,  und  weil  4  auch  der  Schnitt  der  Mit- 
ieilioien  des  Dreiecks  Afg  ist,  so  geht  ng  durch  4,  der  Punkt  « 
liegt  auf  der  Geraden  es  und  die  vier  Punkte  e,  t,  a,  t  sind  bar* 
monische  Punkte,  welche  die  Proportion  2:1  =  6:3 erfüllen.  Dar- 
aas folgt,  dass  tn  =  nv  und  Aü  =  ft  i»t,  dass  t  der  Mittelpunkt 
des  inneren  BerOhrungskreises  desjenigen  Dreiecks  ist,  ffir  wel- 
ches ABC  Mittendreieck  ist,  und  dass  ng  die  durch  A  mit  BC 
gleichlaufend  gezogene  Gerade  in  dem  Punkte  trifft,  in  welchem 
letztere  too  dem  Kreise  I  berfibrt  wird  und  welcher  mit  n,  t,  g 
Atmooiacfae  Pimkte  bildet,  die  aneb  die  PtopettieD  2:1 
erfttlleii. 

Weil  B  innerer  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  d  und  d'  ist, 
so  geht  Bw  durch  den  Berührungspunkt  des  Kreises  d"  mit  AC 
and  ist  gleichlaufend  mit  db;  eben  so  ist  IC  gleichlaufend  mit 
cd  und  geht  durch  den  Berührungspunkt  des  Kreises  d'  mit  AB. 
Die  drei  Geraden  Ag,  ßw,  Cl  schneiden  sich  daher  in  einem 
Ponkte  f,  der  mit  d  «nd  «  in  einer  Geraden  liegt,  und  die  Strecke 
fd  wird  von  «  nach  dem  VeriilUtnisde  1 :8  getheilt  Avf  der  Ge- 
raden ds  liegt  aueh  der  Mittelpnekt     de«  Berflbrongelireie^ 
welelier  die  Seite  6^  ven  aaflsee  berührt;  die  vier  Punkte  t» 
d  ^d  harmoniacbe  Punkte»  welche  glelcb&lls  fie  Preportioo 
8:1  SS  6:3  erfliUen,  und  der  Punkt  f  ist  Mittelpunkt  eines  der 
Süsseren  Berührungskreise  desjenigen  Dreiecke,  för  welches  ABC 
Blitteodreieck  ist   Eben  s<f  erhält  man  noch  swei  Punkte  t'  und 
f",   welche  die   Mittelpunkte  der  beiden  anderen  Susseren  Be- 
TÜhrungskreise  sind  und  »eiche  beziehlich  mit  den  Punkten  d\ 
4,  f  uad  d",  4,  d  harmonische  Punkte  mit  dem  Grundverh&ltoiaae 
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1:3  bUden.  Jeder  der  Punkte  f  >  I*,  1"  irt  aleo  der  HSbee* 
eiiMtt  dee  dnrcli  die  drei  enderee  beetinimleB  Dreiecke. 

EnvSgt  man,  dass  die  durch  f  und  g  mit  Ag  und  ^4/*  gleich- 
laufend gezogenen  Geraden  durch  eine  Ecke  des  Dreiecks  gehen, 
für  welches  ABC  Mittendreieck  ist,  so  hat  man  folgende  Sätze: 

Zieht  man  durch  die  Punkte,  in  welchen  die  äusseree 

BerGhrungskreise  die  wirklichen  Dreiecksseiten  berühren, 
Gleichlaufende  mit  den  Verbindungslinien  der  Ecken  • 
und  der  Berührungspunkte  des  inneren  Berührungskrei- 
ses, so  schneiden  sich  diese  Gleichlaufenden  in  einem 
Punkte;  dieser  Punkt  liegt  mit  dem  Schnitte  der  Ver- 
bindungslinien und  dem  Schnitte  der  Mittellinien  in  einer 
Geraden,  und  letzterer  theilt  die  ¥on  den  beiden  anderen 
Punkten  begrenite  Strecke  neeh  dem  Verhältnisse  1:2. 

Zieht  man  durch  die  ßerührnngspankte  des  ionereo 
Berfihrungskreises  Gleichlaufende  mit  den  Verbindungs- 
linien der  Ecken  und  der  Punkte,  in  welchen  die  äusse- 
ren Berührungskreise  die  wirklichen  Dreiecksseiten  be- 
rühren, so  schneiden  sich  diese  Gleichlaufenden  in  einem 
l'unkte;  dieser  Punkt  liegt  mit  dem  Schnitte  der  Ver- 
bindungsÜDien  und  dem  Schnitte  der  Mittellinieo  in  einer 
Geraden»  nnd  letsterer  tkeilt  dteven  den  Mden  anderen 
begrencte  Strecke  nach  dem  Terbältniese  1:3. 

Das  Entsprechende  gilt  Daturlicb  yod  jeder  anderen  Grnppe 
der  Berübroogskreise. 

Die-  Selten  dee  Dreiecke  mif  treffen  die  Seilen  dee  Dreiecice 

ABC  in  drei  Punktw»  welche  in  einer  Geraden  liegen.  In  den- 
eell»eD  drei  Punkten  werden  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  aucb 
▼on  den  Xoaeeren  fierObmngeeehnen  der  Kreiee  d't  et',  d  ge- 
echnitten* 

Die  Geraden  Aip  Bt,  Ci  geben  dmeb  die  Punkte»  in  «eleben 
eich  die  Verbindnngeiinlen  der  Ecken  mit  den  Berfibmngapenkten 
der  Kreiee  d,  d\  iT  ecbnelden;  die  Verblndangelinien  dieeer 
PnnlEte  treffen  die  Seiten  des  Dreiedw  ilBC.  ebenfalle  in  drei 

Punkten,  welche  in  einer  Geraden  liegen.  Durch  dieselben  drei 
Punkte  gehen  auch  die  Verbindungslinien  der  Pnnkte  i't  i'»  ^\ 
jene  Punkte  sind  daher  nach  §.  I.  die  drei  äusseren  Aehnlich- 
keitspnnkte  der  Kreise,  deren  Mittelpunkte  die  Ecken  des  Drei- 
ecks, und  deren  Halbmesser  die  diesen  Ecken  gegenüberliegen- 
den Dreieckeseiten  sind.  Das  Entsprechende  gilt  aacb  hier  von 
jeder  anderen  Gruppe  der  BerQbrungskreise. 


/  • 
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* 

Mittelst  der  letzten  Bemerkongen  iSsst  sich  eine  Menge  sol- 
cher drei  Genden  finden»  die  sich  beet&ndig  in  einem  Pnnicte 
eclineideo. 

Weil  a»  Gerade  caß  glelcbimifend  ile  iet»  eo  eteht  nie  anf 
der  Centrale  der  Berdlirangelmiee  ^  und  iT  senkrecht,  nnd  weÜ 
sie  dereh  die  Mitte  a  viin  deren  geneinschefUicher  Tangente  . 

BC  geht,  so  ist  aaß  Chordale  dieser  beiden  ßerührnngsloelse 
and  a  der  Chordalpunkt  (Potenzroittelpunkt)  der  drei  äusseren 
Berfihrongskreise.  Eben  so  folgt,  dass  y,  ß  die  Chordalpnnkte 
des  innern  nnd  je  sweier  ftosseren  Berfihrongslcraise  sind;  d.  Ii.: 

Die  Chordslpnnkte  Je  dreier  Berlihrongs. 
kreise  eines  Dreleeks  sind  die  Mittelpunkte 
der  Berübrnngskreise  des  MIttendreleeks. 

Die  Kreise,  deren  Darchraesser  die  Mittel- 
linien eines  Dreiecks  sind,  treffen  die  Uälf- 
tungslinien  der  Winkel  in  den  sechs  Punkten^ 
in  «fliehen  dieCherdalen  jesweier  Berllhrnngs- 
'  kreise  anf  den  Hilftnngslinien  senkrecht  stehen« 

Da  die  Cbordale  der  Isogonalkreise  der  drei  Susseren  Be- 
rfihrangskreise  durch  den  Punkt  a  gebt,  so  schneidet  der  Ortho- 
gonalkreis  der  letzteren  die  ersteren  rechtwinklig,  oder  er  sehneidet 
nach  §.  1.  die  äusseren  Potenzkreise  derjenigen  Kreise  rechtwink- 
lig, deren  Darcbmesser  die  Dreiecksseiten  sind.   Denkt  man  nun 

um  den  Punkt  a  den  Kreis  vom  Halbmesser  Vu^+p^  geschla- 
gen; derselbe  gebt  durch  die  sechs  Punkte,  in  welchen  die  Seiten 
des  Mittendreiecics  die  Kraise  treffen»  deren  Durchmesser  die 
Seiten  des  Ordreiecks  sind.  Je  swei  dieser  Punkte*  welche  anf 
derselben  ' Seite  des  Mittendreiecics  liegen,  sind  potensbaltende 
Funkte  in  Besag  anf  den  äusseren  Aehnliebkelts|Minkt;  die  Punkte 
B.B.,  welche  auf  be  liegen»  sind  potenshaltende  Punkte  der  Kraise 
▼en  den  Durchmessern  AB  und  AG  Der  Kreis  «  mit  dem  Halb- 
messer Vt^^T?  ^Ivd  daher  von  Jedem  der  äusseren  Potena« 
kreise  rechtwinklig  geachnltten,  er  ist  mithin  der  Orthogenalkrais 
der  dnA  äusseren  Berflbruogskreise  des  Dreiecks  ABC,  und  die 
GrSsse  u^-f-^*  ist  die  Poteas  des  Punktes  u  in  Bezog  auf  jeden 
derselben.  Ebenso  findet  man,  dass  die  Grössen  (u — d)^^^'^, 
(M-Ä)*  +  ^>"^  (m— c)2+o'"*  beziehüch  die  Potenzen  der  Punkte 
ß,  y,  ö  in  Bezug  auf  den  inneren  und  je  zwei  der  äusseren  Be- 
röhrungskreise  sind. 
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4. 

Die  Bezeichnungen  seien  Taf.  1.  Fig.  3.  dieselben  wie  bei  Taf.  1. 
Fig.  2.;  der  Halbmesser  des  Mittenkreises  sei  r,  m  seio  Mittel« 

.  punkt,  M  der  iMittelpunkt  des  um  das  Dreieck  ABC  geeMebe» 
nen  Kreises  und  p  der  UubenscbDitt  dieeee  Dreiecke;  X  eei  die 
Blitte  der  Stracke  aq.  IMe  Gerade  au  hiiftet  den  aur  Seite  6e 
geiiSrenden  Bogen  den  Mitteokreieea  m,  vod  weil  aa»  die  Cher- 
dale.der  Kreiee  ifnnd  e,  auf  o«  eenkrecht  atekt;»  oe  geht  atdurek 
die  Uitte  9  de«  aur  Sehne  aq  gekfirenden  Bogens  des  Kreises  m. 

,  Da  die  an  BC  gehSrende  Dreieckshuhe  Aq  mit  df  gleichlaafend 
iatb  ao  aind  9.  g,  n,  f  karmoniache  Punkte  nnd  deakalb: 

af*  =  ttn,aq  =  2a».  ai  =  2ai .  wp, 

eder: 

weiaiia  felgt: 

de«— «/»  Ä  dv*  —«V*  = 

nidiin  lat  die  Strecke  atp  gleich  Jeder  der  tob  ^  an  die  Kielae 
ilnnd  e  gelegten  Tangenten.  Skid  nun  P  und  ^  die  Punkte,  in 
weleken  die  Geraden  und  9^  die  Kreiae  d  nnd  e  aim  awetten- 
male  aefaneiden,  an  aind  yregen  der  Glekdmng: 

die  Punkte  f  und  die  Beifikmngapvnkte  den  Kreiaee  m  mit 
den  Kreieen  d  nnd  e;  d.b.: 

Die  Tier  Berttkrungakrelae  einen  Dreiecke 
werden  von  dem  Mlttenkreiae  deaaelben  be- 
Tflkrt,'and  awar  der  innere  amackloeaeDs  die 
Inaaeren  anageackloaaen. 

Da  der  Punkt  a  der  Chordalpunkt  der  drei  äusseren  Be- 
rfihrnngakreiae  ist,  so  liegt  auf  der  Geraden  ma  der  Mittelpunkt 
eines  zweiten  Kreises,  welcher  die  drei  äusseren  Beruhrungs- 
kreise  berührt;  fiir  ihn  und  m  ist  a  Aehnlichkeitspunkt.  Der 
Punkt,  in  welchem  dieser  Kreis  den  Kreis  il  berührt,  ist  der 
zweite  Durchschnittspunkt  i  der  Geraden  f^a  mit  dem  Kreise  d. 
Weil  nun  a  in  dem  Kreise  m  liegt,  und  weil  die  potenzhaitenden 
Punkte  f  und  i  auf  dem  Aehnlichkeitsstrahle  afi  auf  derselben 
Seite  VOD  dem  Aehnliekkeitspunkte  «  liegen,  ao  iat  «  der  tonete 
'AeknUckkettapunkt  der  Kreise     und  m,  und  daker  berfikrt  a/ 


Digitized  by  Google 


die  drei  Kreise  umschiiessend.  Denken  wir  jetzt  ßlr  den  Pankt 
o  die  beiden  halben  kleinsten  Sehnen  der  Kreide  m  und  a:'  auf 
verschiedenen  Seiten  der  Centrale  nuc',  und  nach  den  Endpunkten 
dieser  Sehnen  die  Halbmesser  gezogen,  so  sind  letztere  gleich- 
laufend;  das  Rechteck  aus  den  beiden  halben  kleinsten  Sehnen 
ist  gleich  dem  Rechtecke  af'.td  und  nach  §.3.  gleich  u^  +  q*, 
und  well  die  halbe  lileloste  Sehne  des  Punktes  a  för  den  Kreis 
m  nach  §.2.  gleich  V^2rp  ist,  so  ist  die  halbe  kleinste  Sehoe 

dMeeUMB  Pnnktee  dir  den  Kreis      gleich  ^^4^.  Mas  hatso- 

mit  die  Proportion: 

oder  nach  §.2.: 
nithfai: 

Beseichnet  man  den  Halbmesser  des  Kreises  s'  mit  x,  so  ist: 
•Ises 

Auf  der  Geraden  mß  liq^t  der  Mittelpunkt  y'  eines  zweiten 
Kreises  vom  Halbmesser      der  die  Kreise  e,  d'  und  d"  berührt, 
and  ß  ist  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise  y'  und  m.   Der  Kreis 
iy'  berührt  den  Kreis  e  in  dem  Punkte      in  welchem  die  Gerade 
ßg'  den  Kreis  6  zum  zweitenmale  schneidet,  und  weil  der  Punkt 
ß  ausserhalb  des  Kreises  m  liegt  und  die  potenzhaltenden  Punkte 
f  and      sich  auf  dem  Aehnlicbfceitsstrahle  §Vg'  auf  derselben 
Seite  Tom  Aehnlichkeitspanlrte  ß  befinden,  so  ist  ß  der  inaeere 
AebBlicbkeitspoDlct  der  Kreise  ff  und  m;  der  Kreis  y  bertdirt 
niee  die  drei  Kreise  In  derselben  Welse  wie      d.  h.  e  «n- 
nddieesend,  d'  nnd  iT  anssefaliessend.  Denirt  »an  nnn  dnrch  ß 
eine  der  gemeinschafttiehen  Tangenten  der  Kreise  ff  und  m,  und 
nach  den  Berührungspnnkten  die  Halbmesser  gezogen«  so  sind 
letztere  gleichlaufend,  und  das  Rechteck  aus  den  Entfernungen 
des  Pnnl^tee  ß  von  den  Berflhmngepnnkten  der  Tangeate  iat  nach 


Digitized  by  Google 


§.a  gleich  (u— a)«  +  p'2  Weil  nach  §.  2.  die  Länge  der  von  |3 
an  m  geiegten  Tangente  gleich  V^rf  ist,  so  ist  die  L&nge  der 

▼OD  /I  ao  y  gelegten  Tangente  gleich  ^"""l,^^,  Ma»  hat  da* 

her  die  Proportion: 

cder  nach  {•  S.: 
nythia: 

Ferner  ist: 
also: 

— äf  

Ebenso  erhält  man  noch  zwei  Kreise  von  den  Halbmessern 
2  and  V,  deren  Mittelpunkte  und  beziehlich  auf  den  Geraden 
my  und  md  liegen,  von  denen  der  erste  den  Kreis  e  umacblieaeend, 
die  Kielae  4  vnd  ausseblieaaend,  der  andere  c  amschUesnead» 
A  nad  d'  anMcblieeaead  berfihrt  Man  findet: 

2^"       '  ^  

Zw'iscben  den  vier  Halbmesieiii  t»v  bestehen  noch 

folgende  einlache  Beziehungen: 

wenn  i  den  Inhalt  des  Mitteodreiecks  bedeutet 

Ist  das  vorgelegte  Dreieck  gleichseitig,  2a  die  Länge  einer 
Seite,  dann  ist  jfsssaes|aV3;  «aslayS. 
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Ist  dw  vofgolegte  OreMc  reebtiHDfclig^  Mine  Hypolmva«» 
daofl  ist: 

S. 

9 

N«BDt  man  die  so  dmi  Mtm  a,  b,  e  des  MUtsodreleeks  ge- 
hSrsodeii  HObeo  A^»  üf^  dsne  entfernt  sich  der  Pnnkt  a  tob 
den  Seiten  BC,  AC  nnd  Ji?  nm  die  Stredcen  A— ^  A'«-^. 
A'^— Lotliet  man  mm  ree  «  auf  die  Seite  BC^  trigfr  von  « 

aus  aaf  diesem  Lothe  die  Strecke  -r  ab  und  beschreibt  über 

dieser  Strecke  als  Durchmesser  den  Kreis ,  so  berfihrt  derselbe 
die  drei  Kreise  d,  d',  d"  in  den  Punkten,  in  welchen  die  Ver- 
bindungslinien des  Punktes  o  mit  den  auf  BC  liegenden  Be- 
rübmngspunkten  der  Kreise  d,  d\  d"  letztere  zum  zweitenmale 
schneiden,  und  zwar  berührt  er  d  unischliessend,  d^  und  H*  ans* 
scbliesseDd.   Der  Halbmesser  dieses  Kreises  ist  gleich: 

Lothet  man  ettense  von  a  anf  AC  nnd  AB,  trägt  ?od  a  aus 
auf  diesen  Letlien  besiehlich  (die  Strecken  ood 

•b  md  liesehreibt  Ober  denselben  als  Dnrebneeser  die  Kieisei 
ee  berObrea  diese  Kieise  gleicbfoUs  die  Kreise  if»  »  wd 
Bwar  berObrt  der  eiste  H  nmaebUeesend*  4  oad  ^  anssehiieBseiid, 
der  streite  d^  emsoblieaaead»  d  wd  Ü  aassehliessendh 

Die  Halbmesser  dieser  Kreise  sind: 

Die  eben  gebildeten  drei  Kreise  bestehen  immer»  wie  amdi 
das  Dreieck  gestaltet  sein  mag;  das  liefert  den  Sets: 

Die  drei  Kreise,  von  deoen  jeder  eisen  der 
iesseren  Berfibrnngskjeise  eines  Dreiecks 
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umfichliessend,  die  beiden  anderen  ausschlies* 
send  berührt,  schneiden  sich  in  einem  Punkte, 
und  die  nach  diesem  Punkte  gesogenen  Onrcli« 
mmm%%t  stefaen  »«f  den  Drei^eksseiten  ««nk- 
recbt. 

Ist  c  die  grösste,  b  die  kleinste  Seite  des  Mittendreiecks, 
dann  sind  die  Abstände  der  Punkte  ß»  y»  ^  von  den  Seiten  a,  b, 
c  der  Reihe  nach: 

A'-t*; 

h—Q";   Ä'  +  e";   Ä"--p";   Q'"—h;   g^-h';  p'^-fA». 

Der  Punkt  y  liegt  dann  stets  innerhalb  dM  Draieeks  AßCr  wmI 
die  Ponkto  ß  and  d  aosMrhalb  desMlben. 

Lothet  man  noo  Ton  ß  avf  di«  SeitoD  JBQ  AC  und  AB»  trägt 
•nf  dleaen  Loflien  von  /I  ans  der  Reihe  nach  die  Strecken: 

ab  und  beschreibt  fiber  denselben  als  Dnrcbmesser  die  Kreise,  ao 
beröhren  diese  Kreise  die  drei  Kreise  e,  d*  und  d",  und  zwar 
berfihrt  der  erste  alle  drei  ausschliessend ,  der  zweite  beröhrt 
<2'  nmschliessend,  e  und  (V'  ausschliessend;  der  dritte  berfibrt 
^  ausschliessend»  e  und  d'  umschliesseDd, 

Die  Haibaiesaer  dieeer  Kieiae  abid: 

(l<~o)Hg'»     a   .    («-q)«-fg'«    b    ,    (tt~fl)»^g^>  e 

FOhrt  man  die  entaprecbendeo  Kooatraktionen  In  Besag  aaf  die 

Punkte  y  und  d  aas,  so  erhält  man  noch  sechs  Kreise,  von  denoi 
die  dem  Punkte  y  entsprechenden  drei  Kreise  die  Kreise  e,  d, 
d"  berühren,  und  zwar  berührt  der  erste  von  ihnen  ausschliessend, 
e  und  d"  uroschliessend ;  der  zweite  alle  ausschliessend  nnd  dw 
dritte  d"  umschliessend,  e  und  d  ausschliessend. 

Die  drei  dem  Punkte  9  entapreebenden  Ereiae  berflbren  die 
diel  Kreiae  d,  d',  und  zwar  berfihrt  der  erste  von  ihnen  d  ans* 
acbliessend,  e  und  d^  umschliessend,  der  zw^te  tf' ausschliessend, 
e  und  d  umschliessend  und  der  dritte  alle  ausschljessend.  Die 
Halbmeaaer  dieser  aeclia  Kreiae  aind  der  Reibe  nacb: 
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0{6  swQlf  Kreise  dieses  Paragraphen,  die  Tier  Kreise  des 
{.4.,  der  MitteDicreis  und  die  Seiten  des  Dreieclui  stellen  die 
n<»gfiehen  32  Kreise  Ter»  ven  denen  jeder  drei  BecQlirangsIcrdse 

des  Dreiecks  berührt;  der  Mittenkreis  and  jede  Dreiecksseite 
bedeuten  einen  vierfachen  Kreis.  Ist  das  Dreieck  ABC  gleich- 
schenklig, etwa  AB  —  AC,  also  b  =  c,  so  fallen  die  Punkte  f 
md  d  in  die  Seite  BC,  and  die  Kreise  von  den  Halbmessern 

neben  in  die  Seite  ßC  über. 

Ist  das  Dreieck  ABC  gleichseitig,  so  liegen  die  Punkte  ß, 
y,  ö  in  den  Ecken  A,  By  C  und  dreimal  zwei  Kreise  gehen  be- 
ziebüch  in  die  Seiten  7iC,  AC  und  AB  über. 

Für  ein  gleichschenkliges  Dreieck  giebt  es  also  ausser  dem 
Mittenkreise  und  den  iSeiten  nur  noch  14,  für  ein  gleichseitiges 
Dreieck  nur  noch  10  Kreise,  von  denen  jeder  drei  Berübrungs- 
kreise  berührt. 

Ffir  jedes  Dreieck  bestehen  demnach  immer  die  drei  Kreise, 
von  denen  jeder  den  Innenkreis  und  zwei  der  Aussenkreise  aus- 
scbliessend  berührt ;  ferner  die  drei  Kreise,  von  denen  jeder  zwei 
der  Aussenbreise  anssehliessend«  den  dritten  nmseMiessend  be» 
rflhrt;  dann  die  drei  Kreise»  von  denen  jeder  den  Innenkreis  nm* 
scbliessend  and  je  swel  Aassenkreise  aassebliessend  berflbrt,  und 
endlieb  der  Kreis,  welcber  die  drei  Anssenlcreise  amscbliessend 
beifibirt* 


6. 

Denken  wir  jetzt  die  Kreise,  deren  Durchmesser  die  Seiten 
des  Dreiecks  ABC  (Taf.  I.  Fig.  3.)  sind.  Jede  Aehnlichkeits- 
achse  derselben  ist  Chordale  für  zwei  der  sie  berührenden  acht 
Kreise,  und  die  Chordale  je  dreier  Potenzkreise,  deren  Mittel- 
punkte auf  einer  Aehnlichkeitsachse  liegen,  ist  Centrale  zweier 
berührenden  Kreise.  Nach  §.  1.  und  §.  4.  sind  also  die  Geraden 
pa,  pß,  py  und  pö  die  Centralen  von  je  zweien  solcher  berühren- 
den Kreise,  die  zu  einer  Aehnlichkeitsachse  als  Churdaie  gehören. 

Die  Halbmesser  der  acht  berabreoden  Kreise  seien  a^i,  .,0:9; 

ihre  Mittelpunkte   beziehlich  ^x,        — >yst   zagleicb  mSgen 

9i»H»  •••*»3f%  die  Kntfernungen  der  Punkte  Sfif$^   Tom 

TbiUXLim.  2 


* 
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Punkte  p  bedeuten ;  die  Abstände  der  Pmkfte  ß»  ^ 
Punkte  p  seien  k,  ki,  k%,  Ag.  Die  Kreise  ^|  und  mögen  die 
äussere  Aehnlichkeitsachse  zur  Chordaie  liaben,  dann  sind  die 
inneren  Aehnlicbkeitsacbsen  der  Kreise  a,  by  c  die  Cbordalen  der 
Kreispaare  und  yf,  und  y^^  y^  und  ^5.  Der  Punkt  p  ist 
der  Chordalpunkt  der  Kreise  a,  b,  c;  wird  die  Potenz  desPunictes 
p  in  Bezug  auf  diese  Kreise  mit  p*  und  werden  die  GrOssen  u— a, 
11  —  6,  u  —  c  der  Reihe  nacb  mit  Ui,  u^,  bezeichnet,  so  ist 
nach  {.  2.  CHeielmng  4)  und  6): 

1)  |i*  =  J:4[ii^-(2r-i)«l 

«db4[«t«-<ar-^')«] 

ditt  obersD  Zelehen  geltoo  flir  das  apitiiriiiklige,  die  notaten  Abr 
das  8tiinip5fuiklige  Dreieck. 

Der  Punkt  p  ist  Süsserer  Aeboiicbkeitspunkt  der  Kreise  M 
und  daher  ist  die  Strecke  ep  gieicblaufend  mit  aM  und  gleich 
2oJlf.   Für  das  Dreieck  Mep  hat  man  nun  die  Gleichung: 

•d«r  da  naeh  {•  4.  die  Strecke     ss  r— 2p  ist, 

|ie»  +  4(ra— 2r^)  =  2sit|>*-|-2(r^2e)*. 
FOr  daa  Dieieck  cyiJf  beatebt  die  Gleicboogs 

ptfi-^Mefl  =  2mpa-|-2iiw*. 

oder: 

Die  SnbtraktioD  der  eraten  Gleiebnag  tod  der  aweiten  liefert: 

Naeb  {.3.  Gleicbaag  »ber: 

6mp*  =  6r*- 12»«  +  12(2r  +  p)» 

daher: 
oder: 

S)  ii^=:(4r+p)*— 4i*». 

Durcb  dieaeiban  Reebauigea  indet  aian : 
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2)  {  Ä«a-ii2»=(4r~p")«-4»i,» 

Betrachtet  man  nun  den  Pankt  i/,  in  welchem  dae  von  a  auf 
he  geftlita  Lotfa  6c  trifft,  als  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  vom 
Halbmesser  u,  so  berührt  derselbe  die  Kreisel  and  ü;  die  Kreise 
6  Änd  c  berühren  also  die  drei  Kreise  a'^  und  ^g,  und  ihre 
Chordale  Ap  ist  Aehnlichkeitsachse  der  letzteren.  Die  Geraden 
^a!  und  yicip  bilden  mit  den  Gleichlaufenden  a!a  nnd  Ap  Sbn* 
Dcbe  Dreiecke»  aus  weichen  die  Proportion  folgt: 

9  fitk^^iu. 

Ebenso  bilden  die  Geraden  y^  a'  und  yi  ap  mit  a'a  und  Ap 
ähnliche  Dreiecke»  aus  welchen  die  Proportion  folgt: 

9  -  ifetifcs«^:«. 

/kw  den  Proportionen  3)  ergieht  sich: 

jfi*—  arj* :  3?!*  =  — 

die  Hnltiplikafien  fieferC  t 

j\  —  ■  "y  . 


dw  obcte  Zeichen  gflt  für  aUe  spttiwinidigiB  Dreiecke  nnd  Ar 
J^dea  atnmpfwinkl^a  Dreieck»  bei  welchem  9li>4r*f-f  iat;  daa 

untere  Zeichen  gilt  für  jedes  stumpfwinklige  Dreieck»  bei 
9iK<4r-|-9  iat  Dnieh  dieselben  Betrachtangen  findet  man: 

iy^:x^  =  yr:Xj=zki'.Ui, 
Ana  dieaen  Proportionen  ergieht  sich  dann: 


6> 


Die  Gleichnngen  Ö)  «n1  6)  gelten  Ür  jedes  Dreieck. 
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Da«  ▼orgelegte  Dreieck  ABC  eei  epilawinklig. 

Dann  Hegt  der  Punkt  p  ioDerhalb  sämmdieher  Poteodcrebe 
der  Kreiae  a,  6«  e»  und  deehalb  achDeidea  eich  ateta  drei  solche 
Petenakreiae»  deren  MittelpaBbte  auf  einer  Aehnlickkeitaaebie 

liegen,  in  denselben  beiden  Punkten.  Weil  ferner  der  Punkt  p 
Aehniicbkeitspunkt  aweier  solcher  die  Kreise  a,  b,  c  berühren» 
den  Kieiae  iä^  die  zu  einer  Aehnlichkeitsacbse  als  Chordale  ge> 
huren,  so  liegen  potenzhaltende  Punkte  der  berührenden  Kreise 
anf  einem  durch  p  gehenden  Aehnlichkeitsstrahle  zu  verschiede- 
nen Seiten  des  Punktes  p.  Da  nun  nach  §.2.  Gleichung  4)  and 
8)  für  jedes  spitzwinklige  Dreieck  2M>4r-J-p;  2ui<4r — q' \ 
2Mj<4r  — p";  2M8<4r — q'"  ist,  so  ist  nach  Gleichung  2)  dieses  §. 
Ä  <  tt ;  All  >  «1 ;  Ä'a  >  «a ;  A's  >  %  und  daher,  wegen  der  Gleichung 
3)  und  6)  yi<,Xi  \  und  7/2, y^» yj  bezieblich  grosser  als 

Der  Punkt  p  liegt  also  bmerhalb  der  Kreise  ^|  and 
y^  aod  iet  deren  änaeerer  Aehnllehkeitcponkts  beide  Kreiae  berQhten 
daher  die  Kreise  b,  e  gleichartig;  .der  eine  omeehlieeat  eie 
alle  drei,  der  andere  wird  von  allen  mnacbloesen.  Der  Pnnkt  p 
liegt  ansserbalb  jedes  der  noch  übrigen  sechs  berührenden  Kreise 
nad  lat  innerer  Aebnlichkeitspnnkt  fiir  jedes  dieser  drei  Kreis- 
paare;  der  eine  Kreis  jedes  dieser  Paare  berührt  zwei  der  Kreise 
a,  bf  c  ausgeschlossen  und  wird  von  dem  dritten  umschlossen, 
der  zweite  berührt  den  dritten  ausschliessend  und  wird  von  den 
beiden  ersten  umschlossen.  Die  Kreise  jedes  dieser  drei  Paare  * 
liegen  ganz  aus  einander,  ohne  einen  Punkt  gemein  zu  liaben;  die 
Kreise      und  y^  dagegen  liegen  ganz  in  einander. 

Nach  §.  3.  schneidet  der  Kreis  vom  Mittelpunkte  a  und  dem 
Halbmesser  ST u*-\-q'^  die  drei  äusseren  Potenzkreise  der  Kreise 
ö,  b,  c  rechtwinklig;  der  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  Hühen- 
schnitt  p  und  de^seu  Halbmesser  die  Strecke  p  ist,  wird  von  die- 
sen Potenzkreisen  im  Durchmesser  geschnitten;  ferner  werden 
dieaelben  Kreiae  von  ^1  und  y^  reehtwlnklig  geschnitten.  Be- 
leichnet  man  nnn  den  Abatand  dea  Ponktea  p  ven  der  inaaeren 
Aehnlicfakeitfachae  der  Kreiae  a,  b,  e  mit  z«  ae  hat  man»  wegen 
eber  bekannten  Elgenadhaft  der  Chordale  die  Gleldnnigent 

oder: 

7)  u*-ii^i'^^i^=iUt 

und»  weil  die  Pnnkte  yi  und  y^  anf  de?  Geraden  pa  aof  deiaelbeD 
Seite  Ten  p  U^ea, 
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oder,  mit  ROcIuicbt  auf  die  Proportioiieii  3): 

8)  — j^(xi+«.)  =  2Ä*. 

AuB  7)  and  8)  folgt  mit  Rückaicht  auf  die.GleicboDgen  1)  and  2): 

Die  MaltipükaäoD  dieser  Gleichung  mit 

1     _  tt*~A« 

liefert: 

od»,  iven»  man  mn  der  Ktlne  wÜles  flu  mft  «•  4r-f2^  mit  ^ 
nd  dr-l-p  nit  y  bei^elii|Bt: 

Aus  10)  und  11)  ergiebt  sieb: 
12)  11  ^Mß-Y). 

du  doppelte  Zeicbeo  in  der  GMchuDg  12)  ist  vemaelilässigt,  well 
daeaelbe  aar  eine  Tertaoschiing  der  Warthe  flir  ^i^  and  be^ 
.  »faht  Ana  11)  vad  13)  folgt: 

IVB,  t  _2(«-y).    1  _2(«-|-y). 

•  •  «1  ar— p)'  a!^"~M""ai*(ii+2r+p)* 

Ffir  die  Kreise  ^2       Vr  wenn      den  Abstand  des 

Punktes  p  von  der  betreffenden  inneren  Aebnlicbkeitsacbse  be- 
dentet : 

16)  V-Vf«'»+|»*  =  2A|ii. 
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Weil  nun  p  der  innere  Aehniichkeitspunkt  der  Kreise  and 
ist,  80  liegen  die  Pankte      und      auf  der  Geraden  pß  zu  ver- 
schiedeneo  Seiton  des  Ptaoktea  p,  wnä  daher  htt: 

wonuw  wegen  der  Ph»porCioiien  5)  folgt: 

wild  diese  Glelchwig  durch  die  erste  der  GlefchimgeD  Q  getbeüt, 
so  erhält  nan; 

Wenn  man  2tfi  mit  Ogi  4r — 2^'  mit  fii,  4r— ^'  mit  fi  be- 
seicfanet»  so  Ist: 


18)  .  .  . 
niul  dsheri 


1    _  4(yt«— «t«) 


Ans  17)  und  19}  folgt: 


oder: 


21) 


Gans  eben  so  findet  man: 


22) 


1  _  2(c3-fya).     1  ^2(ys~«8). 
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23) 

~"ii,"*^2tt,(«, +2r-^">*    ar,  -     w,  +  2t%(ii,  - 2r  +  * 
1  _  1  ,  1_  ±4. 

Ist  das  Dreieck  ilBC  gleicbiieltif&  9«  di«  Linge  dnerSeltB, 
dann  itt  «  =  $0;  tfi  =  afs=:u,  =  ia;  9=iaV3;  q'  :^q"=zq'' 
s|aV3  vnd  r  s  |iiV%  daher: 

4%  =  «gsd;«s=  j|(3V3— 1);  dr«ssd^sdv  =  ^(3V3  +  I); 

inithiD      -f-OTe  =  2a. 

Ist  das  Drsieek  ABC  raehtwinkttg,  =  2a  seine  Hypote- 
nose,  80  ist  9  =  «I ;  9'  s  «;  9"  s=  t(|;  p'^  =  ttg;  also  2»  =  p -f-p' 
+  p"  +  p-'  =  4r  +  2p,  oder  a  =  |J;  cti-f-l^isO;  at-/Ss=:0; 
0^—^  =  0;  ond  daher  ist: 

ff. 

Das  Dreieck  JBC  ist  stampfwinkllg. 

Dann  liegt  der  Punkt  p  aasfterbalb  sSmnitlicher  Potenzkreise 
der  Kreise  a,  b,  c,  und  deshalb  befinden  sieb  solche  potenz- 
haltenden  Punkte  jedes  Paares  der  berührenden  Kreise,  welche 
auf  einem  durch  p  gebenden  AehnUchkeitsstrahie  liegen,  auf  der- 
aelben  Seite  des  Punktes  p, 

> 

Weil  bei  eiaem  stumpfwinkligen  Dreiecke  4r-|-9  =2«  sein 

< 

kann»  eo  kann  ancb  nach  Oleiebaog  8),  {.6,  jfcs«  aeia,  nKhln 

kSnnen  zufplge  der  Proportionen  3)  }.  6.  die  Halbmesser  and 
^s  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  bezieblich  die  Abstände  der 
Mittelpunkte  und  vom  Punkte  p  sein ;  der  Punkt  p  kann 
deshalb,  je  nach  der  Beschaffenheit  des  Dreiecks  ABC,  inner- 
luüb  oder  aoaaerhalb  der  Kreise  yi  und  31^  liegen»  d«  h.  er  ist 
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zuweilen  innerer,  zuweilen  äusserer  Aehnücbfc€itS|Miiikt  dw  Krtise 
yi  «Dd  y«.  Welcher  AehaBehk^pnokt  aberpmcli  sein  mag^  immer 
«cboeiden  der  Kreis  p  vom  Halbmesser  ood  der  Kreis  «  ven 
Halbmesser  V'tt*  +  (j*  die  drei  Sussereo  Potenzlcreise  der  Kndse 
a,  b,  o  reebtwioklig;  es  Ist  daber  stets»  wenn  2  aneb  hier  dea 
Abstand  des  Paoktes  p  von  der  tassereo  AebnlicblLeitiacbse  der 
Kreise  a,  6,  e  bedeutet: 

oder: 

oder  mit  Rflelulebt  auf  Gleichung  1)  §.  6.:  * 
1)  ±2ib  =:&»*— 2(4r-fc)(4r  +  2«). 

Die  Kreise  von  den  Mittelpunkten  p  and  a  haben  zwei,  einen 

oder  icetoen  Punkt  gemefai.  Je  nachdem  s  =  0  ist,  d.  h.  je  nach- 

> 

dem: 

> 

±     =  4i^-  (4r  +  Q)  (4r + 2^) 
< 

ist,  oder  wenn  man  quadrirt  und  för  und  die  Werthe  aus 
Gleichung  1)  und  2)  §.  6.  setzt,  je  nachdem: 

> 

«)  P  =  2^ 

ist.  Ist  nun  4r-|-p>2u,  so  ist  immer  ;7>2p;  die  Kreise  p  und 
a  schneiden  sich  also  auf  ihrer  Chordale,  der  äusseren  Aebnlicb- 
keitsacbse  der  Kreise  a,  b,  c;  und  weil  die  Kreise  9^1,  y^,  p  und 
a  die  Chordale  gemein  haben,  so  schneiden  sich  in  diesem  Falle 
auch  stets  die  Kreise  yi  und  ^g,  und  jeder  von  beiden  berührt 
alle  drei  Kreise  a,  b,  c  uroscbliessend.  Ist  4r-|-p<22/>  so  be- 
rührt der  eine  der  Kreise  yi  und  y^  die  Kreise  a,  b,  c  aus- 
schliessendy  der  andere  nmschliessend,  und  dabei  können  die 
beiden  Kreise  yi  und  y^  sich  schneiden,  sich  von  aussen  berüh- 
ren, oder  der  eine  gana  in  dem  anderen  liegen,  je  nachdem  die 
Beaiebungen  von  Gleiciinng  ^  statt  finden. 

Da  nach  Gleichung  8)  §.2.  für  jedes  Dreieck  4r — ^'>2ifi  ist, 
so  ist  auch  wegen  der  Proportionen  5)  §.0.  Ai  >  ;  A'^^tc«; 
A-3  >  «3 ;  daher  sind  zufolge  der  Proportionen  3)  §.  0.  die  Halb- 
messer     x^, Xf  beziehlich  kleiner  als  die  Entfernungen  der 
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Miltalpiinkte  y^y  ys, yj  vom  Punkte  p.  Der  Punkt  p  ist  mithio 
iasserer  Aebnlichkeitsponkt  fiir  jedes  noch  übrige  Paar  berüh- 
render Kreise,  und  der  eine  Kreis  jedes  Paares  berührt  die  Kreise 
ö,  b,  c  in  derselben  Weise  als  der  andere.  Ist  BC  die  grosste 
Dreiecksseite,  so  berührt  ein  Kreispaar,  etwa  und  yj,  die 
Kreise  6  und  c  umschliessend  und  wird  selbst  von  a  umscbiossen; 
das  zweite  Paar,  etwa  2/3  und  y^,  berührt  den  Kreis  b  ausschlies- 
send  und  wird  von  a  und  c  umschlossen;  das  dritte  Paar  ^4 
und  berührt  den  Kreis  c  aasschliessend  and  wird  tod  a  und 
b  «ludiloMett.  Die  Kreise  und  kOeneo  aieh  «owohl  ecliiiei* 
deo«  als  aodi  berfibien,  als  auch  ganz  ans  einander  liegen,  eben 
so  die  Kreise  y^  and  y^,  je  nachdem  eine  der  drei  Beriehnngen 
erfiillt  ist: 

>  > 
psn^,    oder:  p^z^q"; 

» 

dagegen  können  sich  die  Krcitüe  th  niemals  schneiden 

oder  berühren,  sondern  müssen  beständig  ganz  aus  einander 
liegen,  weil  stets  p  kleiner  als  der  Durchmesser  2ß'  des  grossten 
Berührungskreises  ist.  Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  bei  jedem 
stumpfwinkligen  Dreiecke  immer  nur  ein  Paar  der  berührenden 
Kreise  eine  Berührung  unter  sich  eingehen  kann,  beim  spitz* 
winkligen  Dreiecke  dagegen  kein  Paar. 

Behalten  wir  die  beim  spitzwinkligen  Dreiecke  einge£Qfarten 
Beieichnongen  auch  hier  bei«  dann  ist:  * 

w&hrend  die  oberen  Zeichen  gelten,  wenn  p  äusserer,  und  die 
unteren,  wenn  p  innerer  AeboUchkeitspunkt  ist,  also  je  nachdem 

4r  +  e^2ttist 

Wendet  man  auf  die  letzte  Gleicbong  die  Proportionen  3) 
aiis  so  erbfilt  man: 

3).  .  ^^^(«iJ:«i)  =  2ib  =  W-2(4r  +  ^)(4r+2^), 
oder: 

^   .  .^^=^«i±a%)  =  a(a»^^). 

Bfeltipiicirt  man  Gleichung  3)  mit: 
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5)  ixl- 

daher: 

uud: 

^  1  _2(c  +  y).    J  ,  2(y-«r) 

oder:  , 

IIa  p  fiir  jede«  der  ooeli  übrigen  Pom  berfibrender  Kretiie 
liueerer  Aehnlichkeitspunkt  ist,  so  erbält  man  die  die  Kreise 

•"■»yr  betreffenden  Formeloj  wenn  man  in  den  Gleichungen 
6)  und  6)  Dar  die  oberen  Zeichen  gelten  lässt  und  der  Reihe 
nach  Ol ,  oc,,  statt  a;  ßi,  ß^,  statt  ß  und  fi,  |^  statt  f 
setst.  Mao  erb&Jt: 

1  .  I  _4(ft>y«-o^^.    1  ■  I  _4tfiys-^*) 

1  _2K+yt)      1  _2(y,-c,) 
«t(«i+A)'   «r  «i(A— «i)' 

'  *      J  «ii  s^  «kOSa-«^* 

-  12) 

11,  q'  11, 

a;.  -  «i    2iii (Ml  +2r-^'  ) '        ~  u,     2iii(2r— u^)  ' 

11,  q"  J--ix  

«•""«■    2ii.(M,  +  2r— ) '  2ii^(2r — ^* — ii.)  * 

1       1  ,  9'"  1       1  ,  > 

»4  ^  u,     2tig(ti,  +  2r— e^)  •  2i%(2r— ^'"—tt,)* 
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Tbeilt  man  die  Einheit  durch  die  GleiehuigttB  IQ  and  IQ)  und 
addiii  die  letsteren  Werthe«  ao  entoteht: 

Aiui  den  GieichangeD  7)  aod  11)  folgt: 


oder: 


JnÜL^s  L.  also-   


14) 

1     _  JL    J.     _  1     _    /    2    1     1  IN 

^— «      P  ■*'ih'*'t%^i^'    »-«b^*V  if'^^^ii^tV' 
1         2      1     1  _1  1  _ 

-JL-sl. .  i  1   _  1-2  1 

Nadi  Gleicbmig  6)  ood  9)  ist: 


9 


V- 

1  — jg  I  4rp(4r-F2g) 


a:,  —  a:e  «J»*  ti  tipp* 

1,1  ^V—t^*-f p«->g^  _  1     4«!  4rtf>(4r-S 


sieht  man  von  der  Summe  der  letzten  drei  Crl^chungen  die  erste 
ab»  so  findet  nao; 

Die  den  GleiehnigeB  13)— 15)  entepredieBdeii  Gieielinngen 
fik  dae  afdlaiviiiidige  Dsaieok  aiod: 
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-L_=2     l     1     1^      _1  2     1     i  1_ 

*    «■         »'    «i-l-av       f  ■'"«i  II  • 

_!  ?4i+i«i. 

1.1     1      11     1      1  1 

— 1-  —  =  1.  -I  . 

Xt  Xf     X^  Xj^  x^ 

Die  fär  das  stumpfwinklige  Dreieck  geltenden  Formeln  freichen 
zum  Theil  von  denen  ab,  welche  für  das  spitzwinklige  Dreieck 
Gültigkeit  haben;  die imVIII.  Bande  dieser  Zeitschrift,  Seite 
217  —  221,  mitgethetiten  Formelo  gelten  auaschliesslich  für  das 
spitzwioklige  Dreieck. 

Ist  der  stumpfe  Winkel  ISO**  =  212,  also  die  Summe  sweiw 
DraieckMeiten  gleich  der  dritten,  etwa  AC-^  BC=-  AB,  oder 
«HI^Asse,  daoii  berühren  sich  die  über  den  Seiten  AC  und  BC 
beschriebenen  Kreise  ausschliessend  und  werden  von  dem  über 
AB  beschriebenen  Kreise  umschlossen  berührt.  Die  ursprüng- 
liche Aufgabe  vereinfacht  sich  zu  folgender:  Den  Halbmesser  des 
Kreises  zu  berechnen,  welcher  drei  sich  berührende  Kreise  be- 
rührt, deren  Mittelpunkte  in  einer  (leraden  liegen.  Solcher  berüh- 
renden Kreise  giebt  es  stets  nur  zwei,  welche  von  gleicher  Grösse 
ätod  und  von  denen  jeder  die  filier  den  Seite»  AC  und  BC  be- 
•cbriebenen  Kreise  uascblieeseod  berührt  und  ▼od  dem  über  der 
giOeeten  Seite  AB  beecbriebenen  Kreise  anscblossen  berührt  wird. 

Für  den  Halbmesser  dieser  berührenden  Kreise  fiodet  man 
leicht  den  Werth: 

« 

a6(a-f6)  abe 


8« 

D*e  Dreieck  Ist  stnmpfwinklig.and  4r-|-9=s2H. 

Ein  solches  Dreieck  ist  s.  B.  das,  dessen  Seiten  45«  40  nnd' 
13  sind.  Dann  ist  p  stets  grüsser  als  S^,  die  beiden  Kreise 
nnd  311  schneldeo  sich  also;  der  Halbmesser  des  Kreises  yi  Ists 
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der  Halbmesser  op^  des  Kreises  wird  anendlich  und  der  Kreis 
gebt  in  eine  Gerade,  die  äussere  Aehnlichkeitsachsc  der  Kreise 
a,  6,  c,  fiber.  Aus  4r  +  p  =  2u  folgt  k  =  u  und  z  —  2q\  der 
Kreis  gebt  daber  durch  den  Hühenschnitt  des  Dreiecks  AßC, 
und  die  äussere  Aehnlichkeitsachse  berührt  den  Kreis,  dessen 
MittelpaDkt  der  BltteiuiehBitl  ond  dessen  Hallinieaser  gleidi  dem 
Halbmeseer  des  in  das  Dreieck  geschriebene»  Kreises  Ist.  Der 
Schnitt  der  Mittellinien  des  Dreiecks  ABC  und  der  Bfittelponkt  M 
des  amgescfariebenen  Kreises  entfernen  sich  toq  der  Süsseren 
Aehnlichkeitsachse  am  die  Strecken  {»  ond  « -f  9  = 

Wenn  bei  einem  Dreiecke  die  Summe  der 
Halbmesser  der  äusseren  Berührungskreise 
gleich  dem  Umfange  ist,  dann  ISsst  sieh  an 
die  drei  Kreise,  deren  Durchmesser  die  Drei- 
ecksseiten  sind,  eine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente stehen; 

-  und  umgekehrt: 

Haben  die  drei  Kreise,  deren  *Dnrehmesser 
die  Dreiecksseiten  sind,  eine  gemeinschaft- 
liche Tangente,  so  tstder  Umfang  des  Dreiecks 
gleich  der  Summe  der  Halbmesser  der  änsse* 
ren  fierfihrangskreise. 

Es  hidbt  noch  die  Beschalfenheit  des  Dreiecks  zu  nnter> 
sacken,  hei  welchem  4r-f  ^  =  2m  ist. 

Die  Bcdingungsgleichang : 
geht  leicht  in  folgende  fiber  t 

ans  welcher  snnSchst  folgt,  dass  sich  der  Inhalt  i  des  Drelecfcs 
dnrch  die  Seiten  in  nadistehender  Formel  ansdrilcken  iSsst: 

6i=(Va+V6+Vc)(Va+V6— Vc)(V'a-'V6+Vc)(-Va+V6+Vc). 

Seist  man  nun  tfi  s  %  =  y*;  a%  =s  nnd  erwigt,  dass 
tis=«*-i-y^-l-«*  int,  so  entsteht: 

2)  {xy\xx \yi){xy + xi -yx){xy--xi-\yx){ -xy\xx\yi)^^. 

Die  Gleichung  2)  erfordert,  dass  einer  der  drei  letzten  Faktoren 
Mull  sei.  iHt  die  dem  stumpfen  Winkel  gegenfiberliegende 
Dreiecksseite  gleich  2c,  so  rauss  sein: 
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so    Hücker:  Veber  äie  ausgeteicAnelen  Areüe  Oes  DreUekt, 


«  1+1=1. 

Setit  awD  IB  3)  ;rsfy»  so  ist: 

mä  daiMS  ergiebt  sichi 

4)  s<jr:jrs:«:«H-l:«(9-|-l>. 

Am  GleieliaDg  4)  folgts 

5)  .  .  .  =  i%sc»;. 

oid: 

«> 

a=:i»«£l+(c+l)«];  Ä=i)H(H-l)«;  cs=(«Hl)(e-l-l)*;  iBs(««fH-lA 

wihraDd  «  jeden  reellen  Werth  (ansgeDomm^  e  =  —1)  nnnelunen 
kann.  Far  den  Inhalt,  den  Halbmeaeer  dee  vmgeeehiiebenen 
Krelem  und  die  Halhmeeaer  der  efaq$esehriehenen  Kieiee  Indel 
maot 

l=:e«(e+l)i(«t+«+l); 

_  (p'-f  l)[1-f  (r-f  l)»][pH(P-f  1)*]. 

4(oHt>  +  l)  • 

Aus  den  Wertben  für  i,  r,  p,  p',  p",  g"'  ist  ersichtlich,  dass 
dieselben  stets  rational  sind,  sobald  die  Seiten  des  Dreiecks 
tatfonal  sind.  Nennt  man  die  Dreleckswinkel  2a,  2ß,      so  ist: 


7)  •  •  •  •    taogy  = 


Die  Tangente  nimmt  ihren  klebsten  Werth  für  e  as  od  an« 
dann  ist  tang)r  =  1 ;  der  Winkel  2jr  ist  also  stets  stnmpt  Die 
Tangente  nimmt  ihren  grSssten  Werth  flir  essl  an»  dann  ist 
tangy  ts  «  oder  coejr  s  |»  und  also: 

y 86307' 4W  nnd  2y  =  100»  16^ 36,72^. 
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Küeker:  üeHr  äU  mmgeMitkneieH  KteUe  Oes  Dreteeti.  Ql 

Das  Dreieck,  welches  dem  Werthe  o  =  1  entspricht,  Utgleich- 
8chenklig,  seine  Seiten  sind  5,  5  und  8;  es  wird  erhalten,  weoD 
man  die  grosse  Kathete  des  einfachsten  pythagorätschen  Dreieclu 
(dessen  Seiten  3,  4,  5  sind)  über  den  Scheitel  des  rechten  Win- 
kels hinaas  um  sich  selbst  verlängert  Fflr  alle  Dreiecke,  bei 
welchen  4r-f^  =  2tt  ist,  bestehen  folgende  Gieichoogen: 

trag«  -f  teng^  -k-Uaigf  =2, 
laogc^-f  taiig|3><f  teDgy*  «  2, 
Vlangtt-I- Vtuigß  ssVlMigr. 

Da  ^'-f(j"  =  2M — q"  ist,  so  ist: 

 ?+?»=äi=7.- 

Am  der  bekuDteD  6leiebung: 
folgt: 

der  üalbmesser  q'"  ist  also  stets  kleiner  als  |u;  er  erreicht  seinen 
grOssten  Werth  tu  bei  dem  gleichschenkligeift  Dreiecke  vom  Win- 
kel 1060 15'  36,72". 

Jede  der  Gleichangen  8)  und  9)  dient  dazo,  mit  Leichtigkeit 
das  Dreieck  zu  zeichnen,  bei  welchem  4r-f*9  =  2u  ist,  wenn  der 
stumpfe  Winkel  vorgelegt  ist.  Ist  der  stumpfe  Winkel  grösser 
eU  m^l&'Wr,  80  tot  stets  4r-^«>2l^;  ist  dagegen  der 

stmipre  Winkel  kleiner  nie  m^W»,7r,  so  ist  4r-fe^2te,  Je 

nachdem  sich  die  spitzen  Winkel  um  weniger  oder  mehr  von  ein- 
ander unterscheiden,  als  die  spitzen  Winkel  in  dem  Dreiecke»  bei 
welchem  4r  -|-  =  2»  ist,  oder  je  nachdem 

tangce-l-  tangj3^2  — tangy, 

edirs 

2sln^-«»4S^  > 

let 

Fflr  alle  ungleichseitigen  Dreiecke,  bei  welchen  der  stampfe 
Wnkel  1001»  15' 36,72"  niset.  ist  4r-h^s;2«. 
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Denken  wir  (Taf.  I.  Fig.  1.)  über  den  Selten  AB  und  AC 
als  Durcliniesser  die  Kreise  geschrieben;  ihre  Mittelpunkte  sind 
c  und  b,  und  denken  wir  einen  der  Kreise,  welche  c  und  die  zu 
AB  gehörende  Höhe  Cy  berühren.  Liegen  nun  die  Berührungs- 
punkte desselben  mit  dem  Punkte  A  in  einer  Geraden,  so  ist  das 
Rechteck  aus  den  Entfernungen  des  Punktes  A  von  diesen  ße- 
TÜhruogspunkten  gleich  dem  Rechtecke  Ay.AB.  Berührt  dieser 
Kreis  zugleich  die  zu  AC  gehörende  Höbe  Bß,  so  berührt  er 
auch,  wegen  det  Giekliiing  Ay.AB ^ Aß. AC,  den  Kral«  &  Ist 
das  Dreieck  ABC  spitswiDklig»  so  bcrfihrt  er  den  Kreia  ö  ateta 
in  deraeiliett  Weiae  als  den  Kreb  e;  er  berührt  entweder  beide 
Kreiae  anaadilieaaend,  oder  er  wird  wou  beiden  mnaebloaaen. 
lat  das  Dreieck  stumpfwinklig  und  A  der  Scbeitel  eines  spitzen 
Winkels,  so  berührt  der  berührende  Kreis  entweder  l>eide  Kreise 
avascbllesaend,  oder  er  berührt  den  kleinen  Kreia  anaacbiiessend 
und  wird  von  dem  grossen  Kreise  umschlossen  berührt,  ist  A 
der  Scheitel  des  stumpfen  Winkels,  so  müsste  der  berührende 
Kreis  die  Kreise  6  und  c  umschiiessen  und  dabei  zugleich  die 
die  Kreise  6  und  c  schneidenden  Hüben  berühren,  was  unmuglich 
ist.  Für  jedes  spitzwinklige  Dreieck  giebt  es  dreimal  4  Kreise, 
für  jedes  stumpfwinklige  Dreieck  jedoch  nur  zweimal  4  Kreise, 
von  denen  jeder  die  fiber  swel  Oreiecksseiten  als  Dnrcbmesaer, 
gcecbriebenen  Kreiae  nnd  die  an  dieaen  Seiten  gebOrenden  Höben 
anglelcb  berührt 

Die  Mittelpunkte  yi  und  y^  des  einen  Kreispaares,  das  die 
Kreise  b  und  c  und  die  Hüben  Bß  und  Cy  berührt,  liegen  auf 
der  Hälftungslinie  des  Winkels  ßky;  die  Halbmesser  dieser  Kreise 
seien  Xi  und  Entferniingen  der  Punkte       und  vom 

Höhenschnitte  k  seien  ^|  and  y^'^  die  Abstände  des  Punktes  k 
Yon  den  Punkten,  in  denen  yi  und  y^  die  Höhe  Bß  berühren, 
mOgen  vi  und  sein,  und  die  Potenz  des  Punkten  k  In  Bezug 
anf  die  Kreiae  b  imd  c  aei  p^;  dann  ist:  , 

nnd: 

d?i  :8|  SS         SS  = 

daher: 

1)  .   :^^  =  ^iVl^^_»«j_. 
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äücker:   Veöer  die  mugeteiclutelen  Kreise  des  Dreiecks.  ^ 

Da  die  Punkte  A  und  a,  je  nachdem  das  Dreieck  ABC  spitz- 
oder  stumpfwinklig  ist,  auf  verschiedenen  Seiten  oder  aof  der» 
Mlben  Seite  tod  k  liegen,  so  befinden  eieh  auch  poiemlialtende 
Pankte  der  Kreise  ffi  nnd  auf  einem  dnreb  k  gehenden  Aehn- 
lichkeltsstrahle  anf  versehiedenen  Seiten  oder  aof  derselben  Seite 
von  k.  Je  naebden  das  Dreieck  spita*  oder  stumpfwinklig  Ist 
Ist  also  das  Dreieck  ABC  spitiwioklig,  so  ist  k  innerer  Aebn- 
liehkeitspunkt  der  Kreise  yi  und  y^,  und  die  Mittelpunkte  und 
y%  Hegen  auf  verschiedenen  Seiten  des  Punktes  ^;  ist  das  Dreieck 
stumpfwinklig,  so  ist  k  äusserer  Aehnlichkeitspunkt  der  Kreise 
yi  und  y^i  und  die  Punkte  yi  und  y^  befinden  sich  auf  derselben 
Seite  von  k.  Die  Häiftungslinie  des  Nebenwinkels  von  ^  RAC 
ist  Aehniichkeitsachse  der  Kreise  b  und  c  und  der  als  Kreise 
von  unendlichen  Halbmessern  aufgefassten  Huben  Bß  und  Cy, 
daher  ist  sie  Chordaie  der  Kreise  yi  und  y^,  und  wenn  ihr  Ab- 
stand vom  Punkte  k  mit  z  bezeichnet  wird,  so  ist: 

oder; 
daner: 

und 

2)  «,  T«a=: -7— V6«iiiii  ; 

die  oberen  Zeichen  gelten  ffir  das  spitswinklige*  die  nnterea  f0r 
das  stumpfwinklige  Dreieck. 

Beieiehnet  man  nun  die  von  der  Spitse  A  und  der  gegen- 
tiberstebeoden  Seite  BC  begrenste  Strecke  der  HSiftangslInie  des 
mikels  BAC  vAi  21,  so  ist: 

2fz  =  Ak,Aa, 
oder  nach  §.2.  Gleichung  2)  oder  3): 

f»=sdb(6*  +  c*-fl*), 

wo  wieder  das  obere  Zeichen  für  das  spitzwinklige,  das  untere 
für  das  stumpfwinklige  Dreieck  gilt. 

Nnn  ist  aber: 


Tlteil  XLVIL 
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34     Kücker:  fjeöer  die  ausgezeichneten,  Kreise  des  DreieckM, 
uod: 

^  ii^^; 

Am  den  GUichangen  1)  nnd  3)  folgt: 

*)  •  •  •  («ii±«v^—  tti*«^* 
wenn  i  den  Inhalt  des  Mittendreiecke  bedeutet 

» 

bt  mm  der  Hallnneaecr  des  um  das  fifittendveieek  geeehrie- 
beoen  Kreises  r,  so  ist  nach  (.  2.  Gleichnng  2)  «nd  3): 

vnd  deshalb: 

(«1  =  i^j«  ~  ' 

oder  nach  einigeD  leichten  Redaktionen: 

5).  .^i+*s=  («+6-c)(a-*+c)  Vi(6»+i^-ii»)- 

« 

Ans  den  Gleichnngen  3]^  vnd  6)  erfaSlt  man  Don  leicht  die 
WerÜie  fifr  X\  vnd  sb^\  filirigen»  erkennt  man  ans  der  Gleiehwig  S) 
sofort,  dass  die  Kreide  nnd  ^  uimOgHch  sind,  sobald  der 
Ponkt  A  der  Sdieltel  eines  stampfen  Winkels  ist 

Den  Gleichungen  3)  und  5)  lässt  sieb  auch  diese  Gestalt 
geben: 


oder,  wenn  man  die  Potenz  des  Pmiktes  A  in  Bezug  auf  den 
über  der  Seite  BC  als  Durchmesser  geschriebenen  Kreis  mit 
4f*  beseichDet: 


7) 


«1       =  «  be—^' 
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Aus  den  Gleichungen  7)  entspringen  fflr  die  HalbmeMer  Xi  und 
4:«  die  sehr  einfachen  Wertbe: 

^>    6c— ^  ' 

•)  = 

Sind  ji^  mid  die  lfitfel|rankle  des  cweiCeo  Paares  der 
berflhrenden  Kreise,  so  liegen  j%  und      anf  der  HlillvngsliDis 

des  Winkels  ßkC,  und  die  HUftongslinie  des  Winlcels  BAC  ist 
Aehnlichkeitsachse  der  Kreise      c  und  der  als  Kreise  betra€fa* 
teteo  Hohen  Bß  und  Cy;  sie  ist  also  Chordale  der  Kreise 
and  ^4.   Fuhrt  man  in  Bezug  auf  die  Kreise  ^  aifd      die  ent- 
sprechenden BeseichoungeD  ein,  so  ist  aacb: 

und: 
deshalb : 

Wegcitt  der  bdbaairtMr  £igenseiafl  der  Cherdal«  int: 


daheri 


tnii   ft_       1  _  N 


M)  ^sT**  =  ^V*S^ 

Ist  2^1  diejenige  Strecke  der  Hälftungslinie  des  ^]ebenvr^okels 
▼on  jiLBACt  welche  von  dem  Pnnliie  A  und  der  Seite  BC  be- 
grenst  wird,  so  bietet  sieb  isr  EnniaelliB|gr  m  H  GIsiebMig 
dar: 

3l>|j^  =s  Aic  •  ilhr« 

oder: 

3* 
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36     Kü€k^r:  Veöer  die  autgezeichneten  Kreise  de»  Dreiecke, 

aucb  hier  beziehen  sich  die  oberen  Zeichen  fiberall  auf  das  spitz- 
wiDklige,  die  noterao  auf  das  stumpfwinklige  Dreieck.  Nnn  itt 
alter,  wenn  c>6  ists 


deshalb: 


iiod: 

12)  ^^,,^^^1^M^^. 

Aus  lü)  und  12)  ergiebt  sich  naa: 

oder: 

13)  = ^'-"^"^^^"^^-Uw^-^) 

_  4(a-f  6— c)(a-6  +  c)y 

Dea  GleidraiigeB  12)  md  1^  liest  sicli  aoch  foigeade  Geelalt 
geben: 


14). 

oder: 
M). 


-.XiK    -  1  2  («ft  —  «a)  («Iii  —  Mall«) 


_        4**(c— 6) 


Ans  den  Glelehangen  15)  flieest: 

iitv  •  _  2«(c-£)(6  +  j) 

 ' 

Aus  den  Gleichungeo  8),  9),  16)  und  17)  erhält  man  noch: 
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— «ii  s= 


(6c  +  *2)(6c-s2)' 
4«C6  — 5)  (6c«— *») 


(6c  +  s2)(6c— s*) 

±{as^-a^  -  (6c+~*'«)(6c-*»)* 

Vertauscht  man  in  deo  ffir  «1,  ^Ts»  x^,  ^4  ermittelten  Wertbm 
ü  mit  Oy  und  dann  6  mit  a,  so  erhält  man  die  Halbmesser  der 
noch  übrigen  acht  berührenden  Kreise«  Weil 

ist,  so  sind  also  die  Prodolcte  der  Haibmeaser  von  allen  drei 
Groppen  der  berflbrenden  Kreise  gleich. 

Ist  das  Dreieck  ABC  gleicliseitig,  2a  die  Länge  einer  Seite, 
so  ist: 

OTi  —  x^  =  Sa,  ar|  +  a:^  =  6«  V2 ; 
4?t~*4  =  0»      ^+*4  =  |aV2; 

also; 

driS=a(3V2-|-4),      s  a(3V2— 4),      s  or«  =  ia V2. 

Ist  das  Dreieck  AßC  rechtwinklig  und  BC  »  2a  seine  Hy- 
potenase,  so  sind  wegen  der  Gleichnngen  ^«  5)»  1^  nnd  1^  die 
Halbmesser  Si,  ae^,  x^,  sJUnmtlich  gleich  Null;  Ist  dagegen 
die  Seite  Aß^s  2e  die  Hypotenose,  so  ist: 

^  ,  46(6 -l-c)  _ibib  +  c) 

arjjbar,  — «j-f-asii  - 

4.,  -  46(c-6)     ,         _  46 (c- 6) 

mithin: 

18V     ^  _46(6  +  c)  46(e-6)  ^^^^ß. 

M*m  rechtwinkligen  Dreiecke  giebt  es  also  nur  vier  Kreise,  von 
denen  jeder  die  Kreise  über  der  Hypotenuse  und  der  einen  Ka- 
thete, 80  wie  die  andere  Kathete  und  die  zur  Hypotenuse  gehö- 
rende Hübe  berührt.  Das  Produkt  der  Halbmesser  dieser  vier 
Kreise  ist  gleich  QiJ^^  wenn  J  den  Inhalt  des  Dreiecks  ABC 
bedeutet.  Aus  der  Betrachtung  der  Werthe  für  Xi  und 
Gleichung  18)  leitet  man  folgende  einfache  Konstruktion  der 
Kreise      und      ab;  * 
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38    KH^ektri  Veöer  die  tmgetetelmeUn  KrHw  dB»  Dreüeks. 

Heisst  die  zur  Hypotenuse  AB  gehurende  Hübe  C6\  und 
treffen  die  Hälftungsliiiien  des  Winkels  ßCG  die  Hypotenuse  in 
den  Punkten  D  und  so  schneiden  die  in  den  Punkten  D  und 
E  zu  den  Hälftungsliaien  errichteten  Lothe  die  Höhe  CG  und  die 
Kathete  BC  =  2a  in  den  Berührungspunkten  der  Kreise     und  ^j. 

Oder: 

Man  schlage  um  A  mit  der  Kathete  AC  gleich  '26  den  Kreis, 
welcher  AC  zum  zweiten  Male  in  F  treffen  möge,  so  schneiden 
die  Geraden  FD  und  FE  die  Höhe  CG  und  die  Katbete  BC  in 
den  Berührungspunkten  der  Kreise  f/i  und  ^3. 

Der  Kreis  um  A  schneidet  die  Kreise  yi  und  rechtwinklig, 
und  weil  diejenigen  Halbmesser  der  Kreise  yi  und  y^,  welche 
nach  den  Berührungspunkten  mit  der  Kathete  CB  gezogen  sind, 
durch  die  Hypotenuse  gehälftet  werden,  so  berührt  der  Kreis  A 
die  Gber  diesen  Halbmessern  als  Durchmesser  geschriebenen 
Kreise. 

Fällt  man  von  F  das  Loth  auf  AB,  welches  CB,  CD  und 
CE  beziehllch  in  K,  L  und  P  scbneiden  möge,  und  errichtet 
man  in  F  das  Lotfa  su  AC*  welches  CG  in  Q  treffen  möge,  so 
sind  K  ond  Q  die  Mitten  der  nasseren  und  der  inneren  gemein- 
scbaftilcheu  Tangenten  der  Kreise  yi  und  y^,  und  die  Strecken  FK 
and  FQ  sind  besieblieh  gleich  der  halben  Süsseren  und  der  halben 
inneren  gemeinschaftlichen  Tangente.  Die  drei  Punkte  iC,  A,  Q 
liegen  in  einer  Geraden»  in  der  ('hordaie  der  Kreise  yi  und  ^3, 
und  weil  KAQ  auf  der  zur  Katbete  BC  gehurenden  Mittellinie 
senkrecht  steht,  $0  ist  die  Centrale  der  Kreise  yi  and-  ]%  mit 
dieser  Mittellinie  gleichlaufend. 

Bezeichnet  man  noch  die  Berühruugspankte  der  Höhe  CG  mit 
den  Kreisen  yi  und  y^  mit  iV  und  H,  so  geht  der  Kreis  nm  das 
Dreieck  CFJS  durch  den  Berührungspunkt  der  Kreise  yi  und  h; 
der  Kreis  um  das  Dreieck  CFH  durch  den  Berührungspunkt  der 
Kreise  ^3  und  6;  die  Kreise  um  die  Dreiecke  CFP  und  CFL 
beziehlich  durch  die  Berührungspunkte  der  Kreise  yi  und  7/3  mit 
der  Kathete  BC  und  dem  Kreise  c.  Ferner  schneiden  die  Kreise 
am  die  Dreiecke  AFD  ond  AFE  die  Kreise  6  und  c  beziehlich 
in  den  Punkten,  in  welehen  letstere  von  den  Kreisen  ^1  und 
berührt  »erden.  Die  Kreise  am  die  Dreiecke  ACD  and  A.CE 
schneiden  den  Mittenkreis  des  Dreiecks  ABC  in  swei  Ponkten, 
deren  Verbindangslinlen  mit  dem  Scheitel  C  des  rechten  Vi^iakele 
durch  die  Punkte  gehen,  in  denen  der  Kreis  c  von  den  Krelsea 
yi  und  y^  berührt  wird.  Alle  diese  Eigenschaften  lassen  sich 
sehr  leicht  beweisen. 
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II. 

Die  Constroetion  der  fanf  regulären  Korper. 

Voa 

Herrn  GymiiAsiallehrer  Dr.  L.  Sohncke 
in  Königsberg  i.  Pr. 


§.  1. 

EioUitang.   Veiatebt  man  unter  eiMin  ragolSreo  Polydder 

eiD  «olches,  das  von  lauter  kongmenten  regulSreo  Polygonen  Im- 
greost  wird,  die  in  den  Kanten  lauter  gleiche  FlächeowiDkel  bild«», 
so  lassen  sich  aus  dieser  Definition  mehrere  Folgerungen  über  die 
regulären  Poly<;der,  z.  B.  über  ihre  Anzahl  u.  rlgi.,  ziehen.  Aber 
dass  diese  fOnf  regulären  Polyeder  wirklich  möglich  sind,  folgt 
noch  nicht  aus  der  obigen  Definition,  d.  h.  man  kann  von  vorn- 
herein nicht  wissen,  ob,  wenn  man  gewisse  reguläre  Polygone 
unter  bestimmten  stets  gleichen  Winkeln  aneinanderfügt,  diesel-  » 
ben  sich  auch  wirklich  lückenlos  siisammensehliessen 
und  eioen  Raum  völlig  umgrenieo.  Oer  Bewel«  dieser  Möglich- 
feeit  wird  Tielmebr  durch  die  Constrnction  der  regalSren  Körper 
liesooders  geführt  Viele  Lebrbflcher  fibergehen  nun  diese  Con* 
strpction  gans  oder  geben  sie  fiSr  jeden  der-  K5rper  durch  eine 
eigene  Betrachtang»  so  dass  ein  niberer  Zusaromeniiang  swischen 
den  filof  Constmctiooen  nicht  stattsnfinden  scheint. 

Und  doch  lässt  sich  eine  einfache  Construction  finden,  vrelcbe 
Uk  alle  wesentlicb  dieselbe  ist;  im  Folgeaden  ist  sie  ansgefilhrt. 
Naebtrigiich  fand  ich  freilieh,  dass  Meier  Hirsch  (Sammlung 
geometrischer  Aufgaben»  Theil  2.  8.127.— 130i)  sehen  gans 
Simliche  Gedanken  gehabt  bat»  Indem  er  ebenfaüs  ?on  einer  Kugel 
mit  ihren  spbKrischen  Vielecken  aasgebt  und  den  Flicheninhait 
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dM  einseloen  Vielecks  m  Ermittelang  ihrer  Gcsammtiahl  benotst; 

aber  da  er  auf  den  Beweis  des  fiberall  Iflckenlosen  Zusamineo- 
schlieseens  der  Vielecke  gar  nicht  eingeht  and  die  Construction 
überhaupt  nicht  streng  und  vollständig  durchfuhrt,  so  habe  ich 
doch  das  Folgende  nicht  far  fiberflfissig  gehalten. 

Die  Qnelle,  ans  der  die  Constraction  fliesst,  ist 
die  üeberlegnng,  dass  eine  Kogeloberflftehe  von  ge- 
wissen unter  einander  kongraenten  regnllren  sphiri* 
sehen  Vielecken  gerade  ausgefüllt  welrdenkann.  Daher 
betraehle  ich  snerst  solche  Vielecke. 

§  %   Reguläre  sphärische  Vielecke. 

Erklärung.  Ein  spSrisches«  d.  b.  von  Bogen  grusster  Kreise 
auf  einer  Kugel  gebildetes,  Vieleck  hcisst  regulär»  wenn  alle 
leiten  gleich  uod  alle  Winkel  gleich  sind« 

Sats  L  1»  der  Fliehe  eines  regulären  sphärischen 
Vielecks  giebt  es  einen  Punkt,  der  von  allen  Ecken  ' 
gleich  weit  absteht.    (Die  Abstände  durch  Bogen  grösster 
Kreise  gemessen).  Er  heisst  der  Mittelpunkt  des  Viel- 
ecks. 

Der  Beweis  wird  leicht  gefUhrl,  indem  man  swd  benachbarte 
Winkel  durch  Bogen  grSsster  Kreise  balbirt  und  den  Schnittpuniit 
der  Halbirungslinien  mit  allen  Ecken  verbindet 

Satz  2.  Alle  Ecken  eines  regulären  sphärischen 
Vielecks  liegen  in  einer  Gbene  and  bestimmen  ein 
reguläres  ebenes  Vieleck. 

Zum  Beweise  verbinde  man  den  Mittelpunkt  und  die  Ecken 
untereinander  und  mit  dem  Kugelcentnini  durch  gerade  Linien. 
Die  Verbindungslinien  des  [Vlittelpunkts  mit  den  Ecken  sind  gleich 
als  Sehnen  gleicher  Bogen,  und  die  Verbindungslinien  der  Ecken 
mit  dem  Kugeiccntrum  sind  gleich  als  Radien.  Ferner  haben 
alle  Dreiecke,  welche  diese  beiden  Linien  enthalten,  die  Verbin- 
V  dungslinie  des  Mittelpunkts  mit  dem  Kugelcentrum  (die  Axe) 
gemein;  also  sind  sie  kongruent.  Zeichnet  man  also  in  allen  die 
gleichliegenden  Hohen,  welche  von  den  Ecken  des  Vielecks  auf 
die  Axe  geßillt  sind,  so  schneiden  alle  von  der  Axe  dasselbe 
Stfiek  ab,  treffen  sich  also  in  demselben  Punkt  der  Aze.  Folgtieh 
liegen  alle  in  einer  auf  der  Ale  senkrechten  Ebene.  Weil  eine 
Ebene  die  Kugel  in  einem  Kreise  schneidet,  so  Ist  die  Figur, 
welche  durch  Verbindung  der  Nacbbarecken  des  sphärischen 
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Vielecks  erhalten  wird,  einem  Kreise  eingeschriebeo ;  alle  ihre 
Seiten  sind  gleich  als  Sehnen  gleicher  Bogeneeiten  des  sphäri- 
eehen  Vieleeke»  also  ist  die  Figur  ein  jebenes  reguläres  Polygon. 

Zasats  1.  Die  Verbiadiingeiinle  des  Kugelcentrums 
mit  dem  Mittelpunkte  des  sphärischen  Vielecks  trifft 
das  ebene  Polygon  Im  Mittelpunkte  und  steht  auf  ihm 
senkrecht  Beireis  ist  sehr  letcht. 

Znsatz  2.  Umgekehrt  folgt  aus  8atz  2.  die  Mög- 
lichkeit der  regulären  sphärischen  Vielecke.  Dazu 
koDstruirt  man  Aber  einem  regulären  ebenen  Polygon  eine  grade 
Pyramide  und  besehreibt  um  ihre  Spitze  eine  Kugel,  mit  der 
Seitenkante  als  Radius.  Wo  die  erweiterten  Seltenflächen  die 
Kugel  schneiden»  erhält  man  die  Seiten  eines  sphärischen  Viel- 
eck«, dessen  Regularität  sehr  leicht  au  bevreisen  ist. 

Satz  3.  Legt  man  mehrere  kongruente  reguläre 
sphärische  Vielecke  auf  derselben  Kugeloberfläche 
eo  aneinander,  dass  je  zwei  eine  Seite  gemein  haben, 
80  ist  der  Meigungswlnkel  der  den  Vielecken  sugehO- 
rigen  ebenen  Polygone  überall  derselbe. 

Zum  Beweise  ziehe  mau  in  zwei  benachbarten  ebenen  Poly- 
gonen die  kleinsten  Halbmesser  nach  der  gerneinsamen  tSe'üe  hin, 
so  müssen  beide  denselben  Punkt  treffen.  Dieser  und  die  Mittel- 
punkte beider  Polygone  werden  mit  dem  Kugelcentrum  verbunden. 
Die  beiden  kleinsten  Halbmesser  sind  die  Schenkel  des  Neiguogs- 
wiakels  der  Polygone;  de  sind  Katheten  in  den  zwei  entstandenen 
rechtwinkligen  Dreiecken;  der  Neigungswinkel  der  Polygone  ist 
doppelt  so  gross  als  der  einem  jeden  kleinsten  Halbmesser  an- 
liegende spitse  Winkel  in  diesen  Dreiecken.  Diese  Grosse  ist 
hei  allen  Anelnanderlegungen  dieselbe,  weil  die  'rechtwinkligen 
Dreiecke  sämmtlich  kongruent  sind. 

Satz  4.  Die  im  Folgenden  angewandten  regulären 
sphärischen  Vieleeke,  nämlich: 

ein  Dreieck  mit  dem  Winkel  %B 

W  »»  t»  9»  P9  ■** 

„  Viereck   „      „        »  tR 
Ffinfeck   „     „       »  \R 

sind  m5glich. 

Beweis.  Bekanntlich  liegt  die  Summe  der  Winkel  eines 
sphärischen  /tecks  zwischen  (2n  — 4)  und  2»  Rechten.  Hiernach 
»ind  obige  ffinf  Vielecke  müglicb. 
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n  den  «plilrisehe»  ngulSren  PolygobeD  isl;  aodors  wie 
den  ebenen,  doreb  die  Winkel  logieich  die  Grosse  der  Seite  nil» 


Durch  leichte  sphärisch-trigonometrUcbellechnurigeo  tindetxuau 
die  Seite  d.  regoL  spbär.  Dreiecks  mit  dem  ^  |Ass  109o  28'  16^4 

Vierecks  »    ^    „  IJSs  70»  31' 43^.0 
Ffinfeeks  „    „    ^  4^48*  STMd 


•»»MM         •»  n         w  f» 

M        M        M        M  ■» 

*»      n      »•      »»  »• 


Uebrigeob  ist  es  fiSr  das  Folgende  weiter  nicbt  ootbweodig, 
diese  Grösse  der  Seiten  zu  Icennen. 


3.  Die  Constraetion  der  fflnf  regulfiren  Körper. 

I.  An  zwei  Seiten  eines  regulären  sphärischen  Dreiecks  lege 
man  ihm  kongruente  reguläre  sphärische  Dreiecke  an.  Wenn  sieb 
diese  drei  Dreiecke  um  ihren  geiueinsunien  Eckpunkt  völlig  lücken- 
los zu8amnienschliei>sen  sollen,  so  müssen  ihre  drei  um  diesen 
Punkt  berumliegeoden  Winkel  4R  betragen,  also  jeder  einzelne 
Winkel  fB,  Ein  solcbes  reguläres  spb&riscftes  Dreieck  bit  aller« 
nach  dem  Vorhergehenden»  raSglich. 

Man  übersieht  unmittelbar,  dass  durch  wiederhol« 
tes  Äneinand  erlegen  solcher  Dreiecke  an  allen  Ecken 
eine  lückenlose  Schliessung  durch  drei  nebeneinander 
liegende  Dreiecke  hervorgebracht,  also  endlich  die 
ganze  Kugelflacbe  geschlossen  werden  muss.  Denn  an» 
dere  Lückenwinkel  als  kSnnen  nicht  yorkommen,  und  die 
Seilen  der  Lflcke  haben  GrSsse  der  Dreiecksseiten»  so  dass 
immer  grade  ein  solches  Dreieck  die  Lflcke  ausl&llt  Dies  ist 
das  Prindp  auch  fflr  die  folgenden  Constructionen. 

Wenn  die  gedachten  drei  Dreiecke  zusammengelegt  sind, 
bilden  sie  einen  zusammenhängenden  Mantel  mit  einem  unteren 
freien  Rande,  der  aus  drei  Seiten  besteht;  also  ist  zur  Scblie<»suug 
nur  noch  ein  einziges  solches  Dreieck  erforderlich.  Also  läset 
sich  die  Kngdoberflkche  dnrch  vier  reguläre  sphärische  Dreiecke 
mit  dem  Winkel  iR  grade  anmilen. 

Die  Zahl  der  zur  Schliessung  erforderlicbea  Dreiecke  läset 
«ich  auch  so  ableiten: 

Beseichnen  A,  B,  C...  die  Winket  eines  sphärischen  »eclu, 
so  ist  der  Flächeninhalt  dessellien  bekanntlieh 
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=[/4  +  ß+C+. ..-(»  — 2).  ISO»]. 
(rssKagdradiui). 


Im  vorliegenden  Falle  ist  n  =  3  und  A=:.B=  C  =  %R,  also 
der  Fliclieiiiiihalt  des  Dreiecks  ==  r*».  Da  mm  die  Giüese  der 
ganzen  KugeloberflSche  =  4r*JF  ist»  so  eind  gerade  vier  Dreiecke 
zur  ErflHIong  der  KugeloberflScbe  erforderlieli. 

Uiermit  ist  tj'ie  Constructioa  des  Tetraeders  im  Wesentlichen 
geleistet.  Man  hat  nur  noch  das  einem  jeden  sphärischen  Dreieck 
zugehörige  ebene  reguläre  Polygon  zu  koostruiren  (s.  Satz  2.), 
indem  man  die  Ecken  eines  jeden  sphärischen  Dreiecks  durch 
Gerade  verbindet.  Alle  diese  ebenen  Polygone  sind  kongroente 
gleichseitige  Dreiecke.  Die  Neigungswinkel  dieser  Dreiecke  gegen- 
einender sind  ebenfalls  gleich  (s.  Satz  3.)*  Also  umscfaUeiweii 
diese  Dreiecke  einen  Korper ,  der  Toa  lanter  kongruenten  regn^ 
ISren  Polygonen  begrenzt  ist»  und  dessen  FiSchenwinfcei  sSn^ntllch 
gleich  sind,  d.  h.  einen  regulären  Körper.  Weil  er  von  vier  gleich» 
«eiligen  Dreiecken  begrenzt  wird,  ist  er  das  Tetraeder,  vrelcbee 
hiermit  constrnirt  ist. 

Die  Construction  aller  anderen  regulären  Kiirper  ist  onn  • 
eigentlich  nur  eine  Wiederholung  des  eben  beschriebenen  Ganges, 
nur  dass  der  Winkel  des  sphärischen  Constructions* 
Vielecks  jedes  Mal  in  j^ceinneter  Weise  geuählt  wer- 
den muss,  damit  bei  Aneinand  er  leg  u  ng  mehrerer  Viel- 
ecke vollständige  Schliessung  berbeigelührt  wird. 

II.  An  jede  Seite  eines  regulären  sphSrlschen  Dreiecks,  des- 
sen Winkel  einen  Rechten  beträgt  lege  man  ein  ihm  kongruentee 
an  und  fahre  so  fort.  Vier  solche  Dreiecke,  uro  eine  Ecke  herum- 
liegend, schliessen  die  Kugeifläche  an  jener  Ecke  völlig,  weil  ihre 
Winkel  zusammen  AR  betragen.  Bei  wiederholtem  Aneinander- 
legen  können  nur  Lücken  vorkommen,  welche  durch  ein  oder  zwei 
solche  Dreiecke  gerade  ausgefüllt  werden.  — •  Der  Flächeninhalt 
eines  solchen  Dreiecks  ist  nach  der  obigen  Formel  =  4'*^^»  so 
dass  jene  vier  Dreiecke  2r*n',  mithin  die  Hälfte  der  Kugelfläche 
ausmacheo.  Sie  bilden  einen  ansammenbängendeu  Mantel,  dessen 
ireier  Rand  ans  vier  Seiten  besteht,  die  in  einer  Eben«  liegen, 
also  erfillten  sie  gerade  eine  Halbkugel.  Die  ganze  Ri^l  wird 
demnach  dnjrch  acht  solche  Dreiecke  geschlossen.  Well  neu  die 
sn  diesen /iphirisehen  Dreiecken  gehörigen  ebenen  Dreiecke 
unter  gleichen  Winkeln  geneigt  sein  müssen  (nach  Sats  9.),  so  ist 
ein  regulärer  Körper  entstanden,  der  von  acht  kongruenten  gleich- 
aeltigen  Dreiecken  begrenzt  ist,  d.  h.  das  Oktaöder  ist  konstroirt 
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HL  An  jede  Mto  eines  regnlSren  «phäflecbeD  Dreiecks  mit 
dem  Winkel  %R  lege  man  ein  Ihm  kongraentes  Dreieck  an  ond 
fahre  so  fort  Je  flinf  solche  Dreiecke  schllessen  sich  am  eine 
Bcke  hemm  lückenlos  sosammen,  weil  die  Winkel  an  der  Ecke 
susammeo  AU  betragen.  Irgend  welche  vorkommende  Lücken 
lassen  sich  durch  ein,  zwei  oder  drei  solche  Dreiecke  stets  gerade 
ausfüllen.  Der  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  ist  |r^7r,  also  der 
swanzigste  Theil  der  Ku^^elfläche,  so  dass  zwanzig  solche  Dreiecke 
zar  Erfüllung  der  ganzen  Kugelfläche  zusammengelegt  werden 
naässen.  Die  zugehörigen  ebenen  Polygone  umschliessen  (nach 
8atz  2.  und  3.)  einen  regulären  Korper,  der  von  zwanzig  kon- 
gruenten gleichseitigen  Dreiecken  begrenzt  ist,  d.  h.  das  Iko- 
sa4)der. 

IV.  An  jede  Seite  eines  regulären  sphärischen  Vierecks  mit 
dem  Winkel  \[i  lege  man  ein  ihm  kongruentes  an.  Je  drei  der- 
selben schllessen  sich  um  eine  Ecke  herum  lückenlos  zusammen, 
weil  ihre  Winkel  an  der  Ecke  zusanmien  AR  betragen;  also  bil- 
den diese  fünf  Vierecke  einen  geschlossenen  Mantel,  dessen 
unterer  Rand  vier  Seiten  hat,  die  zu  je  zweien  den  Winkel  tR 
einscbliessen.  Also  ist  nur  noch  ein  einziges  solches  Viereck 
hinzoBofögen,  damit  die  Kngelfläche  ▼Sliig  gescUessen  werde.  — 
Dieselbe  Anzahl  (sechs)  der  erforderlichen  Vierecke  findet  man 
auch  durch  Beachtong  des  Flächeninhalts  des  einseinen  Vierecks» 
welcher  ft^i»  betrSgt  Sechs  solche  Vierecke  machen  also  erst 
die  ganse  Kogelfläche  ans.  Construirt  man  die  zugehörigen  ebenen 
Vierecke,  so  erkennt  man,  dass  ein  regulärer  KOrper  entstanden 
ist,  der  von  sechs  kongruenten  gleichgeneigten  Quadraten  begreost 
wird,  d.  h.  der  Würfel. 

V.  An  jede  Seite  eines  regulären  sphärischen  Fflnfecks  mit 
dem  Winkel  |lt  Iqj^e  man  ein  ihm  kongruentes  an.  Je  drei  der« 
selben  schllessen  sich  um  eine  Ecke  herum  Iflckenlos  susaounen, 
weil  ihre  Winkel  dort  AR  betragen,  so  dass  also  diese  sechs 

Fünfecke  einen  zusammenhängenden  Mantel  mit  einem  freien 
Rande  bilden.  Der  Flächeninhalt  eines  solchen  Fünfecks  ist  nach 
der  Formel  =  |r%,  also  rs  der  ganzen  Kngelfläche.  Also  erfüllen 
die  zusammengelegten  sechs  Fünfecke  die  halbe  Kugelfläche. 
Weil  nun  in  die  Lücken  des  freien  Randes  je  ein  Fünfeck  hiuein- 
passt,  so  kann  man  sechs  ebenso  zusammengelegte  Fünfecke 
lückenlos  an  die  vorigen  anfügen  und  dadurch  die  Kugel  völlig 
scbiiessen.  Die  zwölf  zugehörigen  ebenen  regulären  Fünfecke 
sind  untereinander  kongruent  und  gleich  geneigt  (Satz  3.).  Also 
Ist  das  Dodekaeder  construirt. 
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4.  Anhang. 

Wollte  mao  mebr  als  fliiif  regolSre  aphlrlscii«  Dreleeke  an* 
•ibanderlegen,  so  dass  sie  sich  um  eine  Ecke  fierain  schUeBsen, 
80  musste  man  ihnen  den  Winkel  \Ry  oder  noch  kleinere,  sncor- 
tfaeilen.  Winkel  von  dieser  Kleinheit  sind  aber  in  ra^ulfiren 
sphärischen  Dreiecken  nicht  möglich,  denn  ihre  Summe  würde 

oder  noch  weniger  betragen,  während  die  Winkel  eines 
sphärischen  Dreiecks  zusammen  stets  >  2/2  sein  müssen.  — 
Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  die  Unmüglichkeit,  mehr  als  drei 
reguläre  sphärische  Vierecke,  sowie  mehr  als  drei  reguläre  sphä- 
rische Fünfecke,  um  eine  Ecke  herum  lückenlos  aneinanderzulegen, 
8o  dass  auch  auf  diese  Art  bewiesen  ist,  dass  mehr  als  die  be- 
kannten lllttf  regoliren  Polyeder  nkAt  mdglicli  sind  (wenn  man 
von  den  sternfilmiigen  Polyedern  abstellt). 

Endlich  ist  zu  bemerken,  dass,  während  in  anderen  Darstel- 
lungen nachträglich  bewiesen  wird,  dass  die  fünf  regulären  Körper 
sich  in  eine  Kugel  einschreiben  lassen,  man  bei  dem  eben  dar- 
gestellten Gange  dieses  Beweises  ganz  überhoben  ist,  weil  von 
der  Kugel  als  dem  erzeugenden  Körper  ausgegangen  ist. 


Betrachtmig  des  FlSchflpiiiilialte  der  Carve,  deren 
GleichoDg  r  «  j^-. 


Von 

Herrn  Dr.  C,  Bender 
in  Täbingen. 


1d  der  Gleichung  stellen  r  und  a  veränderliche  GrOssen  dar, 
y  bedeutet  eine  Coostaote,  welche  als  Linie  aufgezeichnet,  stets 
den  einen,  in  seiner  Lage  unveränderlichen  Schenkel  des  variablen 
V^inkels  a  bildet   r  ist  der  mit  o  sich  ändernde  Radios. 
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ConstroctioD.  Die  nngefofmte  Gleicboog: 

zeigt,  dass,  wenn  ^0=y  (Taf.  1.  Fig.  4.)  and  AL  (eine  beliebige 
Linie)  unter  dem  Winkel  von  45«  zu  einander  geneigt  sind,  eine 
unter  dem  variablen  Winkel  a  zu  0/1  geneigte  Linie  ON  jeder- 
wAt  von  AL  el»  Stuck  {AN)  abschneidet,  dessen  Projection 
AB  m  4i»  GrSsM  rtga  besitzt  Es  ut  demnach  OjB  der  dem 
Wliilwl  er  SBgebSrige  Rauliii»  miil  P  der  gewichte  Punkt. 
Die  Ctorve  selber  Ist  hi  Taf.  L  Fig.  5.  dargestellt 

Flächeninhalt    Der  Flächeninhalt  eines  onendlicb  klciaeii 
Sedors,.  der  dem  Winkel  da  angehört,  ist»  wie  bebsDit: 

woiiei  die  Gränzen  vorlfiafig  noch  unbestimmt  bleiben  aSgeo. 

'  da       (i— tKc)*_  (l"-2tg«-i-tg«c)cfa 
a+tg«)**(l (I-tg*a)« 

_  Ces<l<l  —  2  tg  g  +  tg*a)  da 

~"  eos«2a 

ee^ejg  2co8'a.sino(<£a 
COS*  2a     "  Gos*2a 

_  14- cos 2a         (l-i-cos2c)sin2«  _ 
•  2G08»2a  2eos*as  

1         1        sin/?  8injg\ 
—  4  ^ees^lTTces?    eSff  tmß/* 

für  2a  =  /3.   Also  ist: 

y*     da  /n     ß\  1 

/'     da  ,  («i»2»— I    ,         ,  ) 

'^J  (i  +  tg«)«-'y- 

e 

Der  Flächeninhalt  der  vollständigen  Curve  ist,   wie  bei  der 
Lettnlscate,  =  y*: 
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Fukrmann:  UeUr       geometrüeke  Au^ade.  47 


IV. 

Ueber  die  geometrische  Aufgabe:  Gegeben  sind  drei 
Punktenpaare.  Man  soll  einen  solchen  Kreis  con- 
strairaiy  da»  dieaelbea  in  Besag  aiif  ilm  eoigiigirto 

sind. 

Tod 

HerrD  Fuhrmann, 
Lsbrw  d«r  M«th«aiatik  an  dot  BoqgachMto  ia  Ednlf  aberg  L  Pr. 


AutKaibe,  Gegeben  sind  drei  Punktenpaare.  Man 
soll  einen  solchen  Kreis  constrniren,  dass  dieselben 
in  Bezug  auf  ihn  conjugirte  sind.   (Taf.  III.  Fig.  ].). 

Auflösung.  Es  seien  aa\  t«f  die  dr«i  Paare.  Ueber 
«leo  Verbindungslinien  als  Durehmessenr  schlage  man  Kreise  and 
coDstnilf»  den  OrtbogonaUffeis.  Dieser  ist  der  gesacbte^ 

Beweis.  Hailnrt  man  zwei  eonjugirte  hannenische  Ponlrfe» 
«e  ist  belnantUch  das  Prodact  der  Entfemnngen  dieses  mittel- 
{»nnktes  von  den  anderes  PunlrteB  f^eieb  dem  Quadrat  der  halben 
Entfernung  dds  ersten  Paares.  Bezdcbnen  wir  also  den  Mittel- 

punkt  von  tul  mit  f  und  die  Sdinittpunkte  mit  dem  En^se  mit 
d  and  dl,  so  nutss  die  Bedingung  stattfinden: 

fü^^fd.fd'. 

» 

Dies  ist  aber  der  Fall,  da  die  beiden  Kreise  eieb  rechtwinklig 
Msbneiden.  Dasselbe  gilt  tou  den  fibr%en  Panktenpaaren. 
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48  Fuhrmann:  eine  gwmHrUeke  Aufy^. 

Bemerkung.  Fallen  zwei  Punkte  a  und  a*  zusammen,  so 
Ist  dieses  ein  Punkt  des  Kreises.  Diese  Aufgabe  ist  somit  eine 
Verallgemeinerung  der  Aafgabe,  einen  Kreie  durch  drei  Punkte 
zu  legen. 

FfiUt  ferner  o'  mit  6,  6'  mit  c,  c'  mit  a  nnsammeB,  se  erhält 
man  ein  System  harmonischer  Pole»  und  man  liat  die  iMkannte 
Aufgabe,  einen  Kreis  zu  zeichnen,  so  dem  ein  System  harmo» 
nischer  Pole  gegelieo  ist. 

Die  genannte  Aufgabe  ist  somit  eine  gleichseitige  Tenll- 
gemeifterung  von  swei  anderen,  welche  gans  heterogen  sn  sehi 
seheinen. 

Nimmt  man  nur  zwei  Paare,  so  kann  man  unendlich  viele 
Kreise  construiren.  Diese  erfüllen,  wie  aus  der  Auflösung  er- 
sichtlich, die  Bedingung,  dass  sie  dieselbe  Radicaiaxe,  nämlich 
die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  Punktenpaare,  haben. 
Jedeiifiills  iSsst  sieh  die  Ao^be  anf  Kegelschnitte  erweitern, 
wenigstens  ISsst  sich  dies  fttr  einige  specielle  FSlle  beweisen. 
So  bilden  diejenigen  Kegelsehnitte»  welche  ein  gegebenes  System 
harmoniseher  Pole  haben  and  dweh  einen  Rankt  gehen,  ein 
Bfischel  Fon  Kegeiscbnitten,  die  durch  vier  feste  Pmikte  |^en, 
wehdie  sieb  ielebt  eenstralien  lassen. 
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V. 

MessQDg  auf  ^  der  kanen  Basis. 

dem  Herrn  Grafen  L,  v.  Pfeil 
in  GoRdeofrei  in  Sc|ileaiea. 


Aas  einer  Seite  and  den  Winkeln  eines  Dreiecks  werden 
bekanntlich  die  anderen  beiden  Seiten  gefunden.  Sind  die  ge- 
mhteo  Selten  AB  und  AC  (Tafl  IL  Fig..l.)  im  YerhSltoiM  an 
der  gegebenen»  BC,  der  Baaii^  Grandlinie»  Standlinie*  «ehr 
groaa,  ao  wird  der  Winl^el  A»  den  ale  einachlieaseo»  die  Pai^ 
allaxe,  aeftr  klein,  and  die  Summe  der  Winkel  an  der  Baaia, 
B-\-C  nShert  aich  awei  Rechten.  Die  Basis  BC  kann  in  diesem 
Fall  auf  den  gesuchten  Seiten  AB  und  AC  beinahe  senkrecht 
stehen»  und  atünde  sie  nicht  senkrecht,  wie  BC  oder  BC'\  so 
kann  sie  auf  eine  solche  Senkrechte  projicirt  werden.  In  dem 
Falle  nun,  wo  der  Winkel  A  sehr  klein  ist,  folgt  die  Berechnung 
des  Dreiecks  ABC  eigenthumlichen  Gesetzen.  Die  Winkel  an 
der  Basis,  B  und  C,  verlieren  ihre  Bedeutung  als  Einzelnwinkel, 
und  nur  ihre  Summe  B-\-C  kommt  für  die  Rechnung  in  Betracht 

Ich  nenne  darum  Meaanng  auf  der  kursen  Basis 
diejenige  Art  der  Messung,  wo  die  gegebene  Seite 

desDreiecks,  dieBasis,  so  klein,  und  resp.dlezo  mes- 
sendeEntfernung  so  gross  ist,  dass  die  Bedeutung  der 
W inkel  an  der  Basis  als  Einzelriwinkel  für  die  Rech- 
nung verschwindet,  und  nur  dcrWinkelan  der  Spitze, 
die  Parallaxe,  in  Betracht  kommt. 

$.  2. 

Es  sei  ABC  (Taf.  II.  Fig.  2.)  ein  recbtwinkliches  Dreieck, 
Thcü  XL^II.  4 


I 
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50  »9*  Ff  eil:  M€S9im§  auf  der  latr%em  BoiU. 

worin  B  der  rechte  Winkel.  Wenn  BC  nu^  A  bekannt  sind,  so 
findet  man: 

ABz^iBCnoigA   .  A). 

Bleibt  BC  unvertodert,  so  kann  man  flif  verschiedene  Werthe 
▼OD  A  eine  Tafel  ansrechoeo,  worin  man  AB  aus  A  findet. 
Diese  Tafel  wird  so  lange  richtig  bleiben,  als  ß  em  rechter 
l^Viokel  iat>  oder  doeh  nicht  sehr  davon  abweicht 

Die  GrSsse  der  solSssigen  Abweiohoag  des  Winkels  B  von 
einem  Beehten  lisst  sich  bestimmen,  wenn  die  Genauigkeit  be- 
kannt ist»  mit  welcher  der  Winkel  A  gemessen  werden  kann. 

Es  sei  ABC  (Taf.  Ii.  Fig.  3.)  ein  Dreieck,  worin  B  der 
rechte  Winkel.  Wird  B  kleiner  als  90^,  während  AB  sich 
nicht  verändert,  so  nimmt  der  Winkel  A  erst  zu,  bis  C=90* 
ist,  dann  nimmt  er  wieder  ab,  nnd  wird  =  0,  sobald  ^  s  0  ist. 
Wird  dagegen  B  grSsser  90^,  so  nimmt  A  beständig  ab,  und 
wird  ebenfalls  ss  ^  wenn  B  =  \W  wird. 

üra  einzusehen,  dass  A  sein  Maximum  erreicht,  wenn  f  =90° 
ist,  rdlle  man  in  dem  Dreieck  A' BC  von  A'  auf  BC  den  Per- 
pendikel A'D,    Es  ist  sodann  A'  =  180« C)  und  sin 

„  ,  ^,     A  D  CD    BD  A  D 
SS  efaiCir-f  O  as  aiDJ?.coeC-l-eeei7.sfai  C=2Fg•2^(»+Ä^ß';ZC 

=  ^'cr^=IS-lF?=li'-'^  ««.-.«.ha« 

BC 

Voraussetsung  A'BsaAB  ist,  so  ist  auch  mnA'  =  ^^*8inC. 

Differenzirt  man  diese  Gleichung  so  erhält  man  d(sin^') 

HP  BC 
=:^.d(sbO  oder  eesii'dil' s=      .cesC9a  . 

dA' 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung =0,  so  folgt  0  =  co8C 

also  C  gleich  einem  Rechten,  und  also  A-\-  B  ebenfalls  gleich 
einem  Rechten*).  Wenn  sich  also  die  Seiten  AB  und  BC  nicht 
verändern,  so  erreicht  A  sein  Maximum,  sobald  C  ein  rechter 
Winkel  ist. 

§.  3. 

Nennt  man  «,  den  bei  Messung  dee  Wlnkeb  A  (Tfi£ILFig.3.) 


•)  Vergleiche  p  in  Taf.  il.  von  90«  bi«  87». 
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leieht  lu  begebendeo  Fehler«  «o  irird  ABC  so  lange  als  ein 
rechtwinkliges  Dfeleck*  nnd  B  ab  der  rechte  Winkel  darin  an- 
gesehen werden  k&nnen,  als  der  aus  der  Schiefe  des  Winkels  B 
entspringende  Fehler  bedeutend  kleiner  als  %  a.  B.  gleich  \v  ist 

Um  die  Art  und  Weise  darzulegen,  in  welcher  die  Hecboung 
geführt  werden  kann ,  und  auch  zu  praktischen  Zwecken ,  ist 
Tat  I.  fSr  ein  Instrument  berechnet,  (die  BoBSsole)^  wobei  Fehler 
von  €^1^  SS  V  leicht  Torkommen  können.  Nach  obiger  Vorans- 
setsang  darf  mithin  der  Fehler»  welcher  ans  der  Schiefe  des 
Winkels  B  (Taf.IL  Fig.  4.)  entsteht»  Temachlltosigt  werden»  so 
lange  A'-^A  oder  A—Jf  nicht  grOsser  wird  als  3'. 

Untersuchen  wir  zuforderst,  wie  gross  A  (Taf.  II.  Fig.  3.) 
werden  darf,  damit  Taf.  1.  noch  richtig  bleibt,  wenn  A  \  B  oder 
C=90®  wird.  In  diesem  Falle  ist: 

\  M      BC      BC     ^  . 

sin     SS        =  jj^  =  tangil  B). 

Betrachtet  man  eine  logarithmische  Tafel  mit  sieben  Decl- 
malstellen»  so  indet  man: 

logsin6055'  24,4"  =  9,081 1422, 
logtaog6052'24»4"  =  9,0811422; 

80  dass  also  bei  diesen  Werthen  «nJ^stangJ  wird.  Ist  der 
Winkel  A  kleiner  als  6®52'24»4"»  so  wird  anch  die  Differens  von 
Sinus  und  Tangenten  kleiner,  es  wird  darum  auch  der  Fehler» 
welcher  dadurch  entstehen  kann,  dass  C  =  90^  wird,  weniger 
als  3'  aosmachen. 


Demnach  kann  ilB  noch  richtig  ans  Taf.  I.  gefunden  werden» 
wenn  aneh  C  s  90  werden  sollte^  so  lange  A  nicht  grSsser  wird» 
als  6,9^  and  da  6»9<*  nach  Tafel  1.  einer  Entfomnng  AB  Ton 
413  Einheiten  entspricht,  wenn  BC  =  60  Einheiten»  z,  B.  Schritt; 

angenommen  wurde,  so  darf  in  allen  Fällen,  wo  die  zu  messende 
Entfernung  fiber  413X  bnsteigt»  der  Winkel  C  bis  an  einem  Rech- 
ten wachsen« 


§.  4. 

£s  ist  in  dem  schief  winklichen  Dreieck  A"BC 

Af*B 

sin  C = sin  * 

Da  aber: 

4« 
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9.  Pfeil:  Meumi0  mif  Oer  kmm  SmiM. 


jtB    AB       ,  . 


00  folgt: 


C). 


SetBt  mui  in  diem  Gldcbimg  A  =  6^53'  SM"  ^ 
43'se»66'3M"  M  whilt  niui  wieder  C=90>»  osd  A-I-B^W. 

Setzt  man  aber  ^=60  52' 24,4"  uod  il"=J[— 3' =6<^49'24,4^ 
80  erhält  man: 


0i»(l3'24»r 

logeofg 

»  0,9188678 

60  49'  24,4" 

logsin 

=  9,0748539 

c= 

8O0 16'  2Qf' 

log  sin 

=  9,9937117. 

6'  = 

99»  4^40^ 

Da  Dan  J?=:  180«—  C)  und  (A"  +  C)  =  6«  49'  24,4" 

+  8O0  16'  20"  =  87«  6'  oder  (^"+ C)  =  60  49'  24,4"  +  99«  43'  40" 
=r  106"  33',  80  »vird  entweder : 


oder: 


Es  darf  darum,  wenn  A  =  6,9«  ist,  ^  zwischen  92« 54'  und 
73^27'  fallen,  ohne  dass  für  die  Genauigkeit  der  Messung  ein 
Nachtheil  zu  befürchten  ist. 

Je  kleiner  A  wird,  um  sp  mehr  darf  B  von  einem  Rechten 
abweichen,  ohne  die  Genauigkeit  der  Messun»  zu  beeinfrSchtigen. 
Es  ergiebt  sich  dieses,  wenn  man  in  die  Formel  B  verschiedene 
Wertbe  für  A  eineetzt 

Wenn  A  (Oier  4^9^  wichst»  ee  kann  der  Fehler  |e  nach  iwei 
Richtungen  hin  mehr  hetiagen,  als  3'.  Man  setie  a.  B.: 


A  =  S^ 

logcotg  =  0,8521975 

il'  =  il-h3'=8P3' 

h^ain  =  9.1403435 

9'  3^ 

logsin  SS  9,99644ia 

C=94«  50' ör 

*)  Die  Sekunden  können  begreiflich  weggeworfen  werdeo. 
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^'-f  C=    «»3' +  850  93Piy, 

Ä  =  180o—  93"  12'  =  86^48', 

Ars  180»- 1080 54'  SS  77«  tf*). 

Ferner  setze  man: 


log€otg  =  0^21976 

logalD  =  M4068O1 

C=  79<'46'3r' 

log  Am  a  9»99a0478 

C  s=  100»  13' 29^' 

ij"+C=    7057'+  79047'=  87044', 

AT^Czs    70  67' +100»  13' =106^10', 

Ä  =  1800— 87044'       Ä  920  16', 

Asjl80o-]08010'      s  TPSO*^. 

Es  darf  mithin,  weim  ila=8»  is^  1?  iwImImb  80*48'  rad 
93»  10^  iiiid  ebenso  swiMiien  TT^O'  ond  TV>W  fUlen»  oiine  Nnch- 
diell  für  die  Meüvog.  Dagegen  würde  awiedien  77^0^  ond  88^48' 
der  Felller'  gtOeeer  aein  als  3'. 

Wird  von  lo  bis  30  die  Genauigkeit  der  Tafel  grösser,  etwa 
doppelt  so  gross,  angenommeD,  so  darf  auch  der  zulässige  Fehler 
nnr  halb  so  gross  sein.  Mao  hatte  Ton  lo  bis  3^  diesen  Fehler, 
nSmlich  e=3'  gesellt  Ton  P  hie  3»  wird  mitbio  ie  ss  1,S'  an- 
annehuen  sein. 


Setst  man  z.  B.: 


iis2o 

logcotg  SS  1,4069102 

A'^A-lfi'^  1088' 30^ 

iogahi  =  8y5373586 

C=80O43'  1" 
C»99»10'IKr 

logain  =  9JlimJ47 

it"+C=loö8'30''+800  43'  l"s  820  42', 
Af-^CssV*9»W-l-W*  10'  00^  =  101«  IS', 


■)  Die  Sekanden  kennen  begreiflich  weggeworfen  werden. 
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p.  Pfeil:  JUetsung  auf  äer  kurzen  Batit. 


B  ==  IW-  82»  42' =  97»  18'. 

B  =  180»— 1010 16'  =s  78«  46'  *)• 

Die  Grenieo»  sirisefaen  welche  der  Winkel  B  falleD  darr, 
damit  elD  dorch  die  Schiefe  des  Winkele,  B  so  begehender  Feh- 
ler hOchatena  halb  ao  groaa  werde,  als  der  In  der  Winkelmeaamig 
überhaupt  leicht  zu  begehende,  und  zwar,  daaa  jener  Fehler 

zwischen  A  —  biadf^  huchstena  1,6'  und  zwischen  ^=3«  bis  IP 
höchstens  3'  betrage,  dieae  Grenaen  drOckt  die  hier  folgende 
Zuaammenatallang  aoa. 

Grenzen  dea  Winkels  B. 


A  ! 

0  1 

'  1 

0  1 

'  1 

^  1 

'  1 

0  1 

I*>  i7t) 

9 

.  \ 

.  1 

.  1 

101  i 

54 

20 

78 

44 

m 

97 

18 

3« 

79 

3 

m 

95 

0 

3^> 

76 

10 

97 

56 

76 

9 

95 

57 

50  1 

75 

32 

• 

94 

34 

74 

33 

93 

33 

6'»62',4 

73 

27 

83 

7.6 

83 

7.6 

92 

54 

7« 

73 

17 

79 

'20 

84 

34 

92 

49 

80 

71 

50 

77 

6 

86 

48 

92 

16 

9» 

70 

14 

74 

14 

87 

40 

91 

62 

10» 

68 

33 

71 

43 

88 

II 

91 

33 

11» 

da 

48 

69 

22 

88 

32 

91 

18 

In  (Taf.ll.  Fig.  5.)  sind  die  Grenzen  in  ihrem  richtigen  Ver* 
hOltoiaa  gezeichnet,  innerhalb  deren  B  nnd  C  falten  darf,  wenn 
J  SS  P  nnd  wenn  A  ss  wird.  Man  aieht,  daaa  die  Giensen 
bei  1**  nnr  einfach,  bei  11^  dagegen  doppelt  sind. 

§.6. 

MAn  erkennt  ans  der  voiatehenden  Znaammenstellnng,  daaa 

der  Winkel  ^(Tatli.  Fig.  4.)  mehr  gegen  den  spitzen,  als  gegen 
den  stumpfen  bin  abweichen  darf.  So  darf  bei  ^  =  1^  der  Win- 
kel ^  um  140  spitzer,  und  nur  12^  stumpfer,  ala  ein  Rechter 

werden.  Bei  6,9"  darf  ß  um  17^  spitzer,  und  nur  3°  stumpfer 
werden,  als  ein  Rechter.  Auch  wenn  >  6,9^  ist,  und  man  die 
inneren  Grenzen  der  zulässigen  Abweichung,  wie  die  Zusaromen- 
stellunf;  sie  zeigt,  berücksichtigen  will,  darf  ß  noch  ein  wenig 
mebr  zum  spitzen,  als  zum  stumpfen  Winkel  abweichen:  so  bei 
8"  resp.  3'»  12'  und  2»  16',  bei  11*'  resp.  P  28'  und  1«  18'.  Alle 


*)  Die  SeltuDden  ltdnnen  Itegreifllcb  weggeworfen  werden. 
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diese  Maasse  liegen  innerhalb  der  blossen  Scbätzang 
darcb  das  Augenmaass. 

Sind  jedoch  die  Verhftltnisse  der  Art,  dass  ftir  die  kurzereo 
Entfernangen  Aß  ttberhaapt  keine  grosse  Gennnigkeit  gefordert 
wird,  80  kann  man  die  inneren  Grenien  von  B  g^;en  A*  Ui» 

wo  C=: 90"  wird,  unberücksichtigt  lassen.  Die  snlässigen  Grenzen 
▼on  B  isind  dann  gegen  den  spitzen  Winkel  hin  sehr  ausgedehnt. 
Sie  fallen  z.  B.  bei  8»  zwischen  7P  50',  und  92016'.  bei  11»  z%vi- 
schen  66^  48'  und  91^  18%  wie  die  Zosamnieosteilong  am  Ende 
▼OD     4.  zeigt. 

Zum  Vergleich  stehe  hier  noch  das  Maximum  des  Fehlers, 
welcher,  wie  wir  sahen,  eintritt,  wenn  0=90*'  wird.  Der  Fehler 
ist  in  der  folgenden  Zusammenetellnng  in  Einheiten  von  £C=50 
anegedrackt. 

Bs  ist  sodann  in  (Tat  IL  Pig.3.)  nach  Femel  A): 

ABzsBCeoigA, 


and: 


BC 


Fahrt 


m\uA^'  ' 
die  Redmong  ans*  ee  Ibidet 


D) 


Bei  A  = 

A^-'A^ 

1  Bei  ila 

A9^A^ 

r> 

OA 

70 

3,1 

0,9 

Iß 

%9 

4» 

1.7 

8*> 

11« 

6P 

2.« 

Hienaeb  wird  man  bei  der  Messung  auf  der  loirzen  Basis 
stets  sicher  gehen,  wenn  man  die  Richtung,  in  welcher 
die  Basis  gemessen  werden  soll,  nach  dem  Augen- 
maass so  wählt,  dass  sie  mit  der  zu  messenden  Ent- 
fernung  einen  WiDkel  bildet,  welcher  wenig  kleiner 
ist»  als  ein  Rechter. 


Wenn  es  nicht  angeht,  ßC\ (Taf.il.  Fig. 7.)  beinahe  senk- 
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recht  auf  AB  zu  nehmen,  so  luuss  die  abgemessene  Läoge  AB 
entsprechend  reducirt  werden.  Auch  hier  folgt  die  Mesanng  aof 
der  kurzen  BaeU  eigenthfimlicheo  GesetzoiL 

Es  sei  BC  in  erbeblich  schrM^er  Richtung  g«gen  AB  ge- 
rn eSvsen  worden.  Man  errichte  in  iß  die  BD  senkrecht  auf  AB, 
so  ist: 

BDszAB,\aBgA, 

aleo: 

BD  SS  BC  ^)  tangii  ^  Bin(/4-f^_ 

'  sin^  '  cosil 

Ea  bt  also  die  Verhältnisszahl,  womit  AB  wegen  der  Pro- 
jeetioD  TOD       auf  BD  multiplieirt  werden  rnvas,  nimlieb: 

BD     sin(^-l-Jg)  sinC 
''^SC^    eoeJ  =i5?3 

§.7. 

Der  Cosinns  von  il  ändert  sieh  swiaehen  P  und  eo  on» 
bedenteod»  dass  man  Rlr  die  verlangte  Genaoigkeit  der  lleesong 
ihn  in  dnem  Mittel  alii  conatant  betrachten  kann. 

Dieses  Mittel  wird  den  kleinsten  Fehler  geben,  trenn  man 
den  Cosinus  eines  Wiokels  (p  für  cosA  in  der  Formel  E)  so  an- 
nimmt, dass  die.  Differenzen  in  der  zu  messenden  Entfernung  AB 
beim  Ueineten  Winket,  den  die  Tabelle  (Tafel  I.)  giebt,  und 
beim  grSssten  einander  gleich  eind. 

Bedeutet  A  den  kleinsten,  nA  den  grussten  Winkel,  Trelchen 
die  Tabelle  (hier  Tafel  I.)  enthalten  soll,  so  verhalten  sich  bei 
der  vorausgesetzten  Kleinheit  des  Winkels  an  der  iSpitze,  die 
Seiten  AB  beinahe  umgekehrt,  wie  die  Parallaxen.  Wenn  also 
diese  sich  verhalten,  wie  A:nA,  so  werden  jene  sich  verhalten, 
wie  nAtA. 

Sollen  mithin  die  Fehler,  welche  in  der  Formel  E)  aus  einem 
Constanten  Nenner  entspringen,  in  dem  man,  wie  gesagt,  anstatt 
des  wechselnden  cos^^  den  unveränderlichen  cos 9)  setzt,  sollen 
jene  Fehler  beim  grossten  und  kleinsten  Winkel  der  Tabelle 
einander  gleich  sein,  »o  mOsseo  dieselben  bei  der  grussten  Par- 
alhze  nAf  im  VerliSitniss  an  der  sn  meaaenden  Entfernung, 
nmal  ee  greea  sein,  ala  bei  der  bleinaten  Parallaxe. 
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Ist  cp  ein  mittlerer  Winkel,  dessen  Cosinus  als  constant  ao- 
geoommeo  werden  soll,  so  wird  die  Formel  E)  lauten: 

 stSkjA-^By  ^ «nC 


Oer  Febler  beim  kleinsten  Werth  der  Perallaie,  bei  J^^iet 

ciwy"^clfl  Fehler  dagegen  beim  gröseten  Werth  der 

sio  C     ein  C 

Parallaxe.  beinJ,  ist 

fie  miMMi  dämm  folgende  Propertlon  richtig  sein: 

ooaqt^eosA/  '  \coe»^    eoaipj  *^  *"* 
Daran«  feigt: 

(cosii  coa»^ — CO89)  cosn^):(co6il  cos^ — cos^cositJ)  =  l:n 
and: 

(n  -f  1 )  cos  A  cos  nA 

oder: 

^ «  r-s-      («+ 1)  Vi— sin« /4  VI  —  sin^7i^ 

"'•"^""^i_.iiÄdr  + V  l-sin*i~' 

Entwickelt  man  die  Wurzeln  durch  Reiben»  und  iSast  die 
höheren  Potenzen  und  die  Prodokte  der  Sinns  wegen  ihrer  Klein- 
heit verschwinden»  so  ist 

l^isin>9-  n(l-«sin>fiJ)^.(l-l8in«J) 

I^n-Fl)  (1  — |8in*ni^-4sing^) 
~  »(l— isin%^)  +  (l— isinM)  * 

Wegen  Kleiebeit  der  Winkel  kann  sln%i2l  =  MtfiA  ge- 
setzt werden.  Bs  ist  dsram: 

1)(1— jnVmM  — jsinM) 
1— isin  9»     „(i_|„«8|„  ^)  +  (1  -  isin«^) 

*~(«  +  l)— K«^  +  l)sioM 
1— »(n«  +  l)sioM 


1 +  1)  sin*^' 


also: 
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ond-: 

Man  darf  den  Subtrahendus  \{n* — ii+l)sin^^  wegen  seiner 
Kleinheit  verach winden  lassen*).    Es  ist  alsdann: 

sin9  =  8in^Vn, 
od«r  weg««  der  Kleinheit  dee  Winkel«  7,  und  A  «uch 

9»  =  ÄVn  H) 

£rhebt  man  den  Ausdruck  wieder  zum  Quadrat,  80  kann 
man  daraus  eine  Proportion  bilden: 

Ai^  SS  ^inA, 

Oae  heleet,  der  Winkel  ^  ist  die  mittlere  Prepor- 
tieaalsabl  swisehen  dem  grOseten  and  kleinsten  Win- 
kel, den  die  Tabelle  enthalten  soll. 

Wollte  man  jedoch  aus  irgend  einem  Grnnde  die  Rechnung 
genauer  führen,  so  würde  man  für  \:n  das  Verhältniss  der  Co- 
tangenten  des  grSssten  und  kleinsten  Winkels,  den  Tafel  I.  ent- 
halten eoU,  also  annehmen.  Die  Rechonng  stellt  sieh 
dann^fllir  die  Formel  6)  wie  folgt: 


sin 


*)  DsM  der  Nenner  1— il-|-l)«iB*il=l  geMist  wetden  kasae, 
siiht  man,  wem  nsa  deosdben  in  Zahlen  entwiekelL   Es  Itt  in  Tai.  I. 

der  grosste  and  kleinste  Werth  der  Parallaxe,  resp.  1*^  nnd  II«,  also 
il  =  l<*,  iMssllS  und  »  =  11,  mithin  nach  Formel 

diach  Formel  IQ  ist  ^sS^  22'  wie  oben  liereefaaet  wird.  Es 
iet  aber: 

log  cos  3«"  19'  0*  =  9,9993707 
log  cos»«  »'  5,4'  g=  »,999840» 

Diff  =0,0000215. 
Man  «ieht.  das«  die  Differenz  ganz  bedeutungslos  ist.  • 
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Setzt  man 

'    VK«*— sinJ  =  sin  Q, 

imd  also 

l  ^  1  (»s.n^.  1)  t^%A  =  cM«Q. 

so  folgt: 

BinA  , 

Die  ZabieDrecbnuDg  wärde  io  folgender  Art  zu  fahren  sein: 


]0 

M. 

tio 

lOgCO^  «  Is/OOU/CW  ^ 

logcotg  äs  (^7113477 

zri^Vö  =  «  =  lltl3Ö0 

COtg  11" 

log  =1,0107306 

«s  es  IHOIU 

log       =  St,OO34016 

i(ii«-n-|-l)s  56^9377 

* 

lieg  s  0.8777000 
logsin  s  8,3418S53 

Q 
<^ 

logsin  =  9,1195553 
logcos  BS  9,0969010 

Q 

n 

A  =  l^ 

-log  CDS  =  0,0037990 
ilog  =  0,5233654 
logsin  =  8,2418553 

9  =  30  22'  5,4" 

logsin  =  8,7690197 
log  cos  =9,9992492 
-logco8=  0,000750& 

Hätte  man  nach  der  Formel  H)  gerechnet,  so  würde  man 
tpssZ^  19'  0^  erhalten  haben.  Die  Bedeutung  des  Werthes  9 
IBr  Tafel  II.  wSre  dieselbe  gebliebeD. 

Tafel  II.  ist  nach  dem  Werth  —  cos  9  =  0,0007508  berech- 
net. Um  den  daraus  entspringenden  Fehler  (ur  die  Messung  zu 
erkennen,  sei  bei  den  äussersten  Grenzen  von  Tafel  1.,  bei  A  —  1^ 
und  bei  ^  =  110  für  oder  C  =  30"  die  Rechnung  nach 

der  genauen  Formel,  und.  nach  der  Formel  für  Tafel  11.  geführt. 
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Die  geoaue  Formel 
giebt  folgend«  WeHhe: 

C  =  30^ 

jt  ^  10 
Ju  —  1 

810  if 

log     =r  1,0969700 
logsio  9,6989700 

*~IOgSlu  —  J,/ 90144/ 

FfhA  s=  F  istif  ff*  SS  1433,407 

log  =:  3,1560647 

A  =  11« 

-logsin  =  0,7194012 

Für  ^  ==  110i8ti4ß'=  131.02J4 

log  =:  2,1173412. 

Nach  Fomel  F)  bt  gemäM  Tafel  U. 

•tnC 


P  = 


cos  9» 


C=5:30o 

logsio  =  9,6989700 

y  =  30  22'  6,4" 

—log  cos  =  0.0007508 

p  —  0,50086 

1           log  =  9,6997208. 

lo  Tafel  1»  Ist  AB  oajcb  der  Foimel  A)  berechDCt. 

AB^  BC.cotgA 

ÄC  =  50 

log  =  1,6989700 

log  cotg  =  1,7580785 

JA  =  2864496 

log  s  a^4570485 

P 

log  =  9,0997206 

FütA^\^yiAB^^AB,p^l4M,72i 

log  =  3^1667693 , 

A  =  IP 

logcotg  =  0,7113477 

il  A  =s  267,2871 

log  SS  3;4103177 

¥ütA^l^'^B">^UB,p^2Sjmi\  log  =:=  2,1100386. 
MithiD  sind  die  DÜereiiseD: 

1432,467 
—  1434,724 

Belil=  r>  ist  AB' -ABT  SS  =^2,267. 

131,0214 
- 128,8364 

Bei  A  =  IP  ist  AB^AB'  zzz-^  =  +  2,185. 
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Dieses  ist  der  Werth  in  Eiofaeiten  der  gemesseoeD  Entfer- 
nung för  ßC  =  50i  in  Procenten  der  richtigen  Entfernung  aus- 
gedrückt, ist  dieser  Werth  bei  ^  =  P  80  viel  als  0,16  ä  bei 
J  =  11®  dagegen  1,67  S  derselben. 

Es  wfard  also  mit  Hülfe  von  Tafel  11.  die  gemessene  Ent- 
fernung, wenn  der  Winkel  C  oder  {A-{-B)  =  209  oder  =  ISO«  ist, 
filT  die  Parallaxe  A  =  \^  um  etwa  2  Einheiten  zu  gross,  für  die 
Parallaxe  A  =  IP  dagee^en  um  etwa  2  Einheiten  zu  klein  ge- 
funden werden,  wenn  die  Bsmis  BC  fünfzig  Einheiten  lang  ist 
Gegen  /1  =  3,4^  hin  wird  der  Fehler  von  beiden  Seiten  her  klei- 
ner, und  verschwindet  hei  /i=3,4®  gänzlich.  Man  sieht,  dass  ein 
solcher  Fehler  vernachlässigt  werden  darf,  und  daM  e«  dmher 
zulSssig  ist,  fflr  die  Berechnong  von  Tafel  II.  einen  eonetaoteo 
Werth  des  Nemefs»  ceeC  auunelimeii. 

I 

$.  a 

Der  Unterschied  von  AB  (Taf.  II.  Fig.2.)  und  ilC  kann  ver- 
aaeblässigt,  und  AC=iAB  geaetst  werden.  Denn  wenn  B=9t>", 
ao  iat,  wie  in  Formel  D): 

BVlA 

Die  Daehatebeade  ZoaanmeBateUniig  leigt  von  Giad  an  Grade, 
wie  greaa  der  Uateraebied  toii  AB  and  AC  lat,  und  sogleieb  die 
halben  Diffeieaien  der  nacb  Tafel  I.  gemeaaenen  fintfernttagea, 
ala  den  mathmaaalieh  begangenen  Fehler. 


AC 

diu: 

Halb-DUL 

A 

AB 

AC-AB 

aus  T&f.L 

1« 

2864,50 

2864,93 

0,43 

68 

20 

1431,81 

1432,69 

0,88 

18 

3» 

964,06 

955,37 

1.31 

8\  3 
16)? 

40 

716,03 

716,78 

1,75 

8,5 

8» 

571.60 

573,69 

2,19 

6 

475,72 

478,34 

2.62 

4 

407,22 

410,28 

.  ZI» 

3 

365,77 

350,26 

3 

90 

315,69 

319,6^ 

3,93 

2 

w 

283,66 

287,94 

4,38 

1.5 

11» 

257,23 

262,04 

431 

1,5 

I 
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Die  Differenz  AC — AB  verschwindet  noch  mehr,  wenn  man 
gemäss  der  am  Ende  von  §.  5.  gegebenen  Regel  bei  der  Mes- 
sung den  Winkel  B  ein  wenig  kleiner  als  90"  angenommen  bat. 

Muflste  jedoch  BC  in  bedeutend  schräger  Stellanc:  gegen 
AB  gemessen  werden,  so  dass  die  Anwendung  von  Tafel  II. 
nothwendi<T  wurde,  so  findet  man  erforderlichen  Falles  ACt  in- 
dem man  bei  Anwendung  von  Tafel  il.  C  für  B,  und  B  für  C 
setst 

MaB  ersieht  aus  der,  in  dea  vorstellenden  Paragraphen  ge* 
gehenen  Darstellung,  dass  eine  erhebliche  Vergrusserung  der 
Basis  BCt  und  damit  des  Winkels  A  für  die  Praxis  Iceinen  Vor- 
theii  gewähren  wurde;  einmal,  weil  die  an  messenden  Ent- 
fernungen verhältnissmässig  zu  kurz  werden,  um  sie  ohne  An- 
wendung eines  zweiten  Winkels  richtig  zu  finden;  dann,  weil 
eine  einigermassen  bedeutende  Abweichung  des  Winkels  B  von 
einem  Rechten  das  Resultat  der  Berechnung  aus  Tafel  I.  un- 
richtig machen,  man  also  BC  furmlich  anvisiren,  und  überall  die, 
in  der  Regel  entbehrliche  Tafel  II.  anwenden  miisste;  drittens, 
weil  es  nicht  zulässig  wäre,  für  die  Berechnung  von  Tafel  II. 
den  Werth  Ton  eesj  als  conatant  ansanehmen»  wie  §.  7.  gesehieht; 
•ndlieh»  well  AB  und  AC  an  sehr  Teraehleden  sein  wOrden,  und 
.60  in  vieten  Fftllen  wanachenawerth  ist,  beide  sogleich  an  er- 
halten. 

Alle  diese  Umstände  rechtfertigen  zugleich  die  Benennung 
des  Verfahrens  aU  Messung  auf  der  kurzen  Basis. 

Beispiele. 

In  den  hier  folgenden  Beispielen  wird,  wie  bereits  erwähnt 

wurde,  vorausgesetzt,  es  stehe  eine  gute  Feldmesserboussole, 
womüglich  mit  Fernrohr  versehen,  und  irgend  eine  Vorrichtung, 
nm  eine  Länge  von  10  Rutben  =50^  zu  messen  zur  Uispo* 
aitton*). 

EaaeiYon  dem  Punkte  B (Tat II.  Fig.2.)  aus  dieEntfernungili2b:<| 
anmessen.  Ein  Beobachter  stelle  die  Bonssole  überB,  undviMre 
nach  A,  während  zugleich  ein  zweiter  nach  dem  Augenmaass 
ungeföhr  senkrecht  auf  AB**)  eine  iiänge  von  BC=s  lO'  =  60* 

Ein  bloHea  Abschreiten  der  Bnaia  würde  ungenügend  sein. 
**)  Vergl.  wegen  der  sulässigen  Abweichung  §.  4.  and  §.  5. 
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abmisst*).  Der  erste  Beobachter  stelle  darauf  die  Boussole 
über  C,  und  vUire  nochmals  nach  A.  Der  Unterschied  der  Vi* 
sirwinkel  bei  ß  und  C  giebt  die  GrSese  de«  Winicels  A,  Mao 
soelit  Wiolc'el  A  in  Tafel  I.  in  der  ersten,  mit  A  (Grade)  Aber- 

•diriebenen  Spalte,  und  findet  daneben  in  der  zweiten,  mit  d 

Abertebriebeneiu  die  Entfernung  in  Schritten. 

Die  dritte,  mit  Diff.  beaetchnete  Spalte  giebt  von  1«  bla 
die  Diierensen  der  Entferonngen  d  von  3  ni  3  Blinnten»  and  ?oo 
3^  bia  IP  diese  Differensen  von  6  an  6  Minuten. 

Diese  Spalte  drfickt  zugleich  den  äussersteu,  bei  der  Mes- 
sung muglichen  Fehler  aus,  wenn  man  annimmt,  der  Fehler  in 
der  Winkelmessung  betrage  Vio^»  ^^^^  6  Minuten.  GenQgt  die 
erlangte  Genauigkeit  nicht  ffir  den  Zwecls  der  Messung,  und  bat 
man  Zeit,  so  kann  man,  wie  Beispiel  6  näher  auafidirt,  von  ü' 
(Ta£  IL  Fig.  6.)  nach  €*,  von  B"  nach  C  u,  s.  «r.  die  Messung 
wiederholen,  and  ein  Mittel  nehmen;  oder  noch  besser,  wenn  es 
angeht,  hei  grosseren  Entfernungen  die  Basis  i?C  in  einer  LSnge 
von  50^  anstatt  von  «60  K  ahmeasen.  Man  erhält  dann  die  Ent* 
feranng  d  In  Ruthen. 

Die  Distanzen  von  A  =  \^  bis  ^  =3^  sind  in  der  Voraus* 
Setzung  berechnet,  man  halle  ans  mehreren  Winkelmessnngen 
ein  Mittel  genommen,  welches  bis  Auf  V20"  richtig  sei. 

Es  ist  noch  zu  erwähoeo,  dass  nach  der  üblichen  Constru- 
ctioD  der  BoussoFe  die  Magnetnadel  an  dem  rechts  liegenden 
Punkte  B  stets  mehr  zeigt,  als  an  dem  links  liegenden  Punkte  C. 

Beispiel  L  Die  Eotfernang  eines  Pnnktes  A  von  B  ans 
soll  gefunden  werden.  (Tatll.  Fig.  2.) 

Man  messe  BCslO^sSO*,  indem  man  sngleieh  von  B 
gegen  A  vinrt» 

Die  Magnetnadel  seige  

Daranf  visire  man  von  C  g^n  A,  Die  Nadel  aelge  281,3^ 

Man  erhält  A  =  3,5^ 
'  Neben  3,5  findet  man  in  Tafel  I.  die  Entfernung  d  =  817)C 
mit  einem  muthmasslichen  Fehler  von  2%  12x 

*)  Ich  wihlfl  ffBr  Rathen  die  Bcseiclmaag  anstatt  der  ge- 
bräuchlichen     -weil  letstet«  auili  für  Grade  gebranehl  wird,  und  «ia 

llisr  oft  zu  Verwechselungen  Anlass  geben  wurde. 

**)  Der  muthroassliche  Fehler  int  von  dem  möglichen  zu  onter« 
scheiden.    Der  letztere  dürfte  doppelt  «o  groM  anzunebuieo  sein. 
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Beispiel  2.   Man  verfahre  vrieyia  Beispiel  1.  aod  erhalte 

bei  B  85,11» 

„  C  eilMÜte  flum  79,7^ 

NebeD  Ä  =  5«9i>  indet  mao  die  Entfenrang  li  =  484»  mit  ei- 
nem meflnimeeiiciien  Fehler  tod  %  =  ^* 

Beispiel  3.   In  einem  ähnlichen  Falle  erhalte  man  bei 

B   Vl^ 

C  36^»» 

Abgesogen  von  362,7^  giebt  Ass9JSfi, 

wof&r  man  die  Eotferoeng  findet  d  =  763x  mit  einem  mnthmaaa- 
iidien  Fehler  Ten  *%  =  10». 

Beispiel  4.  Eine  sehr  kurze  fiotfernuDg  Aß,  etwa  die 
Breite  eines  Flusses  sei  zu  messen. 

Man  messe  von  ß  nach  C  nnr  2'  s  IQx  ab.  Alan  vIsire 
in  B  nach  A,  npd  erhalte  134«4o 

daimnf  visire  man  m  C  nach  A»  vnd  erlialte  123«?^ 

Abgezogen  giebt  10«7®. 

Man  euehe  zu  A^  «Ha  Entfernung  266«,  welehe  mit 
0!»2  multipHcirt  63«  als  die  Breite  dea  Fluaaea  giebt,  mit  einen 
mntiinaaalicben  Fehler  Ton 

Beispiel  5.  Es  soll  die  Entfernung  eines  sehr  entlegenen 
Ponktea  gefunden  werden.  (Taf.  II.  Fig.  6.) 

Man  messe  BC  =:  50*  fünfmal,  aber  an  etwas  verschiedenen 
Stellen,  so  dass  die  Punkte  Z?',  B'\  B'"  u.  s.  w.  etna  aus 
einander  liegen,  und  ebenso  die  Punkte  T  ^  C"  C"  u.  s.  w.  Man 
visire  von  B'y  B"  u.  s.  w.  und  von  C,  C"  u.  s.  n-.  fünfmal  gegen 
A,  Man  erhalte 


Digitized  by  Google 


9,  ffeU:  MaMn9  «ät  ätr  ktwttu  Basis.  65 

hei  B'  236.10  i^c'   234,ö« 

„  ÜT.  .  .  .    mO.  C"  23M 

„       .  .  .  .  23Ö3  «  C  2343 

^  Ä''^.  .  .  .  236,6  ^  C'»'.  .  .  .  234,1 

^  »F  .  .  .  .  235.6  er  234,0 

llUtei  B  =  235,80»  Mittel  C  =  234,26» 

•      Diff.  Ä-C=  1,520*). 

Man  findet  oebf^n  .4^-1,550  die  EntCernnng  i2=:1848x  und  mit 
BiasnreehnQng  von  V»  der  Differenz  aas  der  dritten  Spalte  mit 
37  einlebt  sieb  die  gesucbte  Entfernang  d  —  lä85x  mit  eioer 
nrathmasfilicben  Uofticberbeit  von      ^  3^4  ^* 

Bitte  man,  anstatt  die  Visbong  fttnfmal  sn  wiederholen, 
die  Basin  BC  Änf&ek  so        .ss  60S  gemesMo,  so  wfirde  man 

fflr  AsslJT^  die  Entfernang  «£=370^  mit  einem  mutbmasslieben 
Fehler  Ton  %^  =  12^*  gefunden  haben.  Um  Schritte  so  er- 
balten»  wurde  370  mit  5  mnltiplieirt,  was  1660«  ergab**). 

i.  10. 

Beispiele. 

Gebt  es  niebt  an,  oder  ist  es  nicht  beqnem,  BD  (Taf.  ll.Fig.7.) 
heinahe  senkreeht  auf  Aß  mu  messen,  oder  will  man  ans  jBD 


*)  Die  fcenaaeres  MtSMO  würden  folgende  gewetea  «ebi: 

b0i  ^.  .  .  .m«  6' 98,8«       bei  c* ,  .  .  .au»S4'  m« 

„  tf' .  .  .    985  ft?  IM                                „  M  50.9 

„    Ä*^  .  .  .  .         48  0.0  H         .  .  .  15  »M 

Ä'^.  .  .           38  45,«  „  C'f^  .  .   .    „  6  21.8 

„    BV  .  ,  ,  ,        2y  31,a  „         .  .  .  288  57  7,6 


Mittel  B  =  235«  48'  Mittel  C  =  234«  15'  86* 

=  235,80"  =  i£H,a6» 


Oiff.        (7  =  !•  32'  24*  =s  1,54«. 

Die  richtige  Entfernung  würde  1859,8X  gewesen  sein.  Die  Dif- 
ferenz TOD  bezüglich  — 25X  oder  -|-10X,  je  nachdem  man  an«  einer 
fünfmaligen  Anvisirung  von  A  ein  Mittet  nahm,  oder  aber  eine  fnnf- 
fach  «o  greaae  Baais  abmaa«,  dieae  Differens  entateht  daraas,  das« 
wsm  bei  gensaer  Meaaung  nldit  A  =  1,^^  eeedeni  1,64  and  bezuglich 
niaht  A  1,f  tss  T^dS',  aeadera  Ä  ss  7,686«  asT«  8»'  91,8«  bitte  «ffhalleB 
mfiaaen  ;  eine  Dllfofens  von  0,044«,  welche  die  Torauageaetste 
keU  de«  Meaainatrnnieata  aicbt  gewährte.  Man  «reieht  AbiigaBe 

Theu  mm.  5 


I 


Digitized  by  Google 


66  9,  Ffeit:  ttewMg  mifder  kurteM  ßMi$, 

die  Entfernung  von  Punkten  bestimme«,  welche  gegen  BC  eine 
erheblich  schräge  Lage  haben«  so  Ist  riaan  gonOtbigt,  sich  der 
Tafel  IL  au  bedienen. 

Man  bestimmt  snerat  AB  aoa  Tafel  1.,  wie  gewSbolieb. 
AUdaaD  aucht  man  entweder  (Ai-B)  oder  C  in  einer  der  ernten 
beiden  Colennen  von  Tafel  II.  Der  daneben  stehende  Werth 
von  p  wird  mit  AB  multiplicirt.  Das  Produkt  AB.p  AB* 
nach  Wegwerlung  von  drei  Declmalatellen»  giebt  die  geauchte 
Entfernung  des  Punktes  A» 

Wäre  daran  gelegen,  anch  AC  an  finden,  so  ▼erfftbrt  man 
ebenso,  sucht  jedoch  {A-^C^  anstatt  {A  -f-  B)  oder  B  anstatt  C 
in  einer  der  lielden  ersten  Colonnen  von  Tafel  II. 

Häufig  wird  es  bequem  sein,  AB  nicht  mit  sondern  mit 
der  dekadischen  Ergänzung  von  p  zu  multipliciren,  und  das  Pro» 
dukt  von  AB  abznztehen.  Der  Rest  ergiebt  dann  die  gesuchte 
Entfernung  A&.  ' 

Beispiel  6.  (Taf.  II.  Fig.7.)  Ei^  sei  in  einem  Falle,  wo 
sich  BC  nicht  beinahe  senkrecht  auf  AB  messen  Hess,  ^  =  3,9^ 
gefunden.  Man  erhielt  daneben  rf  =  733x.  Es  sei  aber  der  Win- 
kel, welchen  BC  mit  AB  bildet,  nämlich  B  —  59^',  also  {A  +  B) 
=  62,9».    Neben  findet  man  mit  BerOcksichtiguug  der  Dif- 

ferenz in  der  3ten  Spalte  p  =0,893. 

Durch  Multiplication  erhält  man  733  x  0,892  =  733  —  733 
X0,108  =  733—79  =  654x  =  ^^,  als  die  gesuchte  Entfernung. 
Der  muthmassliche  Fehler  wird  in  dem  Verhältnisse  kleiner,  als 
BD  kleiner  wird.  Er  beträgt  also  in  dem  vorliegenden  Beispiel 
«>/,x0,9  =  9x. 

Beispiel  7     Gegeben  A^2A(3^  und  iß  =131,30,  also 
4-^=133,7».   Man  findet  aus  Tafel  L  dss  1193,  und  neben 
134^   mit  Berücksichtigung   der  Differenz»   p  =  0,725,  mithin 
ilB=:1193x0.725=86ÖN,  mit  einem  muthmassllchen  Fehler  von 

Beispiel  8.  Es  sei  A^^JBfi  und  ^ss80»,  also  Ai-BssBiJBf^. 
Man  suche  ans  Tafer  I.  au  9JSf^  die  Entfernung  dsiSOK,  und 


Belaplel  fiii,  dass,  wo  es  aagdit,  die  AbsMMraag  einer  Ungeren  Basis 
voRBslehea  Ist.   iHo  Annsiime  eine«  Mittels  gab  M>i»  all  den  nath«- 

maailicheD  Fehler,  die  längere  Basis  da^egea  aa#  11^.  Der  Fsblar, 
T,7<>'aastakl  7,666«,  woide  abslehtUch  «ehr  grase  aagsaesiSMn* 


Digitized  by  Google 


p,  Pfeii:  Mttnmg  amf  dtr  kurten  Bmil$,  67 

Vä  A^^  B=z9^  die  Verhältni8SS«U  p  =  1,002,  so  «rbSIt  am 
Ji^s  390x1,002  =  291  als  die  gesochte  EDtfarnuDg,  mit  einen 
mutfamasslichen  Febier  von  %  =  1,ÖX.  flfan  ersieht,  dass  die 
BeracksichtiguDg  der  schrfigeo  Bicbtang  von  BC  vernaeUiMigt 
werden  kooote., 

11. 

Beispiele. 

Es  mügeo  hier  noch  einige  Aufgaben  der  roilitairiscben  Feld- 
messkunst folgen,  um  die  Anwendbarkeit  des  Verfahrens  zu 
zeigen. 

Beispiel  9.  Aus  eiqem  gegebenen  Punkte  die  Lage  eines 
aoderen  Pnoktea  su  beatlmmeii.  (Taf.ll.Fig.2.). 

Der  gegebene  Punkt,  ae  welchem  sich  der  Beobachter  be- 
fndet,  aal  derjenige,  deaaee  Lage  beadmait  werdea  aoU»  aei 
A*  Man  meaae  ana  B  efaie  Baals»  BCt  van  fiO)l  ader  beiü^leb 
Tee  60*  ab  (Je  naeb  der  Eatfernaag  Tan  ungefkbr  aenkrecbt 
aaf  AB*)*  Man  viairt  yan  B  gagea  A  und  findet  die  Riebtmig 
Yen  AB  durch  die  Magnetnadel.  Femer  viairt  man  von  C  gegen 
und  durch  beide  Viairtinlen  erhSit  man  den  Winkel  A.  Für  den 
'Winkel  A  findet  man  aus  Tafel  I.  die  Entfernung?  des  Punktes 
A,  und  da  man  auch  die  Richtung  von  AB  kennt,  so  ist  die 
Lag«  des  Punktes  A  gegen  B  .bestimmt 

Beispiel  Ana  einen  gep;ebenan  Punkte  A  die  Lage 
den  Punkten  B  an  beatinunen,  wo  aieb  dar  Beobaebter  befindet 

Die  Auflösung  dieser.  Aufgabe  ist  eben  so,  wie  im  Bei" 
spiel  9.***). 

Beispiel  II.  Eine  grosse  StaadBnie  an  geometrischen 
Zwecken,  etwa  eine  Vlsrtehneile  lang  an  meaaen.  (Taf.lLFig.6^) 

Nachdem  man  die  Endpunkte  der  gewählten  StnndHnle  dent* 
Beb  beaeicbnet  bat,  meaae  man  aenkrecbt  anf  diaaelba  eine  Baaia 


f)  V«rgl.  $.  5.  am  Ende. 

**)  So  ist  in  den  Keispielen  1.  bix  5.  überall  otcht  nur  die  Entfer- 
nung von      Mndeni  auch  dotsen  Luge  gegen  B  bokaanS» 

***}  BekaaslUeh  «lad  aar  LStuog  dieier  Aa%abe  aach  dea  ge-> 
-wwbaMea  Melbedep,  aUl  Hill»  der  BooaMle  awel»  ebne  diese  drei 
g^ebene  Punkte  io  gänttig«r  Lage  «cfMderitek.  TergL  t.  Wedell« 
das  aHliiaiviMibe  AafiiehaieB,  $.118. 
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BC,  von  50^  Länge,  und  verfahre  dabei,  wie  in  Beispiel  5.,  in- 
dem man  den  Punkt  A  aus  verschiedenen,  eine  Ruthe  aus  ein- 
ander liegenden  Punkten  der  Basis  BC  anvisirt,  und  aus  5  Mes- 
sungen ein  Mittel  nimmt. 

Man  habe  foigeode  RicbtaiigeD  der  VisirKoie  AB  erhalten: 

Bei  B'  66.1« 

JB".  .   66,0 

 .  66,9 

B'^   .66.8. 

Bf"   .  66.7 

Mittel  65,90» 

Bei  C  60;5» 

C"  60.3 

er  60.2 

 60,1 

C  60,0 

Mlttei  C=  60.22 

A  s=  6.68»*). 

Man  erhält  bei  J  =  5,68  eine  Länge  der  Standlinie  rf= 502,8*, 
mit  einem  muthniasslichen  Fehler  von  =  2;^*,  oder  etwa  0,44 
Procent  der  gemessenen  Länge.  Mit  einer  halb  so  grossen  Ge- 
nauigkeit, aieo  mit  einem  Fehler  reu  0,887o  ^int  nao  von  den 
Endpunkten  dieser  Standlinie  ane  verschiedene  Punkte  der  Um- 
gegettd  bis  su  einer  sehnfach  so  grossen  Entfeniaug.  fdso  bis 
gegen  6000*  oder  2}  Meilen  bestimmen  kSnnen.  Oer  mvthmass- 
Hebe  FeUer  in  der  Lage  dieser  Punkte  wfirde  also  sein  0.44 
+088»  1.32  =  li%  etwa**). 


GsaauOT  wfirde  die  MeMung  folgende  g^oMo  srfnt 
Bei    '  «6«  8^  e* 

 «     1  IT 

^  .  .  .  .  .    66  54  98 

BMF  „    4T  3f» 

B^  40  50 


Bei  i;'  «><»snM«* 

C  1017 

 ,»  »w 

cir  „    6  40 

C^.  .  .  .•  .  0  0 


Mittsi  ^==fi')"r)r28'' 


**)  Es  sei  dis  richtig  gemessene  Standliaie  if.  die  daraas  riditig 
abgeleitete  Entfernang  eines  Panktei  sei  Fd^  wo  F  irgend  eine  Fanbtion 
von  d  bedeutet.  Nun  sei  die  fehlerhaft  bestimmte  Standlinie  d'  =dAzSd, 
wmä.  die  Foaktioo  f  werde  um  s'F  fehiorhaft,  so  ergiebt  sich  die 
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Man  «siebtf  dMM  ein«  solche  Genaaigkeit  In  PSUea  MUr 
fdchm  dürfte^  wo  m  an  Zeit  nnd  Gelegenboit  gebriebt,  genanete 
Operationen  vorsnoebmen. 

Beispiel  12.  Von  einem  gegebeoea  Punkte  B  aus  Ter- 
scbiedene  Punkte  der  Umgegeod  zu  bestimmen.   (Taf.  IL  Fig.  8.) 

Man  mesoo  Ton  B  aaa  eine  Baal«»  BCss  10^  in  solcher 
LagOj  dass  man  von  da  aus  nach  den  gesuchten  Punkten  A,  A\  A" 
u.  a.  w.  in  nicht  allzu  schräger  Richtung  sehen  kann.  Sollten 
eioige  Punkte,  A^^y  A^  u.  a.  w.  gegen  die  Basis  BC  eine  zu 
schräge  Stellung  haben,  so  messe  man  von  B  aus  noch  eioe 
zweite  Basis,  BC  in  günstigerer  Lage  gegen  diese  Punkte. 

Von  BC,  oder  nacb  Befinden  von  BC  ava,  meaae  »an  die^ 
Entfernungen  AB,  A'B,  A'^B  a.8.w.  mit  Hülfe  von  Tafel  I.  nnd 
Tafel  II.  Die  Richtung  der  Linien  AB,  A'B»  Al'B  n.  ä.  m., 
wird  glelchaeitig  durch  die  Magnetnadel  gegeben. 

Ist  ein  Tbeil  der  gesuchten  Punkte  too  B  aöa  weit  entfernt, 
ao  wird  man  filr  diese  Pnnkte  BC  nnd  J^CasSO^  meaaen,  ÜBr 
die  nSberen  gleicbseitig  Be  nnd  Be  »  IO^ssSOk.  Man  kann 
aicb  aladano  der  kttrsereo;  oder  der  lingeren  Basis  beliebig  be- 
dienen. Tafel  L  gieht  dann  selbstredend  die  Entfernung  in  dem 
jedesmal  sn  Grande  gelegten  Maaase. ' 


Die  Messung  auf  der  kurzen  Basis  dürfte  eine  sehr  ausge* 
breitete  Anwendung  zulassen.  Zunächst  wird  sie  in  fast  allen 
Fällen  ausreichen,  wo  eine  Terrainaufnalmie  mit  grosser  Zeiter- 
sparniss  ausgeführt  werden  soll.  Aus  Beispiel  11.  ersieht  man, 
dass  sie  sogar  genügt,  um  eine  Standlinie  von  beträchtlicher  Länge 
SU  messen.  Für  Detailaufnahmen  aber,  zu  militairiscben  Zwecken, 
mSchte  sie  wohl  überall  eine  hinlängliche  Genauigkeit  gewähren. 

Man  bedient  sich  jetzt  in  Pieussen  dazu  vorzugsweise  der 
sogenannten  KippregeL  Bekanntlich  besteht  das  dabei  beobacb* 
tete  Verfahren  darin,  dass  ein  Gehülfe  eine  in  Decimaizolle  ein* 
getheilte,  80  solcher  Zolle  lange  Distanzlatte  an  diejenigen 
Punkte  trägt,  deren  Ort  bestimmt  werden  soll.  Der  Beobachter 
liest  durch  ein  ziemlich  starkes  Fernrohr  auf  der  Latte  die  An- 


fehlerhaft beiitimmle  Entfernung  (V F'  —  (d:i:Sd)(F4:Fs')  =  (Fd±Psd 
±^Fs'd-^Ss'Fd=Pdil±s±s'-^S8')  =  Fd[l±is •{■$')]  weil  s's  wegen 
•einer  Kleinheit  verachwindet,  mithin  Fd  — F'd'  =  ±ls-^s'). 


f 
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sahl  Zolle  ab,  welehe  loMrlNÜb  ▼on  drei»  resp.  zwei  ParaltelfkdeD 
faü  Okiifanr  de«  FerDrotm  ewA^wa*  Die  abgeleiaMD  SoR« 
geben  die  gleiche,  bezüglich  die  doppelte  AmaU  Rothen,  welebe 
Jedocli,  nach  dem  vorher  ermittelten  Fehler  dee  Inetmmentiit  and 
swar  In  Besiehnng  auf  dae  Auge  des  jedesmaligen  Beobachteis, 
redocirt  werden  mOssen.  Mao  rechnet,  dass  sich  mit  der  Kipp- 
reget  und  Distanzlatte,  bei  bestem  Liebt  Eotfernungeo  bis  an 
600x  mit  hiolänglicher  Schfirfe  «chätzeo  lassen*).  Wie  gross 
dabei  die  Uosicherbeit  sein  mag,  ist  nicht  bekannt.  Es  sei  je- 
doch bemerkt,  dass  bei  der  Kippregel  die  zum  Grunde  gelegte 
Batiii«  (für  600«  r=  120^)  nur  0,6  Ruthen,  bei  der  Messung  auf 
der  kurzen  Basis  dagegen  10  Ruthen  beträgt,  aiso  16%  rac^l 
gross  ist.  Die  EntCernung  von  600^  würde  durch  die  Messung 
auf  der  kurzen  Basis  bei  einem  Winkel  A  =  4,8^  etwa  mit  einer 
Onaicberheit  von  6x  also  von  1%  der  gemessenen  Entferoung 
sn  entnehmen  sein. 

Vor  Allem  dürfte  die  Messung  auf  der  kurzen  Basis  f&r 
Artllteristische  Zwecke  ein  brauchbares,  ja  wohl  das  ein- 
zig praktisch  brauchbare  Mittel  abgeben,  um  die  EntFernun- 
gen  der  Schussziele  zu  bestimmen.  Mao  hat  zahlreiche  und  kost- 
spielige Versuche  gemacht,  die  Entfernungen  durch  Beobachtung 
«'on  einem  einzigen  Standort  aus  zu  schätzen,  und  der  Ver- 
fasser dieses  Aufsatzes  bt  selbst  nicht  frei  voo  dem  Vorwarf 
geblieben,  dergleichen  Varsnehe  angestellt  sn  haben.  Das  Ge- 
lingen solcher  Versuche  ist  jedoch  in  keiner  Weise  sn  hoffen* 
Die  vnfiberwindiiche  Schwierigkeit  liegt  in  der,  fllr  die  klehisten 
Bewegungen  nngeni^nden  FesHgfciAt  der  angewendeten  Bfate* 
riallen.  Eisen,  Messing  oder  Holz,  und  in  de^  daraus  entsprin- 
genden l]nmOglicbkeit,  den  Oolliroatioosfehler  der  Instrumente 
festznbalten.  Wenn  ein  Kanonenrohr,  auf  den  Zapfen  liegend, 
sich  an  beiden  Enden  abwärts  biegt  wie  der  Spinnenfaden  im 
Okular  des  Fernrohrs,  ja,  wenn  die  festeste  Mauer  dem  Druck 
der  menschlichen  Hand  merkbar  weicht  **),  so  darf  es  nicht 
Wunder  oehmen,  wenn  auch  das  solidest  gebaute  Instrument 


*)  U.  Wedelt,  da«  inilitairitche  Aufnebmeo,  S.  146.:  „Dio 
Lange  aller  übrig««  IfiotfenMingeii,  so  wät  ela  nicht  Mhon  an«  dar 
Aafnahme  (aiit  dem  Messtiseh)  eelbet  henrorgdit,  wird  in  Jen  gtSmttn 
Naaantibfla  dareh  die  Kette  ermittalt,  in  den  kleineren  dagegen  w«iv4aB 

die  längeren  Linien  abgeecbritten ,  die  kürzeren  nach  dem  Aa^enmanese 
bestimmt/*  in  «o  Welt  nsn  eich  nicht  der  Kippregel  und  Oietansiatte 

bedient    (S.  9«.) 

**)  T.  Littruiy,  Die  Wunder  des  llirameU.    b.  Auflage,  S*  S89. 
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buierMb  «ehr  ftfncr  GreoMa  nur  mA^ntkutät,  «ad  4uAi  an- 
bittaehbare  Anftbeii  g^wlbran  bum.  Es  wQrde  Letiteim  dar 
Fall  seio»'  seibat  weoa  «in  solcbes  Imtmmeat  aicbt  bestimint 
wir«,  baim  Transport,  aad  bei  der  Umdbabaag  in  Felde  aiaa 
tlemlleb  roba  Bebaadlaag  se  artragea.' 

Folgeada  BrCrterang  dflrfle  diese  Behauptung  noch  etwas 
aäber  begrOadee.  Jede  optiscbe  Distaaimessaagt  obae  Ausnahme» 
barabtt  aod  kaae  aar  berabea  aaf  dem  Winkel,  den  atrel  Viair- 
liaiea,  too  dea  Badpanktea  elaer  Baals  aasgebend,  gegen  ligead 
eiaeo  aaderen  Punkt  bla  bilden.  Je  kleiner  Jeae  Basis»  am  so 
grosser  muss  die  Grenanigk^t  der  Winkelmeaanag  aein,  and  am- 
gakebirt  ist  bei  einer  grosseren  Basis  eine  genauere  Winketmes* 
song  entbehrlich.  Wäre  t.B.  eine  Baals  von  6  Fuss  (die  Manns- 
höhe des  Gegners)  ^enau  messbar,  wie  sie  es  Iceineswegs  ist, 
so  wurde  es  müglich  sein,  daraus  die  Entfernung  des  Feindes 
mit  eben  so  grosser  Genauigkeit  abzuleiten,  wie  durch  die  vor- 
geschlagene Messung  auf  der  kurzen  Basis,  aus  einer  sol- 
chen Basis  von  50^=:  10^  —  120  Fuss,  sobald  das  gebrauchte 
Instrument  eine  zwanzigfach  so  grosse  Genauigkeit  gewährte,  als 
die  Boussole.  Wenn  also  Letztere  mugticber  Weise  um  0,1^  =  ^ 
fablte^  sa  fHSrde  janaa  sappeairte  laatrameat  keinen  Febler  fiber 
y^sslSf  salassaa  dfirfea,  am  aiaa  gleicb  gressa  Gananigkeit  sa 
gairlbran. 

Das  vollkommenste  Messinstrument,  welches  ohne  solides 
Stativ  gebraucht  wird,  ist  wohl  der  Spiegelsextant;  und  seit 
seiner,  jetzt  mehr  als  andertbaibhundertjährigen  Erfindung  haben 
die  grGssten  Gelehrten,  and  die  geschicktesten  KGnstler  gewett- 
eifert,  Ibm  denjenigea  Grad  von  VoUkamiaeabaitsa  gaben,  deren  er 
nblg  Ist  Mit  diesem  Instrümeat  kaaa  aia  geübter  Baobacbtar, 
bei  gehöriger  Rvba  and  Sorgfalt,  aaf  dem  Lande  SoaaanhVhaa 
aabmaa,  mit  aiaer  Gaaaaigkelt,  welebe  elaea  FaMar  vaa  AT*  fBr 
dea  gamessaaea  Winkel  (die  doppelte  Sonnenhohe)  nicht  Ober- 
ateigt*).  Dieses  ist  der  Fall  bei  Objecten  der  allerdeotliebstaa 
Art,  wie  solche  bei  terrestrischen  Beobachtungen  niemals  vor* 
kommen,  auch  unter  den  allergunstigsten  Verhaltnissen  nicht. 
Ist  nun  wohl  irgend  eine  Wahrscheinlichkeit  vorhanden,  dass  ein 
Instrument  erfunden  werde,  welches  in  den  Händen  eines  minder 
geschickten  Beobachters,  bei  minder  deotlichen  Objecten,  in  der 


*)  Bohnenberger ,  geographische  OrUbeatinimang ,  S.  145.  E« 
iat  hier  allerdinga  von  dorn  innglinhen  Fehler  die  Rede,  der  wahr- 
■dMdalWM  ist  «HffichllliDh  geringer.  ■ 
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9.  Pfeil:  Slessung  auf  der  kurzen  Basis. 


Ourahe  des  Meebts  flbw  8}  laal  meltr  leiste»  als  der  Spiegel* 
seztast  anter  deo  gflnstigetMi  VerbiHnlesen? 


Gleichwohl  wurde  raan  Unrecht  haben,  wollte  man  es  auf- 
geben, nach  einer  brauchbaren  Methode  zar  sicheren  und  schnellen 
AnfiGndung  von  Entfernungen,  der  Schussziele  zumal,  zu  suchen. 
Wenn  früher  vorzugsweise  dem  Artilleristen  die  Kennfniss  dieser 
Entfernungen  Bedürfniss  war,  so  ist  seit  Einfuhrung  der  fern 
treffenden  Infanteriegewehre  eine  richtige  Bestimmung  der  Di- 
stanzen noch  mehr  fär  die  Infanterie  uneDtbebrlicb,  will  man 
ideiit  daa  (allerdin|^  in  seinMi  Erfolgen  swelfeliiafte)  Fernschleeeen 
gänsUch  anheben.  Denn  die  Infuiterie  bat  niebt  einmal  dieJMOg- 
iiebkeit,  ProbescbfiMe  su  tbon,  womit  sich  wobl  die  Artilleile 
bilft.  Aber  aneh  bei  Probescbaesen ,  *wenn  aolebe  überbanpt 
ni0glicb  sind»  was  oicbt  immer  der  Fall  ist,  gebt  7eit  nnd  Mate- 
rial verloren,  welche  durch  eine  vofgSnglge  Messung»  meist  ohne 
alle  Gefährdung  der  Batterie  erspart  werden  Ecoonen.  Sollten 
dämm  fOt  die  Ermittelung  der  Distanz  aiicb  einige  Minuten  Ter- 
loren  gehen ,  so  würde  der  Zeitverlust  durch  die  weit  grössere 
Zahl  der  Treffer  überreich  ersetzt  werden.  Es  lässt  sich  aber 
auch  kaum  begreifen,  wie  überhaupt  ein  Zeitverlust  durch  ge- 
naue Abmessung  der  Entfernungen  eintreten  künnte.  Sobald  nur 
ein  einigermaassen  deutliches  Ziel  sichtbar  ist,  können  die  Mes- 
sungen jederzeit  vor  Beginn  des  Gefechtes,  oder  in  den  Pausen 
desselben,  ja  sogar  wibiend  die  Batterie  in  Bewegung  ist,  oder 
im  Fener  atefat»  vorgenommen  werden.  Nichts  hbdert  den  Ar- 
tiUerlsteo»  schon  während  der  Messnng»  nnd  bei^r  diese  vollen- 
det ist»  eben  so  got»  oder  eben  so  schlecht  an  schieesen»  als  | 
er  es  jetst  kann.  Hat  man  aber  einmal  die  Entfenuing  des  ste»  ^ 
henden  Feindes,  oder  bestimmter  fester  Punkte,  so  ist  nichts 
lichter,  als  diese  Entfernung  fest  zu  halten»  nnd  ihre  Verän- 
derung, auch  in  der  scboelisten  Gangart,  geni^  an  coatroUlten» 
nnd  sn  berOcksichtigeB. 

^Die  Bedingungen  einer  militairischen  Distanzmessung  sind 

vor  Allem  folgende:  erstens,  Dauerhaftigkeit  nnd  Cnveräoderlich«  j 

keit  des  Instrumentes»  auch  bei  nnvorsiehtiger  Behandlung  im  . 

Transport  nnd  im  Gebrauch;  aweitens»  leichte  nnd  äbersidittlclie  j 

Berechnung;  drittens»  Zuverlässigkeit  In  sohshem  Grade*  als  es  i 


die  Scbnsswaffe  verlangt;  erst  die  vierte  nnd  entbebrlichste  1} 


Bedingung  ist  Zeiterspamiss.  Es  wäre  ein  Missgril^  wollte  man 
dieser  letsten  Bedmgung  irgend  einen  Punkt  jener  drei  ersten 
aufopfern. 

Die  BonBsole  ist  ein  Instrument,  welches  eine  siemlich  rohe 
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Behaadlong  ohne  Nachfh^  vertrigt  Die  damit  ausgefillirten 
BeobaehtoBgeii  aM,  iMMchalb  gegebeoer  Grmen,  dorehaiis  » 
verlifsig»  wad  M  von  Sturangeo  ^arcb  Siusere  Umsttiide. 
Die  Betechnung  nach  der  Methode  der  Messung  auf 

der  kurzen  Basis  geht  nicht  über  die  KenotDiss  eines 
Soldaten  hinaas,  welcher  die  Dorfschule  besucht  hat, 
sie  ist  dabei  leicht  zu  controlliren.  Der  Zeitverlust  endlich  ist 
geringe  ood  icomoit,  wie  geseigt  wurde,  nicht  in  Betracht 

VerbeeseinigeD  des  Verfiihiens  sind  atterdings  mSglich.  Sie 
kSnnen  aber  nur  gefnnden  werden  in  Verbesserungen  des  an- 
gewendeten Instrumentes,  der  Boussole  nämlich,  und  ihres  Sta- 
tivs im  Sinne  grosserer  Geoauigkeitr  ood  wobi  aucli  grosserer 
Scbnelliglceit  in  der  Beobachtang. 


74  Mmt%ka:  Eine  auffäiUge  apenätit  der  Richtungen  der,  durch  ein 


VI. 

Bine  aafiaUigo  Eigenheit  der  Richtuageo  der,  durch 
eiB  PfiiOM  odw  durch  iii«hrere  Prismen  mil  pmllelen 
Kanten,  gebrodia[i0&  Ltditetniblen. 

Von 

Herrn  Dr.  fVilh,  Matzka, 
ProfeMor  na  der  Hochachale  su  Friig. 


Bei  einer,  zur  Verwendung  in  meinen  dieMenestralen  Vor« 
iMongen  über  Optik  ausgeführten  analytiüich  •  geometrischen  Un* 
tersuchung  der  Brechung  von  Lichtstrahlen,  welche  auf  ein  Prisma 
nach  beliebiger  Richtung  —  also  nicht  allein,  wie  in  den 
Lehrbüchern  der  Physik  überall  vorausgesetzt,  zur  brechenden 
Kante  desselben  senkrecht  —  treffen,  entdeckte  ich  eine 
Eigenheit  der  durch  selbes  gebrochenen  Strahlen,  die  selbst  in 
den  optiaeheD  HandbOebem  vottHersebel  (Verbalst.  Que- 
telet),  B.  Sebmidt  und  Uttrow  nicht  aogefQbrt  «rird  ond 
eioer  Offeotlicbee  Blittheilong  mir  nicht  unwerth  erscheint«  somsl 
anch  noch  meine  hier  folgende  Begrflndong  derselbeo  hOdist  ein* 
fach  nnd  leicht  Ist 

Die  angedeutete  Eigenheit  spricht  sUsh  in  folgenden  Sitsen 

1.  Wird  ein  Lichtstrahl  durch  ein,  von  einem  bestimm- 
ten  Medium  umgebenes,  Prisma  gebrochen,  so  tritt  er 
unter  dem  neitolichen  Neigungswinkel  gegen  eine  ge> 
«risse  Richtung  der  brechenden  Kante  dieses  Prisma  wie- 
der Ins  Mittel  binaus«  unter  dem  er  ursprfinglich  insPrisyna 
eingetreten  ist 

%  Geht  ein  Lichtstrahl  durch  eine  Reihe  won,  das 
Licht  ▼erschieden  brechenden  Mitteln,  welche  durch  Ebe- 
nen, die  allesammt  su  einer  feststehenden  Geraden  — 
der  ParallelliBie  —  parallel  sind,  von  einander  ahge- 
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Prisma  od,  durch  mehr,  PrUm*  mit  paraii.  Kant,,  gebroeh,  UchUraht,  75 

sondert  werden,  %lao  durch  ein  Syetem,  der  Ordnang  nach  an 
datadar  «ich  aMchteModtr.  P^toneo  wM  Kantor  mtor  aieb  p«?- 
allttleB  bracfa^odeii  Kanten  hiadnreh;  und  tritt  er  nach  allen 
erfiihtenen  Brechnngen  endlich  las  iraprangllcfae  Mittel  wieder  hin« 
ana:  eo  geachleht  nein  Anatritt  unter  demaelben  Nel* 
gungawinkel  gegen  eine  bestimmte  Richtung  jener  Parallel- 
iinie»  unter  welchem  aein  Eintritt  erfolgt  war. 

Beide  äätze  sind  eigentlich  hSdiat  nahe  liegende  Folge» 
runden  aus  demjenigen  Lehrsätze,  den  ich  in  diesem  Archiv, 
1860,  Tb.  XXXIV.  S.321.  in  nelnem  Aufsätze:  „Interessante 
Abänderung  des  Ausspruchs  des  Gesetzes  der  ge- 
wöhnlichen Llchtbreohang"»  2.  Aba.»  in  folgender  Faaanng 
airfigeHtellt  habe: 

„Bei  der  (gewühnlicben)  Brechung  des  Lichtes  an  einer, 
zwei  Mittel  scheidenden,  Ebene  ist  das  beständige  sogenannte 
Brechungsverhältniss  auch  gleich  dem  Verhältnisse  der  Cosinus 
der  Winicel,  weiche  der  einfallende  und  der  gebrochene  Licht* 
strahl,  nach  der  Richtung  ihrer  Fortpflaeziing  genommen,  mit 
waa  imnier  fiir  efaer  tur  Trenmingsehene  gleieMnnllBndei»  Rieh* 
tnng  hüden." 

Sind  nemlich  eratens  ft,  fi',  ft"  die  Wiobel,  welche  Hiie- 
buogaweia  der  in  ein  Prisma  eiotretoodey  der  darin  (gebrochen) 
eich  fortbewegende '  nnd  der  ana  Ihm  ina  uraprflngliche,  daa 
Priama  umgehende,  Blittel  wieder  hinanafahrende  Lichtatrahl  mit 
einer  gewissen  Richtung  der  brechenden  Kante  bildet,  und  ateUt 
ft  de»  Brechongsindex  beim  Uehergange  des  Licbtea  aua  dem 
Mittel  (z.  B.  Luft)  ins  Prisma  (z.  ß.  Glas)  ▼or:  so  hat  man,  well 
diese  brechende  Kante  in  beiden  Trennungsebenen  (den  Wänden 
des  Prisraa)  liegt,  zufolge  des  erwähnten  Satzea,  bei  der  ersten 
Brechung  im  Prisma  die' Proportion 

coafi:ceafft'  sntl« 

bei  der  aweiten  Brechung,  dem  Wlederanatritt  ina  Mittel,  aber 
die  ProportiOB 

coe(i'seee|i^  SS  1  :n$ 

» 

milMn  folgt  aus  beiden  sofort 

und  da  solche  Wink«!  jedealual  ala  hoM  «tW)  an%efiM»t  Wer- 
den, iat  nach.  , 

#^"  =  1^ 

Sind  femer  im  swelten,  allgemeinen  Falle  die  Trennonga* 
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Cff  C|»  Q^»  •«••  Cr»  •••• 

von  r-f  ],  der  Reibe  nach  paarweis  an  einander  grenzenden,  ver- 
schiedenen licbtbrecbeodoD  Aßttoin  za  einer  feetetebenden  Ge- 
mden  g  parallel,  also  auch  Ibre  DarcbsehnlttllDieo  (bredieiideii 
KABteD)  s«  dieser  €reracleii  uod  folglieh  aneh  nster  eineiider  pa- 
rallel; so  seleb 

;*»  ¥-1»  f*a»  f*s»  ••••  (»»»  ••••  f*»- 

die  (durchaus  hohlen)  Winkel«  welche  der  einfallende  Strahl  und 
die  sämmtlichen  ran  jenen  Trennungsebenen  gebrochenen  Strahlen 
nach  der  Ordnung  mit  derParalielline^  bilden.  Zugleich  seien  die  so- 
genannten absoluten  ßrechungsexponenten  säromtlicber  nach  ein« 
ander  folgender  Mittel  den  Quotienten  oder  reciproken  Wertben 

.1111  1  '  1 

—  •  — ■  — •  — •  •  •  •  •  — ,  •  •  •  •  -~ 
Jl     ll|     «1  m  «r 

proportlolürt,  welebe  4er  Vlbtatfonstbeorie  des  Llcbtes  snfolge  • 
des  GesehwindlgiEeitei  der  Fortpflanzung  desselben  in  dieser 
Ketle  TOD  Mitteln  proportiooal  sind;  folglich  seien  die  relatitren 
BrechaDgererbältobise  swischen  den  naeh  einander  kommenden 
Paaren  dieser  Mittel 

1.1       1.1       1.1  r 

•  — »    ~~  •  — t    —  •  — »   n*  s»  !• 

Da  nun  die  Paraliellinie  g  za  allen  angeführten  Trennung^ 
ebenen  parallel  ist«  so  hat  man  an  der  TreoDungsebene  S|  die 
Proportion 

1.1 

eosfiteoeiii  s  — 
n  iii 

oder  kürzer  die  Prodncteogleichaog  * 

»cosf»  as  «t  eos  fif 
Aus  gieicheo  Gründen  besteht  ähnlich 
an  der  Trennungsebene      die  Glelduing  ineosiii  siiicosm 

t>    •>  •>  ^    t»  n         1lsC0Sf4  =  llteOS|lt 

n*  s*  fv. 

mitbin  zusammengefasst  an  den  Trennungsebenen 

Cl,  *  €^  C<  «r 

die  Gleichungen 

«eesf»  =  iiiees|ii  ss  «seosfit  ss  ii9eosfiass.M.=5iiieosfii=-.==iifeosfh^ 
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Ist  dann  das  (r-fl)te  Mittel  hinter  der  letzten  Trennungs- 
ebene       wieder  das  arsprüngiicb e  Mittel,  so  ist 

iir  =  «»  folglich  eoflfir  s  cosfi';  aod  hieroach  aocb  f^r^f^ 

Aus  der  letzten  Kette  von  Gleichheiten  zieht  man  noch  ganz 
leicht  folgende  Scblu8.se. 

1.  Für  einen  mittleren  oder  Zwischenstrahl,  z.B.  den, 
der  an  der  Trennun^sehene  iti  im  (i-|-l)ten  Mittel  gebrochen 
wird,  besteht  die  Gleichung 

n<cos  fi|  =  n  cos 

also  gibt  sie 

n 

eoBfi|=  — -oosii. 

Der  Neigungswinkel  irgend  eine.w  Zwischenstrahls 
gegen  die  Parallellinie  hängt  tlenmach  lediglich  ab  vom 
gleichartigen  Winkel  des  einfallenden  Strahles  und  von 
den  absoluten  ßrechungsindices  oder  vom  relativen  Brechungs- 
▼erbillDiase  derjenigen  zwei  Mittel,  in  denen  sieb  diese 
beiden  Strahlen  bewegen,  keineswegs  alier  von  den  almolnten 
Biedrangsindices  oder  den  diesbezif^licben  epüscben  Besebaf« 
fenbeiten  der  wom  Licbtstrable  sonst  schon  darchwanderten  Zwi- 
scbenmitteL 

IL  Sind  sonach  die  absolnten  Brochnngsexponen- 
ten  aweier  Zwiscbenmittal  gleich,  so  sind  die  diese 
Büttel  dnrcblanfenden  gebrochenen  Lichtstrahlen  gegen  die 
Parallellinie  auch  glelcbgeneigt 

III.  Well  die  Brechnngsiodices  jederseit  absolut  (anbezo- 
gen)  genommen  werden,  so  müssen  alle  bier  vorkommenden  Gest* 
DOS  einstimmig,  folglieb  die  In  Rede  stehenden  Neigungs- 
winkel allesaromt  glelebartig,  d.i,  durchweg  entweder  spitse 
oder  rechte  oder  stumpfe  sein.  Ist  demnach  der  einfallende 
Lichtstrahl  gegen  die  Parallellinie  (brechenden  Kanten)  unter 
einem  spitzen,  rechten  oder  stampfen  Winkel  geneigt,  so 
sind  es  auch  alle  gebrochenen  Strahlen  ebenso. 

Sollten  übrigens  diese  von  mir,  auf  einem  anderen  Wege 
selbst&ndig,  aufgefundenen  Sätze  bereits  vorläugst  in  einer  mir 
unbekannten  Schrift  an%estellt  worden  sein,  was  heut  <n  Tage 
ganz  leicht  mOglicb  wire;  *so  wtirde  ich  eine  anstftndige  Be* 
Mming'  hiergber,  wie  sie  selbst  von  tiefst  gelehrten  llSnoem 
aBSM^gebeD  pflegt«  gern  entgegen  nehmen. 

Prag  aa  Jiner  1807. 
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schramm:   Da*  Aneroid  aU  Instrument  %ur  Ueitung 


VII. 

Das  Aneroid  als  Instrument  zur  Messung  der 
Aenderangen  der  Schwere. 

4 

VOB 

Herrn  Professor  H,  Sehramm 

in  Wieoer-Keaatadt. 


Unter  diesem  Titel  finden  w  ir  in  Nr.  7.  der  östereichischen 
Zeitschrift  für  Meteorologie  einen  Aufsatz  von  Sr.  Excel).  B.  Freih. 
von  Wullerstorf-Urbair,  in  welchem  der  geehrte  Verfasser 
darauf  hinweiset,  dass  das  Aneroid  vou  der  ADziebungskraHt  der 
Erde  und  des  Mondes  nicht  derart  beefoflnsst  wird,  als  das 
QuecksHber-Bsfoineler.  Man  kOsae  ab»  ans  der  DUTereas  der 
Angaben  des  Aneroldee  nnd  eines  Barenelen  anf  die  Zesalme 
der  Sdiwere  mit  der  geograllseben  Breite  schllesaen;  ebease  kenne 
man  die  Abnahme  der  Schwere  mit  der  Hohe,  so  wie  deren  Ein* 
floSS  sof  die  Schwankungen  der  Ebbe  und  Fintb  des  Loftmeeres 
messen*  Diese  Ideen  sind  an  und  für  sich  ganz  richtig ;  es  frägt 
sich  nur,  ob  derlei  Messnogen  mit  den  genannten  Instrumenten 
in  ihrer  gegenwärtigen  Form  ausfährbar  sind  und  ob  sIs  zu  braucb» 
barsn«  verlässlichen  Resultaten  luhren  können« 

Da  ferner  der  geebrte  Verfasser  am  Scbfcuae  seines  Anf» 
Satzes  die  Männer,  deren  Beruf  es  ist,  die  Wisaenschaft  zn  pfle- 
gen» auffordert»  sich  diesen  Gegenstand  anzueignen,  in  der  Hoff- 
nung, dass  es  vielleicht  Andern  gelingen  werde,  sich  mit  derlei 
Untersuchungen  auf  eingehendere  Weise  zu  befassen,  als  es  bei 
ihm  der  Fall  sein  kann ,  so  möge  es  gestattet  sein ,  die  Auslubr- 
barkeit  eines,  solchen  Messungsverfabrens  zu  erörtern. 

Diese  Frage  Icftnaen  wohl  nur  SSableo  beantworten»  und  zwar 
jene  Zahlen,  welche  uns  die  entspredbends  Bemfsnng  cfcsr  sin* 
facbsten  Attraktiona-Gesetse  liefert 
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Bezeichnet  man  mit  G  und  G'  die  Gewichte  einer  Queckftii- 
bers&ule,  welch«  dieseUie  in  den  EotfernuDgen  R  und  {R-\'0) 
vom  BrdinlttelpBBkf«  besHsl»      Ist  belniiiitlioh  < 

G'.G'  zs{R^H)^'.B*. 

Solleo  aber  swei  Qveeksllbereitileo  von  gleichen  Qaeredmltte  and 
nncleicheiQ  Gewichte  einer  und  dereelbon  Lnftstole  das  Gleich- 
gewicht halten»  eo  mflsseo  ihre  Höhen  h  and  V  in  umgekehrten 
Verhiltoiaae  »i  deren  Gewichten  stehen»  d.  Ii. 

Im  vorliegenden  Falle,  wo  es  «ich  um  vorläufige  Schätzungen 
handelt,  kann  man  B  and  U  in  mnden  Zahlm  annehmen: 

r  SS  6377000  Unter» 

J7  SS  1000  Meter. 

« 

Gesetzt»  man  habe  in  dieser  Höhe  von  1000  Metern  Aber  der 
Meeresfläche  'einen  Luftdruck  von  680™"  am  Qnecksiiberbarometer 
abgelesen,  so  findet  man  mit  Hilfe  obiger  Proportionen,  dass 
die  Queckailberaänie  in  Folge  ihre»  verrainderten  Gewichtes  um 

0^1«» 

so  groes  nein  nnas»  daher  ein  sngleleh  nhgelesenen  A.ne- 
foid  um  dieselbe  Grösse  von  0.21"^  weniger  anaeigen 

wird.  Eingehendere  sorgfältige  Dntersochungen  der  Aneroide 
haben  jedoch  gezeigt,  dass  die  Unsicherheit  im  Ablesen  dersel- 
ben» aelbtjt  hei  (Gilten  Instrumenten,  circa  0*2  bis  0'4  Millim.  be- 
trägt. Wir  verweisen  hiemit  auf  die  Untersuchungen  über  die  Lei- 
Stangen  der  Bourdon'schen  Metallbarometer  von  J.  F.  Schmidt, 
welcher  die  Unsicherheit  im  Ablesen  auf  O  l  bis  0*2  par.  L.  an- 
gibt;  ferner  auf  die  von  Dr.  Pierre  (läCO)  veruffeotiicbten  Un- 
tersuchungen, worin  die  sofiUligen  Schwankungen  den  Zeigers  auf 
1  bis  geschilst  werden,  was  abemals  einem  Ablesefehler  von 
04  bis  IH^  entspifcbt  Ebenso  finden  wir  m  den  SHsmgn- 
berichten  der  kaiserL  Akadenie  der  Wiasensehallen  an  Wien,  1082. 
XliV.  eine  Abhandlung  von  Prof.  J.  Wastler»  worin  der  wahf» 
eeheioliche  Fehler  eines  von  ihm  durch  längere  Mt  gaplKten 
Bonrdon'schen  Aneioidee  mit  dbO*36M«  angegeben  ist 

Wenn  also  der  geehrte  Verlasser  des  Eingangs  erwibnten 
Anteataes  dte  Bemeifcnng  nacht»  er  habe  bei  eteem  Versnebe  anf 
den  1000  Fnsn  hoben  Felsenberge  Gibraltars  seine  Vemns- 
setnmgen  in  sehr  befriedigender  Weise  bestätiget  gefunden ,  so 
dMen  wohl  dte  danate  (IW)  heoMlitetai  UnteiMhiede  beider 
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Instrumente  weit  eher  dem  unregelmässigeD  Gange  des  Ane- 
roides,  als  dem  Einflösse  der  Sehweie  ■aiueelireibeii  sein,  indem 
der  letitere  l^nflaee»  wie  die  Reebnimg  seigt»  ililr  eine  Erliebnng 
von  1000  Fbss  bOcbetene 

betragen  kann.  Man  sehe  nur,  welche  bedeutenden  Differenzen 
das  Aneroid  bei  abnehmendem  Drucke  zeigt,  wenn  es  mit  einem 
Qnecicsilber*  Barometer  verglichen  wird.  So  z.  B.  ergaben  sich 
bei  swei,  toid  Astronomen  J.  F.  Scbmidt  onter  der  Laftponpe 
geprüften  Aneroiden  Diflerensen»  die  bis  so  5  MiHim.  stiegen« 
nnd  es  ist  bisiier  noch  nicbt  ^limgen,  ein  Aneroid  bersnstellen, 
welcbee  von  dieser  Art  der  Unregelmissigkeit  im  Gange  ginn- 
üch  frei  wftre. 

üeberdiee  machte  Professor  J.  Wastler  noch  eine  andere 
(ibeirascliende  Bcmerlning»-  nenlich  Jene»  dann  das  Aneroid 
seinen  Gang  ancb  mit  der  Zeit  betrichtlich  tndert  So 

s.  B.  stand  das  von  ihm  beobachtete  Aneroid  am  1.  April  1860 
nur  nm  1*2^  bi^ber  als  ein  gleichseitig  beobachteter  Kapeller; 
diese  Differenz  nahm  später  immer  zu  und  betrug  am  15.  Okto- 
ber desselben  Jahres  schon  IT'S"*"».  Von  dieser  Zeit  an  wurden 
die  Differenzen  etwas  geringer  und  der  Gang  des  Instrumentes 
konstanter. 

Hieraus  lässt  sich  wohl  schliessen,  dass  die  Elastizität  des 
Metalles  keine  so  konstante  Kraft  ist  als  man  es  erwartet  hatte, 
und  daher  mag  es  kommen,  dass  ein  Aneroid»  dessen  Gang  nicht 
innerhalb  der  benutzten  Druckhoben  genau  geprüft  wurde«  leicht 
zu  irrigen  Schlüssen  veranlassen  kann. 

Die  Abnahme  der  Schwere  mit  der  geografischen 
Breite  Hesse  sich  in  der  besprochenen  Weise  eher  wahrnehmen; 
denn  benutzt  man  zu  deren  Berechnung  den  in  der  barometrischen 
Hubenformel  vorkommenden  Ausdruck 

1—0002588  cos2^' 
1— 0002588cos2i|;  * 

wobei  1^  die  geografische  Breite  bedeutet,  setzt  ferner  •i/;'=45*', 
vnd  sttbstituirt  für  die  Gewichte  die  Hüben  k  nnd  A'  der  Qaeck- 
sUbers&ttle,  so  erhält  man : 

 ^  

^  0D0S»68cos2^* 

Für  ^=0  und  Ä  =  760"'"  gibt  uns  die  Formel 

A'  =  TdWT*" 
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d.b.  es  trird  an  einem  um  45*'  nürdlicher  gelegenen  Orte  A  das 
Barometer  oDter  sonst  gleichen  Verbältnissen  uro  1*97"^  tiefer 
steben  alsam  efidlleberep  Orte  B,  Diese  DlSerenz  IcOnnte  nae  aller* 
lÜDge  am  Aaeroide  ablesen«  obwobl  aach  sie  in  Anbetracht  der 
greosen  Differens  von  45^  and  der  besprocbeoen  Unslcherfaeit  im 
Ablesen  dieser  Instromente  kaum  binreiebt,  um  als  Basis  fir  wei- 
tere Schlüsse  so  dienen.  Jedenfalls  wird  sie  die  Genauigkeit  der 
Pendelmessungen  bei  Weitem  hiebt  erreichen. 

Endlicb  finden  wir  In  demselben  Aufsätze  eine  Hinweisnag 
daraaf»  dass  die  Ebbe  und  Floth  des  Luftmeeres  mittelst  des 
Anetoides  weit  besser  so  messen  wSre,  indem  durch  die  Anaieb- 
nng  des  Mendes  ilie  Schwere  eine  verind^llehe  wird,  und  es 
daher  unmSglich  ist,  mittelst  des  gewöhnlichen  Barometers  ein 
entsprechendes  Resultat  sn  ersielen. 

Sehen  wir  daher  nach,  um  wie  viel  die  Ansiehnog  des 
Blondes  das  Gewicht  des  Qoecksilbers  vermindert 

Bezeichnet  M  und  R  die  Masse  und  den  Radius  der  Erde 
und  ebenso  M'  und  D  die  Masse  und  fiDtfernung  des  Mondes, 
so  ist  bekanntlich : 

CiC  =  4',A  =  ^:^. 
Die  mittleren  Wertbe  von  Af'  und  D  sind  aber: 

und  man  findet  daraus  für  A=760^: 

Um  diese  GrOsse  W  wird  die  Quecksilbersfinle  beim  Neumonde 
sa  gross»  beim  Toihnonde  so  klein  sein;  dieses  gibt  susamuieo 
eine  Diiierens  von 

welche  weder  am  Aneroide»  noch  am  Barometer  abgelesen  wer- 
den kann.  Es  wird  also  die  Ebbe  und  FIntb  des  liuftmeeres, 
insoweit  sie  vom  Monde  orseugt  ist»  auf  beide  Instramento  nahesu 
die  gleiche  Wirkung  ansflben, 

* 

Die  Anaiehung  der  Sonne  und  die  daraus  folgende  Zu« 
and  Abnahme  des  Gewiehtes  Hesse  sich  auf  diese  Art  eher  koo« 
atatiren;  denn  man  fiadet  durch  eine  der  früheren  Sbnüche  Rech* 
nung»  dass  sie  die  QueefcsItbersSale  des  Mittags  um  0*48^  sn 
gross»  Mlttemacbts  mn  eben  so  viel  sn  kleia  flttcht 

Thtil  XLYII.  6 
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Diese  Betrachtungen  fflhren  also  zu  dem  Resultate»  das»  sich 
die  Aneroide  in  ihrer  gegeDwfirtigen  Form  zu  den  im  zitirten 
Aufsätze  vorgescblagenen  Messungen  nieht  eignen.  Sie  inllMteD 
in  dietem  Zwecke  In  einem  weit  grOeeere»  Mamtnlie  ▼erfertigt 
und  deren  Empfindliehkelt  nm  ein  BetrXehtUehee  gesteigert  werden. 

Dabei  ist  jedoch  nicht  zu  übersehen,  dass  damit  auch  alle 
Unregelmässigkeiten  des  Ganges,  deren  das  Aneroid  in  reichlichem 
Masse  besitzt,  vergrüssert  würden,  und  dass  wir,  um  ein 
Aneroid  zv  prflfen,  noeli  kein  anderes  Mittel  besitsen» 
eis  dasselbe  mit  einem  guten  Qaecksllberbarometer  so 
vergleleben.  Es  wfire  daber  ancb  unter  den  letzteren  Veians* 
eelsungen  die  Genauigkeit  der  gebolllen  Resultate  sebr  swellbllHifk. 

Trotz  allen  diesen  Uebelständen  ist  das  Aneroid  dennoch  ein 
brauchbares  Instrument.  Denn  darin  stimmen  '  alle  früher  ange» 
ftbrten  Dntersucbungeu'liberein,  dass  man  es  nacb  vorausgegan- 
gener Prüfung  und  Ermittelung  aller  seiner  CorrectieneB  ebenso 
wie  ein  anderes  Barometer  verwenden  kUnne;  ja  es  bietet  bei 
H&henmessungen  noeb  den  Tortbell  der  grosseren  Beqnemlicbkeit 
dar  und  steht  dem  Barometer  an  Genauigkeit  slemlleb  nabe. 


Qaometrlscher  Ort  aller  der  Punkte,  welche  Ten  einen 

EUipsoide  gleich  stark  angezogen  werden« 

Von 

Herrn  Simon  Spii%ery 
ProfsMor  am  Polylecfanikiim  in  Wlea. 


riennt 

2a,  26,  2c 

die  Hanptazea  eines  Eilgelds  und  sl 
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welche  «M  «Ahm  ElU^tatde  §UlcA  eiark  angetepen  werden. 

die  CoordiaateD  ein««  Ptanktes,  der  sieb  im  Inneren  oder  auf  der 
OberflSche  des  Elllpsoides  befindet,  so  ergeben  sich  als  Compo- 
nenten  der  Kräfte,  mit  welchen  das  Ellipaeid  den  Punkt  anzieht 
(falls  das  New  ton 'sehe  Anziebongsgesets  Toransgesetst  wird): 

_   6ccos>gsing<lg  

—  W««/      V  (6*coB*0  -I-  a(>sln«6)(<i>co8S04-a«sln«9) ' 

_  i"  accos'gsingrfe  

—  ^mPj  y(^teosS94.6«8inSd)(d*cosS0+6«dn^' 


V  (6>cos«d  -f  c^sio^d)  (a»cos«6  -|-  c'sinSd) 

m.  8.  1.  Band  Seite  153  der  deutschen  von  Stern  besorgten  üeber- 
setzung  des  Poisson'schen  Lehrbuchs  der  Mechanik ;  und  diese 
Componenten  iasseii  sich  kurz  so  schreiben: 

A  =  «g>,  (fl,  6,  c)  =  ag>(a,  6,  c), 
B  ==  /^TiCa,  6.  c)  =  /S9(d,  c,  «), 
C  =  y9s(a»  6, «)  s=  y9(c,  a,  6). 

Hieraus  folgt  als  Resoltirende: 

Ist  12  eoBStant  nnd  gleich  1«  so  Ist  der  Ort  aller  der  Poabte  ß, 
flir  welehe 

ist,  ein  EUlpsoid»  dessen  Axen 

2x  n  

^(a,^,  e)'   qife(a,  6,e)'  6,e) 

sind.  Es  liegen  sonach  alle  Punkte,  welche  von  einem  Eliipsoide 
gleich  stark  angezogen  werden,  auf  der  Oberfläche  eines  durch 
die  Gleldning 

bestimmten  fillipsoids. 


6* 
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Ueber  merkwürdige  Punkte  der  Spiegel-  aad  Linsen- 

Systeme. 

« 

Von 

dem  Herausgeber. 


$.  1. 

Gewisse  merkwürdige  Punkte  der  Spiegel-  und  Linsen-Systeme 
haben  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  in  neuester  Zeit 
wieder  mehrfach  in  Anspruch  genommen,  es  sind  darGber  ver- 
schiedene besondere  Schrifteo  nod  Abhandlungen  eiscbienen,  ja 
man  hat  besondere  opftsehe  Tbeorieen,  die  ab«r  nach  meiner 
Meinnng  für  die  Optik  Im  Gänsen  und  Allgemeinen  wenig  leisten 
vnd  demllch  nnfhiebthar  sind,  auch  der  nothfrendigeo  Allgemein- 
beit  entbehren*  entwickelt,  um  die  Eigeuschaflen  der  merkirfirdi- 
gen  Punkte  der  Spiegel-  und  Linsen-Systeme  daraus  abzuleiten. 
Oleaen  Bestrebungen  und  Arbeiten  gegenfiber  muse  ich  mir  die 
Bemerkung  erlauben»  dass,  wenn  man  sich  nur  erst  im  Besitz 
ganz  aligemeiner,  der  gesammten  Optik  zur  Grundlage  dienender 
Formeln  und  Gleichungen  befindet,  aus  denselben  die  ganze  Lehre 
von  den  in  Hede  stehenden  merkwärdi<ren  Punkten  sich  mit  der 
grüssten  Leichtigkeit  und  besonderer  Eleganz  und  Allgemeinheit 
ableiten  ISsst,  und  dass  man  also  dazu  besonderer  Apparate,  wie 
man  sie  in  neuester  Zeit  nach  meiner  Meinung  in  siemlleh  uutoII- 
Icommener  Weise  an*s  Licht  su  stellen  versucht  bat,  gar  nicht 
bedarf;  Ja  es  hat  gar  keine  Schwierigkeit,  mittelst  der  erwähn- 
ten allgemeinen  Formeln  die  bisher  bekannten  merkwfirdigen  Punkte 
noch  mit  neuen  nicht  unerheblich  su  vermehren. 
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In  dem  •raten  Theile  meiner 
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».Optischen  Ontersnchungen", 
<voo  deoen  drei  Theile  erecbienen  sind*),  nimlicb: 

Bister  neil.  Allgemeine  Theorie  der  Fernrohre 

und  Mllcrosicope.  Leipzig.  IS46.,  anch  unter  dem  Titel: 
Allgemeine  Theorie  der  Fernrohre  und  Mikroskope, 
zugleich  als  ein  Lehrbuch  der  elementaren  Optik. 
Leipzig.  1846. 

•weiter  TheU.  Theori«  der  nehromatiechen  Ob- 
jective  ffir  Fernrohre.  Leipsig.  1847**). 

Dritter  Tbell.  Theorie  der  zweifachen  achroma- 
tiacheo  Oculare.   Leipzig.  1801. 

habe  Ich  solche  gans  allgemeine  Formeln  entwickelt*  in  diesem 
Werl»  Jedoch  auf  die  dem  Zwecke  desselben  ferner  liegenden 
merkwürdigen  Punkte  keine  weitere  Rücksicht  genommen.  Die 
diesen  Gegenstand  betreffenden  neueren  Arbeiten  gehen  mir  jetzt 
aber  Veranlassung,  hier  zu  zeigen,  wie  derselbe  mittelst  der  von 
mir  gegebenen  allgemeinsten  optischen  Grundforroeio  mit  der 
grussten  Leichtigkeit  und  in  völliger  Allgemeinheit  ohne  jedes 
besonderen  Hölfsapparat  sich  erledigen,  diese  Theorie  sieb  auch, 
wenn  man  es  für  wünschenswerth  halten  sollte»  mit  neuen  merk- 
.  würdigen  Paukten  bereichern  liest. 

^  2. 

Um  aber  das  Folgende  den  Lesern  sn  vSlIigem  Verständniss 
so  bringen,  will  ich  ans  meinem  genannten  Werke  die  den  fol- 
genden  Betrachtungen  lediglich  an  Grande  liegenden  Formeln  an* 
geben  und  aasfllhrlicber  erüntern,  lodein  ich  wegen  der  Ent« 


*)  Hierzu  komraen  noch  mein«  Beiträge  zur  meteorolo- 
gischen Optik.  I.  Leipzig.  1848.'%  worin  u.  A.  der  Regenbogen, 
die  Dämmerung  mit  besonderer  Räckeicht  auf  Lanibert's  Beobachtungen, 
die  Loftapiegelung  n.  «•  «•'o*  s.  V*  «Ine  tdir  aoafnhrliehe  Behsndlang 
gefoaden  habes. 

**)  Worin  die  zweifictien  and  dreifachen  achromatischen  Objective 
nach  allen  bisher  in  Anveiidiing  gebrachten  Priuripien  sehr  ausführlich 
behandelt  und  zur  unmittelbaren  praktischen  Anwendung  geeignete  For- 
meln gegeben  worden  sind.  Eben  so  im  dritten  Theile  für  die  zwei- 
fachen achromatlsehen  Ocalare. 
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Wickelung  dieser  Formeln  natürlich  auf  das  Werk  seibat  verweisen 

mass. 

Jede  Kugelfläche,  welche  die  Lichtstrahlen  nach  den  gewöhn- 
lichen Gesetzen  der  Zurückwerfung  reflectirt,  wird  ein  sphäri- 
scher Spiegel,  und  jeder  von  zwei  Kugelllächen  begränzte 
Körper^  welcher  die  Lichtstrahlen  nach  den  gewöhnlichen  Ge* 
ietMn  der  Breebung  hricbt,  wird  efaie  Linse  genannt  Spiegel 
änd  Linsen»  welche  eine  solche  Lage  im  Räume  haben,  das«  die 
Mittdponicte  der  sftmmtlichen  dieselben  bestimmenden  Kugel« 
fliehen  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen»  bilden  ein 
Spiegel-  und  Linsen-System,  and  die  in  Rede  stehende 
gerade  Linie  wird  die  Axe  dieses  Systems  genannt  Die  dn« 
seinen  Spiegel  und  Linsen  >  aus  denen  ein  Spiegel-  und  Linsen- 
System  besteht,  sollen  dessen  Elemente,  und  zwar,  wenn  das 
System  aus  i  Elementen  besteht,  nach  der  Reibe  das 

1  ste,  3te,  3te,  4te, . . . .  Ite 

Element  genannt  werden.  Die  Punkte,  in  denen  die  Axe  des 
Systems. von  den  die  Elemente  desselben  bestimmenden  Kugel- 
flächen  geschnitten  wird,  heisseo  die  Scheitel  der  entsprechen- 
4fin  Elemmite.  Jede  Linse  hat  swei  Scheitel,  von  denen  wir 
immer  den,  welcher  der  von  den  einfallenden  Strahlen  getrof- 
fenen KngeMSebe  entspricht,  den  vorderen  Scheitel,  den 
«ideren  den  hinteren  Seheitel  nennen  wollen.  Jeder  Spiegel 
hat  natttrlich  im  eigentlichen  Sinne  nar  einen  Scheitel.  Indese 
wollen  wir  im  Folgenden  der  Kfirse  des  Ansdrucks  wegen  auch 
jedem  Spiegel  zwei  Scheitel,  einen  vorderen  und  einen  hinteren, 
beilegen,  wobei  aber  nicht  zu  übersehen  ist,  dass  in  diesem  Falle 
die  beiden  Scheitel  zusammenfallen,  ihre  Entfernung  von  einander 
also  verschwindet 

Dnreh  alle  Scheitel  der  Elemente  denken  wir  uns  sämmtlieb 

unter  einander  parallele  rechtwinklige  dreiaxige  Coordinatensysteme 
gelegt,  deren  erste  Axen  alle  in  die  Aze  des  Systems  fallen,  be^ 
zeichnen  die  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachteten  Ent- 
fernungen des  vorderen  Scheifels  des  2ten  Elements  von  dem 
hinteren  Scheitel  des  I  sten  Elemente,  des  vorderen  Scheitels  des 
3ten  Elements  von  dem  hinteren  Scheitel  des  2fen  Elements, 
des  vorderen  Scheitels  des  4ten  Elements  von  dem  hinteren 
Scheitel  des  3ten  Elements,  u.  s.  w.,  des  vorderen  Scheitels  des 
iten  Elements  von  dem  hinteren  Scheitel  des  (i— l)ten  Elements, 
wobei  diese  Entfernungen  natOrlich  von  den  hinteren  Scheiteln 
des  Isten,  3ten,  3ten,  4ten  u.  s.  w.  (I— I)ten  Elements  an  ge- 
rechnet werden,  nach  der  Reihe  durch: 
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El ,  JE^y  £| ,  £4, ....  Ei-^i ; 

ood  betrachteo  die  Halbmesser  aller  eloaelnen  Kogelflfichen  als 
positiv  oder  negativ,  jenachdem  sie  von  den  eotsprediendeD 
Scheiteln  an  nach  der  Seite  der  positiven  oder  nach  der  Seite 
der  nes^ativen  ersten  Coordinaten  hin  liegen.  Ferner  soUeo  ooter 
diesen  Voraussetzungen  die  Moduli  des 

Isteo,  Ste^»  3teii,  4teo,  5teii  Itea 

Clements  respective  durch: 

/iHf«  üfg»  M^fm^üi 

beselelniet  irerdeo. 

Der  Begriff  des  Modulus  eines  Spiegels  oder  einer  Linse 
ist  von  mir  in  die  Optik  eingeführt  worden,  und  hat  sieb  mir  bei 
allen  meinen  optischen  Uotersuchangen  als  sehr  fruchtbar  erwiesen. 
Hier  kann  ich  über  denselben  nur  Folgendes  bemerken,  was  auch 
fiQr  die  weiteren  Entwickelungen  vollständig  genügt. 

Der  Modulus  M  eines  Spiegels,  dessen  nach  dem  Vorher- 
gehenden gehurig  als  positiv  oder  als  negativ  betrachteter  Halb- 
messer R  ist»  vrird  durch  die  Fomels 

bestimmt. 

• 

Der  Modulus  Id  einer  Linse,  deren  dem  vorderen  und  hinteren 
Scheitel  entsprechende,  und  nach  dem  Vorhergehenden  gehörig 
als  positiv  oder  negativ  betrachtete  Halbmesser  R  und  R'  sind, 
und  deren  hinterer  Scheitel  von  dem  vorHeren  die  nach  dem 
Vorhergehenden  gehurig  als  positiv  oder  negativ  betrachtete  Ent- 
fernung D  hat,  d.  b.  wie  man  gewöhnlich  zu  sagen  pflegt,  deren 
nach  dem  Vorhergehenden  gehörig  als  positiv  oder  negativ  be- 
trachtete Dicke  D  ist,  wird,  wenn  n  das  negativ  geoommeBe 
Brachungsverhiltniss  beseichnst,  mittelst  der  Formelt 

M  


oder: 

u.+.)(i-l)+^'."-|-'.f,- 

gefoodeo. 

Wir  denken  nns  nun  eisen  strahlenden  Punkt,  dessen  Coor- 
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dinaten  in  Bezug  auf  das  durch  den  vorderen  Scheitel  des  Isten 
Elements  aU  Anfang  gelegte  Goordinatensyetem  p,  q,  r  sind,  und 
beseiehnen  die  In  Besng  auf  das  durch  den  hinteren  Seheitel  des 
iten  Elements  als  Anfang  gelegte  Coerdinatensystem  genommenen 
Ceordinaten  des  dem  iten  Elemente,  nachdem  die  Strahlen  an 
allen  Elementen  des  Systems  Ablenkungen  erfahren  haben,  ent- 
sprechenden BUdes  dieses  Punktes  durch  pt»  qt,  ri. 

Die  Gränzen,  welchen  bei  unserem  aus  i  Elementen  bestehen- 
den Systeme  die  Grossen  p  und  pi  sich  nähern,  wenn  sich 
respective  der  absolute  Werth  von  pi  und  p  dem  UnendUchen 
nihert,  beseiehnen  wir  heilehnngsweise  dnrch  F|  und  F/,  Die 
Werthe,  welche  Fi,  fDr  die  einseinen  Elemente  des  Systems 
erhalten,  beseiehnen  wir  der  Reihe  nach  dnrch: 

Die,  jenachdem  das  Element  ein  Spiegel  oder  eine  Linse  ist, 
positiv  oder  negativ  genommenen  Quadrate  der  Moduli  des  isten^ 
2ten,  3ten,  4teD,  5 ten, ....  iten  Elements  bezeichnen  wir  respec- 
tive durch: 

^^Utr  ^^ito  ^^lA  MikAr 

Dil»  Di«,  91,,  2n4,.l)lft,....jDli 
und  berechnen  die  GrOssen: 

lüi*  V^t>  ^»  U4, ....Ui-i 
mittelst  der  Formeln: 


»1  = 

£1- 

»2  = 

»*  = 

U.  8. 

w. 

so  wie  ferner  die  GrOssen: 

Zo>  2|,  Za,  2^,  Z«,  ....Z^ 
mittelst  der  Fonneln: 

Zo  =  l, 

l 
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u.  s.  w. 

Zi~i  s  Zt-M.vk-i-^  Zi-s.nii-t* 

BeseichoMi  wir  daoD  di«  Aoiahl  der  io  deo  Systane  tror- 
koanesdeo  LiMeo  darch  /,  wo  deen  nAtlIrlich  I  die  Anidit 
der  in  dem  Systeme  vorkommenden  Spiegel  ist;  so  halieD  wir 
die  beiden  folgenden  allgemein  gültigen  Formeint 


Zi-i(p  —  Fi) 


Setien  wir  aber  der  Kürze  wegen: 

•''^^  wrr — • 

so  werden  die  ▼orsteheoden  wiektigeo  Formeint 

Also  itft: 

pt-F^^  (- 1)'.  1*^,  =  (- 1)'. ^ Ji. 
Auch  ist,  wie  sieb  leicht  ergiebt: 

Mittelst  dieser  Formeln*),  von  denen  ich  schon  in  dem  an- 
gelUhrten  Werke  die  Tielfachsten  Anwendungen  gemacht  habe, 
liMt  sieb  nnn  die  Theorie  der  merkwfirdigen  Punkte  der  Spiegol- 
vnd  Linsen -S3rBteme  leicht  nnd  allgemein  auf  folgende  Art  eni- 
wickeb. 


*)  Zu  verweisen  erlaube  ich  mir  nocb  auf  meine  Abhandlung: 
Veber  dio  GmadformelB  der  Dioptrik  and  Katoptrik  im 
ArchiT.  ThU  IL  Nr.  IV.  S.  116. 
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■  • 

Eine  besonders  bemerkenswerthe  Singularität  bieten  die  als 
Object  und  Bild  einander  entsprechenden  Punkte  {ptjt)  und 
(piqin)  dar,  fOr  welche  swiBclieii  den  Coordinaten  q»  qi  und  t^  ri, 
«renn  f»  eine  beliebige  bestimmte  oder  conetante  Zahl  beaeiehnet» 
die  Rdationeii: 

Statt  finden,  wo  uir  nun  versuchen  wollen,  die  Coordinaten  ptpu 
also  die  Punkte  der  Aze  de»  Systems  zu  bestimmen,  für  welche 
oder  in  welchen  die  obigen  Relationen  gelten. 

Beseichnen  wir  zu  dem  Ende  die  Werthe*Foa  p,  pi,  fQr 
welche  die  in  Rede  stehenden  Relationen  gelten,  respective  durch 
P,  Pi',  so  haben  wir  nach  den  allgemeinen  Formeln  des  vorher- 
gebenden Paragraphen  die  folgenden  Gleichaogen: 

oder: 

P-  Fi  =  (~  ly-Ki^u  Pi-  Fi*  :f  (-  ly.-  5 
wo  aicb  die  beiden  ietaten  Gleicbnngen  aneb  nnter  der  Form: 

P=  Fi-^i-^iy-Kt^i,  Pi  =  F/  +  (-ly.^ 

schreiben  lassen. 

Beseichnen  wir  die»  natürlich  mit  ihren  gehörigen  Zeichen 
genommenen  Entfernungen  der  durch  Fi,  F/  bestimmten  Punkte 
'    der  Axe  von  den  durch  P,  Pi  bestimmten  Punkten  respective 
durch  (Z>i,  <I>/;  so  ist  nach  den  einfachsten  Formeln  der  Lehre 
von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  völlig  allgemein: 

abMi: 

P-F<=-«f,  Pi^Fi^-^^ 

m 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 
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1)'-» .  I» Ji,        =  1)'. 

BeieichiieB  wir  ferner  die  immer  mit  iliren  geiiSrigeo  Zeidiee 
genommenen  EDtferniingen  der  durch  p,  pt  liestimmten  Punkte 
der  Axe  von  den  dnrch  P,  Pt  l>eetimmten  Punlcten  dnreli  9,  9i; 
so  ist  wie  verlier: 

also  nach,  dem  Obigen : 
folgt  icli: 

(5-fl>£)(5<-(P/)  =  (p-F.)(pi-FO, 

also  nach  den  allgemeinen  Formeln  des  vorhei^benden  Para- 
grapben^ 

und  daher  nach  dem  Obigen: 

(S— a><)(öi-  O^)  =  Oi^i', 

weraus  sieh  dnrch  Entwichelang  des  Prodncts  auf  der  linken 
Seite  des  Gleichheiteseichens,  wenn  man  sngleich  anflieht,  was 
steh  fnifheben  IXsst«  die  Gleidinng: 

oder: 
ergieht 

Ferner  ist  nach  den  allgemeioea  Formeln  des  vorhergehenden 
Paragraphen  nnd  nach  den  ebigen  Fermeltts 


alMt: 


also: 


qt    rt  ^     '  Jt 
7i  9i  II©!* ' 
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y  ^  r  _  _     —  Oj) 

qt     ri  Oi  ' 

q-^  r  <i<I>i'  * 

oder  auch: 

i'^  2  __(_  .  -  gV). 

Polglich  ist: 

Nach  dem  Obigen  ist  feroer: 

9     '  /i 

-  =  -  =  ,.(1-^^. 


also: 


^i'  "^ff  "^r         q  r 


9 

folglich : 


uiüqi  dag 


und  hieraus: 


oder: 


Wenn  0/  und  ftr  icgeod  einen  Punkt  r  als  gegeben 
angesehen  werden,  so  hat  man  nach  dem  Obigen  tnr  Bestimmung 
▼on  Si»  qt,  n  die  folgenden  Formeln; 


Digitized  by  Google 


4ir  SplegH-  und  Utum-Spttme,  99 


und 


oder  avchi 


\      (Di       _     1  (di—O/ 

1        Ol       _      l    Qf  — 


Zwei  deo  Werthen  P,  Pi  von  p,  pi  entsprechende  Werthe 

von  <7,  qi  und  r,  rf  seien  Q,  Qi  und  ff,-.  Die  Gleichungen 
der  durch  jede  zwei  Punkte  wie  (PQR)  und  (PiQiKi)  gehenden 
Geraden  in  Bezug  auf  das  durch  den  ersten  Scheitel  des  Spiegel- 
und  Linsen-Systems  gelegte  Coordinaten^ystem  sind,  wenn  E  die 
Entfernung  des  letzten  Scheitels  des  Spiegel-  und  Linsen-Systems 
von  dessen  erstem  Scheitel  bezeichnet,  offenbar: 


Bs  ift  aber: 


und  die  vorsteheoden  GleichaDgeo  sind  also: 

x-P  fi_       Q  (!_  t-R 

Für  y  =  0,  z  =  0  ist: 
«Im: 

und  folglich  gleichzeitig: 

*  =  izj — '  y  =  o,  »  =  0. 


Digitized  by  Google 


94  erunert:  Oeber  merkwürdige  Punkte 

Fflr  |t»  =:  1  wird  die  Abseiaw  »  onendlidi»  Dir  i»  bs  ~  1  wird 
diesellie  i(A^+/^<-f 

Alle  durch  Punkte  wie  {PQR)  und  (PiQiRt)  g«iogeiie  Ge- 
rade laafen  also  io  dem  durcli  die  Abscisse  <* 

bestimmten  Punkte  der  Axe  des  Systems  zusammen,  oder  sind 
dieser  Axe  fBr    =  1  paralleL 

Die  durch  P,  Pi  bestimmten  Punkte  der  Axe  des  Systems 
wollen  wir  beziehuagsweise  durch  Iii,  Hi'  bezeichnen;  die  durch 
die  Entfernungen  0i,  Oi'  von  den  Punkten  Hi,  Ht'  bestimmten 
Punkte  der  Axe  des  Systems,  welche  mit  dem  durch  Fi^  Fi'  be- 
stimmten Punkte  der  Axe  des  Systems  einerlei  sind,  mögen 
beziehungsweise  durch  ((^i),  i^i)  bezeichnet  werden;  endlich 
wdlen  wir  swd  beliebige'  als  Obfect  «nd  Bild  «faMUider  «nt- 
spreeheade  Ponkte  {pqr)  und  (piqirt)  doreh  L  und  Lt  beseiebnen. 

Die  Gleichungen  der  Geraden  L(Oi)  in  Bezug  auf  ein  durch 
Bi  als  Anfang  gelegtes  Coordinatensystem,  für  welches  wir  die 
laufenden  CoordiaatoB  dsreb  X,  Z  bezeicbnen  wollen,  sind 
dbobar: 

Pflr  JT  SS  0  friid: 
also»  weil  nach  dem  Obigsa: 
ist: 

Ffir  ffts  J:l  Ist: 

y  =  ±qu   Z  =  ±r,. 

Die  Gieiehaiigeii  der  Geraden  ln{^ö  ^  Beang  auf  ein  durch 

Hi*  als  Anfang  gelegtes  Coordinatensystem,  fflr  welches  wir  die 
laufenden  Coordinaten  durch  X\  F*,  Z*  beaeichnen  wollen,  sind 
offenbar  s 
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Für  A'  =  0  wird: 


ü< — <V 


also«  weil  naeh  dem  Obigen: 


1 


ist: 


y 


I 


VfSiX  \  ist: 


Ar. 


Für  f»  =  -I- 1  heisseB  die  Punkte  Bi  und  die  Hnnpt- 
punkte  des  Spiegel-  und  Liosen-Systems.  Wenn  diese  Paukte 
und  nach  die  Punkte  und  (^)»  welehe  die  Brennpvnkt« 
genannt  werden,  gegeben  sind,  kann  man  mittelst  der  vorber  be- 
wiesenen Ausdrücke  su  jedem  Punkte  L  leicbt  sein  Bild  Li  mit- 
telst einer  in  der  durch  die  Axe  des  Systems  und  den  Punkt  L 
gelegten  Ebene,  welche  man  als  Ebene  der  xy  annimmt,  ausan* 
föhrenden  Constraction   finden.      Zu   dem  Ende   errichte  man 

(Fig.  I.)  auf  die  Axe  AB  des  Spiegel-  und  Linsen-Systems  in  Ut 
und  Perpendikel,  ziehe  durch  L  und  {Oi)  eine  Gerade,  welche 
das  in  Hi  auf  die  Axe  errichtete  Perpendikel  in  M  schneidet, 
ferner  durch  L  eine  Parallele  mit  der  Axe,  welche  das  in  Hi 
auf  die  Axe  errichtete  Perpendikel  in  Mi  schneidet;  zieht  man 
dann  durch  Mi  und  (<I>/)  eine  Gerade,  so  ist  der  Durchschnitts- 
pnnkt  Li  dieser  Geraden  mit  der  durch  M  parallel  mit  der  Axe 
gesogenen  €leraden  das  gesuebte  Bild  des  Punlctes  L, 

Wenn  die  Punkte  Hi  und  Hi'  nicht  wie  vorher  dem  Falle 
fi  =  -f  1,  sondern  dem  Falle  =  —  1  entsprechen,  so  kann  man 
das  Bild  des  Punktes  L  durch  folgende,  aus  den  oben  bewiesenen 
Formeln  sich  unmittelbar  ergebende  Construction,  welche  etwas 
weniger  einfach  als  die  vorhergehende  ist,  ünden.  Man  errichte 
wieder  (Fig.  II.)  in  Hi  und  H'il  Perpendikel  auf  die  Axe  des 
Spiegel*  und  Linsen -Systems.  Auf  der  anderen  Seite  der  Axe 

AB  bestimme  man  den  symmetrisch  mit  L  liegenden  Punkt  L', 
siebe  durch  1/  and  (<Z>i)  eine  Gerade,  weldie  das  In  Hi  auf  die 
Aze  errichtete  Perpendikel  In  Jf'  schneidet,  femer  dureb  J7  eine 
Pntallele  mit  der  Axe,  welche  das  in  auf  die  Axe  errichtete 
Perpendikel  io  Jf/  schneidet;  zieht  man  dton  durch  Mi'  nnd 
(Oi)  eine  Gerade,  so  Ist  der  Dttrchschnittapankt  Li  dieser  Ge» 
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radeit  mit  der  darch  BS*  parallel  mit  der  Aze  gezogenen  Geraden 
das  gesuebte  Bild  de»  Ponktee  £. 

Dass  die  beiden  vorhergehenden  Constructionen  sehr  ver- 
schiedene  ßilcler  des  Punktes  L  geben,  hat  —  was  kaum  noch 
besonders  bemerkt  zu  werden  braucht  —  natürlich  seinen  Grund 
darin,  dass  in  diesen  beiden  Constructionen  die  Punkte  Hi  und 
Uil  sehr  von  einander  verschiedene  Bedeotungen  haben. 

Alle  Anraidungen  der  vorhergebenden  Theorie  setsen  in- 
nSehet  nnd  vor  allen  Dingen  Torane,  das«  man  die  Brennpanlrte 
den  Spiegel-  i|nd  Linaen*8yntema  kennt;  dieselben  kOnnen  natfir^ 
lieb  nnr  In  Jedem  einzelnen  Falle  durch  Versuche  bestimmt 
werden,  wosu  man  am  Beaten  mitteiat  der  folgenden  Metbode 
gelangt 

Dnreb  drei  Veraoebe  bestimme  man  drei  Paare  einander  ent- 
Spreebender  Werthe  von  p,  pi,  welebe  wir  durch: 

p>  PH  p'>      p">  pC 

beseicbnen  wollen;  dann  hat  man  nach  g.  %  die  folgenden  Glei- 
ehnngnns 

nnd 

PI  -#y  =(-!)'. -^Ji. 

also  aneb: 

(p  _Ff')  =  (-l)»+'-'.(y<)*, 

(p'  -  Fi')  =  (-  l)'-M-i. 

wie  bekannt  Also  Ist; 
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(p  -     (pi  -fV)  =  (p'  -  FMp^  -#V), 

(p^-Fi)(pr-F/)^(p  -Fd(pi  -Fl'); 
welche  Gleichungen  man  leicht  auf  die  folgende  Form  bringt: 

P  Pi  -P^P^  =(P«  -P^)^ii-(P  -P')FA 
P'P/  -|»"P^  =  (P^  -pC)Fi-k^{p'-^Fi. 
^P^^PPi  ^{pi'-Pi)Fi'¥{rr'^p)Fh 
wo  natOriich  jede  Gleichung  eine  Folge  ans  den  beiden  anderen  ist 
Am  den  beiden  ersten  Gleichungen  erhält  man  die  Gieiehnogeo: 

(p  -po  'pi'  -  p"pn  -ip'-  p")  ( ppi  -  p'pi') 

=  I (P -P')  (Pi'  -Pi")  -  ip' -p")  ipi-pi')  \ Fi, 

(p^'-^')iPPi-p'PÖ-(pi-p/)(p^P^-pf'p^') 
-\{P''pfHp^-pn-{p'-p'^{pi-pi)\F^> 

Zieht  man  diese  beiden  Gleichungen  von  den  beiden  iden- 
tischen Gleichungen  s 

{ (p  -pO  ip^ -Pi")  -  (p'  -p")  (pi  -p/)  )p 

= (p-p^Hpp^-PPi'y-ip'-p'Hppi-pp/h 

I  (p  -p')  (p<' -pn-ip' -p")  (pi-'p/)\ps 
=  (pi-' — Pi")  (ppi — p'pi)  -  (p, — p,')  ( />'p, — p><) 

man  mittelst  leichter  Rechnung  die  folgenden  Gleichungen: 
1  (P-P^iptf  -pO-ip'-pn  ipi-pÖ\(p- F,) 

= (p  -p')(p  -p^w-pn, 

Mp-P'KP^-Pi')  -  {p'-p"){pi-p^)\{pi-Fi) 
^-ip^-p")(pi-pÖ(pi-pi')i 

also: 

Kp-pOCpZ-Pi^  - (P'-P'0(P*-P/)I».(P-F|)  (p<-F/) 

= - ip—p^w-pf^  (p* -pUpt-pTi  w-pr>  (pr-pt) ; 

folglich  nach  dem  Obigen: 

(- 1)**^-*.  ((P-P')(p/-pn-(p'-p^}(pi--piOi*. 
^-{p-pW-v^(3f-phipi-pi)W—pf)W'-pa. 

.  also: 

Tk«U  XLVII«  r 
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(JO«=-(-l)^      {(p-p  )  ipi'  - p.O  -  (p'  - p") - pi' 

,     '  i  ip-p'){p'~p'W'-pUpi-pWrPW^ 

=s-(-i)'+  -  •  (jHi«'-K)+p'(K-i»d+l'''(J«-K)i* 
,  iw,i  (p-pW-p'W'--p)'(Pi-PÖ(p/-PÖ(p^-Pi). 

and  nach  dem  Voriiergebeodea: 

{p-p'){p'-p'^{Pif -pi') 

iP-p')(p-p")(Pi'-pn 


p(Pi'-pn-^p'{pi'-pi)-^p^'(pi-pi') 

_  {p-p')ip-p"){pi'-Pi")  

„.  {p'-piiPi-pniPi-pn 
(p'-PiiPi-pOipi-pn 


" PCP«'  -K)    P'(pi'-Pi)  -^P^'iPi-P^) 

_  {p^-p"){pi-Pi'){pi-pn 
-  pi{p'—p") + pi'ip"-p)  +Pi'(p -p') 

Mittelst  dieser  Formeln  findet  man  (J,)*,  F,,  Ff'  ohne  alle 
Zweideutigkeit.  Wenn  man  Ji  selbst  finden  will,  muss  man 
wenigstens  bei  einer  der  drei  Beobachtungen,  etwa  bei' der 
ersten,  wiaaen,  ob  das  Bild  aafrecbt  oder  verlcelirt  steht,  ob  Däm- 
lich ^  positiT  oder  nogiliv  ist;  daiui  Iniio  äuui  etwa  mlttabt  der 
Formel: 

immer  sicher  Ober  das  Vorzeichen  von  Ji  entscheiden«  and  das- 
selbe also  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestimmen. 

Die  VerbUtateeet 

qi'  Tr  V  9"  ^ 

erhält  man  dann  mittelst  der  Formeln: 
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WeU  oach  bekaootUch: 
ist,  so  ist  Dach  dem  Obigen  auch; 

«od  in  Xhnlicher  Weis«  fSr  die  beideo  aodermi  Beobachteogen. 

Die  Grusseo  P  und  Pi  werden  oun  mittelst  der  aus  dem 
vorbM^ebenden  Paragraphen  bekannten  Fonneln: 

gefanden,  and  dadneh  di<t  der  Bedfaigong: 

«ntspveelieodeii  Pukle  der  Aze  des  Spiegel-  md  Llnsen-Syeteoie» 
aleo  für  fi  SS  1  ancb  die  Haoptpanlrte^  beetimmt 

Bemerken  wollen  wir  noch  Folgendes:  ,Wenn  vier  Beobach- 
o  oder  Versuchen  die  Wertbe: 


P»Pii    P^*P^i    1^»PV\  fl^tpC 

won  p,pi  entsprechen,  so  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen: 

(p'-FMp/-Fö  =  (-.I)*fi-».(J0*, 
{Tr^Fi)ipi'^Fi)  «(-.l)H4-i.(J<)« 

welche  man  leicht  auf  die  Form: 

ppi-piFi  ^pF^-^FiFi^i-'iy^.iJili^  =tO^ 
pfpi-piFi  --p'F/^FtFt'^i-iy^^UJi)*  =0, 
p"pV  "  pi'Fi  -  p"Fi  +  FiFi  -  (-  .  ( J.)»  =  0 , 
p"'p(<'--.p{'Fi-^"Fi  +  FiFi  -  (- 1)«+'-» .       =  0 
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bringt.  Durch  SubtractioD  erhält  man  hierans  die  drei  Gleicbungeo : 

m-p^p^  -  (pi-p^)^i- ip  -pW  =  0, 
P^p/-pV  -(p/-pnFi-(p'-vr)F/  =0, 

und  bienum  durch  Elimination  von  Fi  und       die  Gleichung: 

(PPi  -pW)  i  {pi-pö  (f^'  -  p'y-ip^  -f^  (p'-f^  I ) 

+  ip'Pi' - P>n I iPi" -Pi"')(p-P')  - (pi-PÖ (p"-pf) >  J  = 

^  {p"p^'—p"'pr)\{pi^Pi')(,p'—p") -{pi' -pnip—p')\ ' 

wtlcbe  Relation  man  leicht  auf  die  Form: 

PPi\pap"-p'') + prip^-p') +pr(p*''P")] 

-^p'Pi'\Pi"(P-p'")  +  pikp^-p")  +  p."V-p)) 

\p"pv\Pi\p-p')  +Piip'-p"')-i-pi'(p"'-py\ 

■^p"'pi'{p^{p-p")-Vpi{p"''P')  '\-pi\p'-p)\ 

oder: 

PPi  \  P'ipr-pf) + lf'{pf-pi)-¥rf{pi-pr)\ 

+  p'pi'\p{pi"-Pi')-\'P"'(p('-Pi)-^p"ipi-Pi'')\ 

-i-p"pi"{p(pi' -Pi'")  ■\'  P'iPi" -Pi)  P'"(Pi-Pi')\ 

'¥p''pi"'\pi<Pi"-po + p"(pi'  -pi)  +  p'(pi-pn\ 

bringt. 

§.5. 

Statt  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen  drei  Versuche 
oder  Beobachtungen  an  Grunde  au  legen,  kann  man  nllerdinga 
auch  mit  nur  iweien* auskommen;  aber  dann  mann  man  ausser 

den  GrSasen  p,  pt;  p\  p{  auch  die  Grossen  qr,  q\  q^  der 
Objecto  und  ihrer  Bilder  meaaen.  Unter  dieaer  Voranaaetsnng 
hat  man  die  Gleichungen: 

p-Fi^^-lf-K^^Ju 

and 
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ans  deoeo  sieb  die  GleicboDgeo: 

also: 

pqiq'  —  p'qqi'   =  {qiq'  -  qqi')  Fi . 
Piqqi'—Pi'qiq'  =  (qqi  -  qiq')  Fi' ; 

folglich  die  Formeln: 
•rgebea. 

Hat  man  Fi,  auf  diese  Weise  gefunden,  so  erhält  man  Ji 
mittelst  eines  der  folgenden  Ausdrücke:  » 

Ji  =  (-  iy-^|'(p-F<)  =  (-l)*-i.^(p'-F<) 

und  endlich  P,  Pt  mittelst  der  FomelD: 

P=F,  +  (-l)'-».|fc/i.  P*  =  F/  +  (-I)« 

Weil  aber  die  Messung  der  Grosse  der  Bilder  schwerlich  mit 
nor  ^nigermassen  hinreichender  Genauigkeit  zn  bewerluiteUigeil 
ist,  so  ist  diese  Methode*)  jedenfalls  als  eine  ganz  aoprak* 
tische  7.11  bezeichnen,  die  kein  sorgfältiger  Beobachter  anwenden 
wird.  Deshalb  hat  sich  offenbar  auch  Gauss nur  der  im 
vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten  Methode  dreier  Beob- 
achtungen oder  Versuche  bedient,  indem  er  zugleich  ganz  richtig 
auch  rücksichtlich  dieser  Methode  bemerkt:  ,,Da  die  Ausführung 
der  Versuche  immer  nur  einen  gewissen  beschränkten  Grad  von 
Sehfrfe  sniisst,  so  ist  es  §Bf  die  ZuverlSssigkeit  der  Resaitate 
keineswegs  gleichgültig,  was  flir  Combfatationen  gewählt  werden. 
Im  Allgemeinen  kann  als  Regst'  gelten,  dass  dnreb  drei  Versuche, 


*)  M.  s.  die  Schrift:  Die  Haupt-  und  Brcnn-P  unkte  einef 
iiiaaen-S jstems.    Von  Carl  Neumann.    Leipzig.  1H66.   S.  40. 

**)  M.  die  Schrift:  Dioptrische  Untersuchungen  von 
C.  P.  Osnts.   Göltingen.  4^   Nr.  16»   8.  18. 
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▼on  denen  zwei  unter  wenig  verschiedenen  Umständen  gemacht 
sind,  jedenfalls  nicht  alle  drei  Elemente  mit  Schärfe  bestünmt 
werden  können. 


8.«.  ' 

« 

Wir  wollen  jetzt  zwei  Punkte  Ki^  in  der  Axe  des  Spiegel- 
and  Uoeen-Systeme  durch  die  Entfernungen: 

▼OD  den  enteil  und  leisten  Scheitel  der  Elemente  beetimmen; 
dann  ist: 

also: 

P'—p      P—P'  q 
P/^pi^Pi-P/^9t 

Beziehen  wir  nun  alle  folgenden  Gleichungen  auf  das  durch 
den  ersten  Scheitel  des  Spiegel-  nnd  Linsen -Syntems  gelegte 

Coordinatenayatem ,  so  sind  die  Gleichungeo  der  Linien  LKi  und 

LiKi'  offenbar  respective: 

und  weil  nun  nach  dem  Vorhergehenden: 

P-  P'  -  Pi -Pi 

iat,  ao  haben  die  Punkte  Ei  «od  Ki  die  merkwürdige  fiigenecbafi« 
daaa  die  Geraden  £S|  nnd  luKi  immer  einander  parallel  sind. 
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Die  GleicboDgeD  der  Linien  I/(<P4)  and  £^4^)  eiod  reepecCife: 

Beieichnen  wir  die  EntfemoDgeo  der  DaicbsehDittBpunlEte 

der  LiDien  £(«0  «id  £f(W)  mit  den  In  Kt  und  IT/  Mf  die  Aze 
•trieliteteD  Perpendikelo  doreli  tri  und  «/;  so  ist,  indem  man  in 
vofstebenden  GleloiningiBii  für  x  respeetive  P'  and  £<f-P/  eetit: 

also  iitdb  des  OUgttt: 

NvD  ist  aber  belcanntlicb: 

ji  s  (-  ly^.  s^ip  -  r,)  =  (- 1)'.  £(/w-/y). 

also: 

BMlUelte  daa  Syataai  «w  Idaaea,  ae  wiie  «4 /-'l «  Sif^l» 
alao: 

Es  würden  also  aucli  die  Panicte  Ki  and  AT/  so  eioer  Coa* 
strnction  des  Bildes  Li  TOB  L  beautst  werden  fiOnaea,  wie  von 
selbst  in  die  Aagen  föJIt. 

Noeb  wolleB  wir  awei  Pnakte  JVt  mid  N/  ia  der  Aze  des 
Spiegel*  and  Linaen-Syatana  dnrcb  die  fiatfemangen : 

#^  =  F, + (-  ly.ji,  pr  =  F/ + (-  ly-K  ji 

van  dam  mian  und  JeCalm  Sebeild  dar  BianMBta  beatfaaaieB; 
dann  iat: 
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=  -.(-l)l-i.Äj*+(-V.Ji 

also: 

Besieheo  wir  aUe  folgenden  Gleiehnngen  auf  dasselbe  Coor- 
dinatensystem  wie  vorher,  so  sind  die  Gleiehnngeo  der  Linien 

li^i  nnd  ZfiV/  offenbar  reapeethre: 

nnd  weil  nun  nach  dem  Vorhergehenden: 

q    _  Vi 
p-P'-'^Pi-PC 

ist,  so  haben  die  Pnnkte  Ni  nnd  Nif  die  merkwürdige  Eigenschalt» 
dass  die  Linien  £Sm  nnd  £|K7  immer  gegen  die  Aze  nnter  gleiehen 
Winkeln  geneigt  sind,  ohne  einander  parallel  sn  sein. 


Die  Gleichungen  der  Linien  L(<^  and  Li^Oif)  sind  wie  vorher 
respective: 

Beseiehoen  wir  die  fintfemnngen  der  Dnrehsehnittspnnkte  der 
Linien  L(Qi)  nnd  mit  den  in  Ni  nnd  2Vi'  anf  die  Aie 

errichteten  Perpendikehi  dnrch  vt  nnd  v/i  so  ist»  indem  man  in 
▼erstehenden  Gleichnngen  flir  x  respective  P"  nnd  E-^Pf  seist: 
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■Im  Mcb  d«a  OUgeot 

Nun  Ut  aber  bekaontlich: 

/,  =  (-       .       -  F<)  =  (-  -F.O. 

also: 

Befitebt  das  System  nur  aus  Linsen,  so  ist  i-^l'-l  =2/^1, 
also: 

Auch  aof  die  Pnnkto  Nt  und  iV/  wfirde  nao  eine  Conetnictioo 
des  BÜdee  In  ▼ob  L  grüodeD  kSnneii. 

Schliesslich  bemerke  ich,  dass  die  vorstehenden  Betrach- 
tungen sich  lediglich  aaf  die  dnrch  die  Axe  des  Systems  und 
den  Punkt  h  gelegte  Ebene  als  Ebene  der  besieben. 

Das  Vorhergehende  wird  hinreichen,  zu  zeigen,  dass  sich  ann 
den  allgemeinen  Grandformeln,  von  denen  wir  hier  ausgegangen 
eind«  ooch  viele  in  Bezug  auf  ein  Spiegel-  und  Linsen  •  System 
gewisse  Merkwürdigkeiten  oder  Singularitäten  besitzende  Punkte 
wfirden  ableiten  lassen,  weshalb  ich  diese  Betracbtupgen  hier 
abbreche. 
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Beweis  eines  die  Pfaf fache  IntegrAtionsmethode 

betreffenden  Lehrsatees» 

Von 

Herrn  Prof.  Dr.  Ladislaus  Zajt^ezkowski 

is  Wartohs«. 


Pfaff*)  bat  gelehrt  lineare  DlfferentialgldchimgeB  erster 
Oidnimg  awiechen  inelirereD  Variabein,  nämlicb  DUbrential- 
gieiehongen  von  folgender  Form: 

(1)   ^Xrdxr^O, 

SU  integriren ;  er  bat  gfseigt«  dass  solche  Differentialgleichongen, 
falls  nicht  in  Form  einer  einzigen,  doch  wenigstens  in  Form  einer 
ganz  bestimmten  kleinsten  Anzahl  von  Urgleichungen  Integrirbar 
sind,  und  zwar  ist  diese  Icleinste  Anz-ahl  von  Ürgleichungen  ent- 
weder gleich  |n  oder  gleich  ^(n-f  i)>  je  nachdem  die  Anzahl  n 
der  Variabein  eine  gerade  oder  eine  ungerade  ist. 

Diese  IntegratioDsmethode  beruht  belcanntllch  auf  der  succes- 
M?ea  Vermioderaog  der  Ansabl  der  Variabein  nm  eise  Variable. 


*)  Abhandlungen  der  Bertiner  Academie  der  WiMenschaften  vom 
Jahre  1814:  ,,IVIethodus  generalis  nequationes  differenttariini  parlicula- 
rium,  nec  non  etc.*';  —  auch  in  Cre  I  le's  Journ  al.  Band  II.  Seite  347. 
i«t  eine  Abhandlung  von  Jacobi  über  denselben  Gegenstand;  —  eben- 
felia  la  Raebe't  INibtaBtlel-  imd  IntegralradiKiiiig,  Bd.  II.  b.  K^i.X. 
J.  II. 


Digitized  by  Google 


die  Pfmft96kt  MttgNOI&umeHlode  MtHtmuäm  leknaiM»,  107 


Ist  in  der  Differentialgleicbnng  die  Anzahl  der  Variabeln  eine 
gerade,  so  lassen  sieb  nach  einer  von  Pfaff  gegebenen  Regel 
die  Sabstitutiooen: 

(2)  .  .  .  .  .  .  jrrS9k-(«B»yi,3%*.....3ib-4)  [rasl,  2,»«. 1], 

wo       y^,....t  ynr-i   n— 1  neue  Variabein  bezeichnen»  berechnen, 
denen  zu  Folge  die  Gleichung  (1)  in  eine  andere: 

(3)  ntv.dy.^ii 

swiseiMn  den       1  nenen  Variabein  y  ubergebt. 

In  diesem  Falle  fflhrt  die  Vertninderong  der  Variabein  keine 
Relation  zwischen  den  ursprünglichen  Variabein  ein. 

Ist  dagegen  die  Aniahl  der  Varlabelo  in  der  Dlfferential- 
gleichang  eine  ungerade,  so  muse  man,  um  die  besagte  Vermin- 
derung der  AnsabI  der  Variabein  zu  erzielen,  eine  g«»  willkür- 
liche Relation  zwischen  den  ursprünglichen  Variabein  annehmen, 
indem  die  Pfaffsche  Regel  für  diesen  Fall  nur  dann  gilt,  wenn 
die  gegebene  Differentialgleichang  in  Form  einer  einzigen  Ur- 
gleichaog  integrirbar  ist 

In  den  Darstellungen  dieser  Pfaff 'sehen  Integrationsmetbede 
scheint  ein  Punkt  nicht  beachtet  worden  zn  sein,  wenigstens 
fehl^  soviel  mir  bekannt  ist,  der  Beweis  eines  für  die  Anwendung 
dieser  Methode  auf  die  Integration  der  partiellen  Dillerentialgtei- 
chungen  erster  Ordnung  wichtigen  Lehrsatzes. 

Der  ftagiiebe  Lehrsatz  lautet  folgendermassen: 

Ist  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  (1)  in  Form 
einer  einzigen  Urgleicbung  integrirbar,  und  bestimmt 
man  nach  der  Pfaff  sehen  Regel  die  Substitutionen  (2), 
denen  an  Folge  (1)  in  (3)  übergeht,  so  wird  aneh  die' 
Differentialgleichung  (3)  in  Form  einer  einrigen  Ur- 
gleidbuog  Integrirbar  scfo. 

Den  analytischen  Beweis  habe  4ch  in  einer  Versammlung 
hiesiger  Mathematiker  gegeben. 

Ist  die  Gleichung  (I)  in  Form  einer  einzigen  Urgleichung 
Integriihar,  so  müssen  bekanntUeh  die  Coeflidenten  X  den  Glei* 
ebvngeii  von  folgender  Formt 
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y  irgend  drei  Zableo  aas  der  Reihe  1,  2,  ....,n  sind, 
idoBfiaeh  genügen. 

Setot  man  aUgeraein: 

ZJU  diu   ^  ■ 

uad  überdieas: 

00  kann  nao  obige  Bedingaogagleiehang  ^^boliacb  ao  daratollea: 

(4)  (a.  ^,  y)  5=  0. 

Mittals  der  oaeli  dor  PfaffecliOD  Regel  berechneten  Sab- 
atitafloiiaroffiiieln  (2)  geht  bdd  die  GleicbaDg  (1)  in  (3)  aber»  eod 
ea  lat: 

(5)  F,s'lr*JC,|^'     [t8l,  S,....,»— 1]. 

.  •  lat  dieae  Gielchang  (3)  ebenfalla  in  Form  eioer  elDsigen  Ur- 
gleiebmig  integrirbar,  ao  mOaaeo  wieder  die  Coeflieieiiteo  F  df»B 
Gleicboogen  tod  folgender  Form : 

wo  hy  iy  k  irgend  welche  Zahlen  aus  der  Reihe  l>  2, ...•»»  1 
aind,  identisch  genfigen. 

Setat  maa  wieder 

und  überdieas 

ao  iiaat  aleh  obige  Bedingung^gleicbung  symbolisch  ao  achreiben: 

m   •%*)=«. 

Es  ist  nun  zu  beweisen,  dass  die  BediDgungsgleicbnngen  (6) 
notbweadig  erfiiUt  werden  müssen,  wenn  jene  (4)  erfüllt  sind. 

Hilgen  die  ladexe  ß,  f  den  lodeien  A,  i,  k  gliedwelae 
entaprecheot  und  achiellien  wir  naeb  (6):- 
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Yk='^~'Xa^,    TtJ^'^Äß^.  Fk^Tz^Äy^^. 

Differeotiert  man  die  zweite  dieser  GleicbuDgeo  (7)  oach  ^t, 
und  die  dritte  nach  yi,  so  ergiebt  sich: 


und 

Zieht  man  diese  beiden  Gleichungeo  von  einander  ab  und 
beaatit  die  oben  eingeffibrten  Symbole,  so  erhält  man  die  erste 
CSMehoog  foJgender  Gruppe: 


die  lieideD  letsten  eriielteii  wir  aof  ilmUelie  Weise  ans  der  dritten 
und  ersten,  so  wie  ans  der  ersten  und  sweiteo  obiger  Giei- 
ebnngen  (7). 

Mnitiplieirt  man  non  die  drei  Gleiehnngen  lelster  Gruppe  mit 
den  entsprechenden  Gleiefaunapn  (7),  addirt  die  Prodncte  nnd  be- 
nntit  die  olien  eingefülhrten  Sjfnibole^  so  eriiSlt  man  die  Gleielinng : 


«=sl      ^      ysl  OjfkOlfid^k 

aus  w.elcher  sich  unmittelliar  erlebt»  dass  die  Bedingnngs- 
gleiebnngen  (6)  nothwendi<^  erfüllt  werden  müssen,  wenn  die  Be* 
dingnngsgleiehnngen  (4)  erMlt  sind. 

Hiermit  ist  der  olien  ansgesproebene  Lebisats  iiewiesen. 


« 
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Integration  der  Gleichung 

+  + +  ai3f' floy  =:  0,    ....  (1) 

in  «welcher 


«■4«»  nm%m  Om\\»  Om*  Om-lt^—ai, 

constante  Zahlen  beieichnen* 

Von 

flem  Simö»  SpiUerf 
PiroliDMor  SM  PAljttdmHtiiiB  fai  Wies. 


Uk  aetM  das  lalegial  oUger  DiaiBroatialgleidiMig  in  folgewler 
ffam 


y=  y     <p(tt  +  :r)F<iii,  (2) 

wosellMt  eine  aolcbe  FWlioa  voa  jr  b«ieicbiMt»  wakhe  der 
DiffereotiaigleicbiiDg 

(3) 

(«bi  +  «)9(«)(«)+lta^i^p«»->)(ar)-|. ....  +fli9>'(jr)+ao9'(a?)  =0 

GenOge  leistet,  F  eine  eiostweilen  noch  unbestimmte  Function 
von  u  bedeutet,  und  V],  coDstante»  eioatweilen  noch  anbe- 
kannte Zahlen  reprüsentiren. 

Aos  (9^  folgt: 
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und  werden  diese  Wertbe  in  (1)  eingeführt«  ao  erhält  man: 

(4) 

y***  Flo»^y(-+-)(tt  + j;)  +  a«4.«_i9>e"+"-»)(ii  +  a;)  +  .... 

Ans  der  Gtdckiiiig  (3)  folgt,  wann  man  In  Mlber  statt 
«  aetst: 

(Omi^U'^x)  9>l»)  (m  4- -f        9)<"~*J  (tt  +  *)  + .... 

....  +  aiip'  («+«)  +  OoV  (« + ar)  =  0, 

uod  mittalat  dieser  Glsichvsg  ▼eteia&cbt  aich  die  Gleicheng  (4) 
and  geht  Über  in: 

(5) 

^  ....  +  om^i         (u-^x)— («  +  x)  tiiasOl 

Naa  iat  aber,  wie  leidit  einsuselieii: 

(«} 


+(—!)' y*"*  a»f,F(')g>(»)(«  +  «)dii. 
•i 

Deouiach  gestaltet  Mk  die  GieiffliBBg  (5)  folgeadennassen : 
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(7) 

-Hornel  y—Om^  FOgi^"*^)(l*  +  «) 

+  

+(«»♦1  F-a»4«F'4«»-s  F"  +(-l)--^««»f»  Fl— »O^^-Kn^«)!"* 

+  (~  I)«-«  o«+,-«  Ff— ^ + .... 
^..-{-«N-s  V"  —  anM.  F'— i4F)o><'")(«+;r)rfu  =  0. 

Dieser  Gieichang  geoOgt  man,  wens  man  F  so  wählt,  auf  dass 

(8) 

(- 1)«  a»H  ''^•^ + (~  1)""'  «»H-i         + (- 1)"-*  flüH^«  F(«~«)  + ... 
.... + F"— «»fi  F' -«  F  SS  0 

ist,  und  »1,  so,  auf  dass  für  selbe  Dacbfolgender  Ausdruck 
verschwindet: 

+(aw+i.-aF— am+«-i  F'  +  a,»f«F)yCi»»*^(ic+«) 

+  

Mflm^  F-a»f»  r-f«»|«  F'-M..+(-i)«»-WHi  F(^))9»<«")(iH.«)=0. 

Die  Gleichung  (8)  iSsat  sich  mittelst  der  Laplace  sehen  Me- 
thode dvreh  Ansdrflelte  Ton  der  Form 

Tsa  f''  i^  Wtb, 
%. 

woselbst  W  eine  Function  von  v  bezeichnet,  vollständig  iotegri- 
ren.  Das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  der  (rn +  7t)ten  Ord- 
nung bäogt  demnach  ab  von  der  Auflösung  zvreier  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen, TOB  donoi  oloodor  «ton«  dio  andere  der  nten 
Ordnung  angehört. 
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Ueber  Kreimerecke,  ia  welchen  die  Seiten»  die  Dia- 
gonalen,  der  Radius  des  Kreises  and  die  Fläciie 
rationale  Zahlenwerthe  liaben. 

Von 

.  Herrn  Doetor  ¥V»  Li§»wski, 

FrofBflMT  dar  MaflieniBtfk  mn  d«r  wrcinlgtoii  Ardllcrie*  qnil  lagcniear- 
Sdiale  nwi  mm  8M-Cti«tlMi-liMtftiit  In  »«rltn. 


lo  den  Viereck  ABCD  «ei 

AB=a^  BCs:b,  CDsse,  DA^d, 

die  Diagonalen  AC=p  und  BD=q,  und  der  Radios  des  um- 
scbriebeneo  Kreises  r.  Der  Durchscbnittspunkt  der  Diagonalen 
liflias»  O.  Ferner  n'Sgen  die  Inlitlfe  der  Dreieekt«  welehe  dwcfc 
die  IHagonalen  md  Seiten  gebildet  werden^  ABC»  ACD^  ABD 
«nd  BCD  der  Reilie  nach  dardi  fi»  f%,  f%,  imd  der  loiidtdee 
Tiereeke  dnreh  f  lieteiehnet  werden. 

Mach  bekannten  Sätzen  ist  bei  den  obigen  Bezeicbnongen : 

I)  pq  =  ae  -^bd 

^""06  +  cd' 

3)  .  .  ...  .  p^iab-^ed^^iaei'bdjiQd-^be)^ 

end  Uenoe: 

4)  .  .  .  .  (a*+6>-'|>*)eii-f  a6(c*+d>)  =  a6f>>. 
Setzt  man: 


and 

^  

Aua  1)  and  2)  folgt : 


TMIXLTII. 


8 
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Cs=u-|-9   und    d  =  u — »,  » 

daoo  ist: 

c«iss«*^o«  nnd  e"+<P  =  2(k«+»«). 
Diese  Werths  von  cd  und  c^-k-d^  in  4)  eiogesetzt  geben: 

5)  .  *  *  ((a+6)»-p«)i^+(fi«— (o-d)«)e«Ä«Ap». 

Setzt  man  für  a,  b»  p  der  Reibe  nach  die  Ausdrücke: 

so  wird  nach  meiner  Abhandlung  über  rationale  Dreiecice*)  fi,  also 
auch  r,  rational. 
Es  ist  nun : 

6)  .  ....  .  .  (a+6)»-p«  =  4ry(«+y)«. 

7)  |^-.(a— 6)«  =  fry(ay— 1)* 

und 

8)  .  .  .   a6pa  =  a^(;rHl)(3^Hi)(«+y)*(.Ty~l)'. 

^vs  6)  eigiabt  sieh  bei  Einsslsnog  der  AnsdrOeim  aus  6),  7)  und  8): 

9)  . .  4tt«(a:+y)H4D*(ay-l)«=(arHl)  (yHl)  (^+3^)* 

Weno  .  . 

Ma  =  t«(a:3^— 1)«  und  ü*=<«(a:+y)« 

gMstst  «rirdy  daao  entsteht: 

10)  4(^+1^  =  («»+l)(jf*+l), 

oder  durch  Umformung: 

11)  4(»a  +  l*)=5(afy  +  l)«  +  («-y)«  . 

vnd 

If)  4(z«+<«)  =  (a:y-l)*+(j?  +  y)« 

De»  Gleichung  11)  genügen  die  Werthe: 

Es  ist  daher: 

19)  ,^(^y+m»y-») 

und 

14)  ,^(£±Ä:ö, 

•)  TU«  XLVI.  Nr.  XXV.  S.  503. 
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mitbüi: 

15)  .  .c^u+,='^^^:lp^^  =  i^=h^^, 

2  2 

16)  .     rf-.,    ,  .  «V-l-««-!-»»  ^  (x«+l)  (y«-l)  . 

2  2 

Ans  6,  e,  il  uod  p  ergebeo  sich  nun  oacb  dea  bekauotea 
Fonneb: 

2 

HO,  ^ 

4 

20)  A  =  1)  (y«- 1)     +  y)  (x^  - 1)  = 

21)  A  =  I  (3^*- 1)  (^y + ^-y  + 1)     -  ^ + y + 1)  = 

22)  A  =  I        1)  (oy  +        +  l) («if-«  +y + 1>  = 

23)  f  l)(Äy  +  a;— i(  +  l)(a;y-j:+y  +  l). 
Fär  «s3  und  ysi  erhält  idmi: 

as51,  *s40,  easOB,  ilsTS,  p  =  77,   y  =  84,  r  =  42,5, 
/j  =  924,   /;  =  2310.  /i  =  1800,  A  =  1344  and  /=  3234. 
Der  GlelehttBg  12)  geBflgeo: 

für  diese  Werths  tqd  2*  aad  f*  erbSlt  neu: 


tt  = 

mitUa  ist: 


24).  . ^^(^y-i)H(^-Hy)»^(^»+V^(yHi)„ar, 

alee  gleich  dem  Durehniessef  des  uBischriebepea  Kieieee; 

26)  j  -     ~1)'  -  (^-fry)*  _  (^y + ^  -i-y  - 1)  jxy-x-y- 1) 
^  2  2 
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Ligowski:  Uetfer  Xreitvierecke. 


Wie  oben  ergeben  eicb  imn: 

26)  p^(x-{-y)(xy-}), 

38)  Ä=«3r(«+jr)(«3r-l). 

»)  Ä  =  l(«+f)(«y-i)(^+«+y-i)(a»-«-y-i). 

31)  /i  =  iy(y«-l)(a!«+l)». 

32)  =i(ar  +  3/)(:r.y-l)(:i;*-l)(y«-l). 
Ffir  ;cs=3  uod  y=s4  ergeben  aich: 

as=61,  68s40,  cs85,  i{»36,  p  =  77«  «ssTS,  rs4M 
^,=924.  /i  =  l38e,  /i=810,  /4=1600.  f-m^. 

Bezeichnet  man  AO  durch      OC  durch  und  OD  darcb 

ii  nnd  v,  dann  Ut,  wenn  lar  AbkÖrsitng 

P  2__  „  „ 

gesellt  wild: 

%  =  nefn.   <  =  bcn ,   v  =  c<2n ,   u  =  a6fi. 

Bs  ist  nbn  t 

Für  das  zuerst  betraobtete  Viereci^  Ist,  vrle  siob  leicbt  zeigen  ISsat: 

woraus  folgt,  dass  bei  diesem  Viereck  die  Diagonalen  sich  unter 
rechten  Winkels  schneiden.  Beim  zweiten  Viereck  sind  die  Drei- 
eeke  BCD  wa^  ACD  Mefllwttiblig.  Seil  bei  einem  KreiaWereek 
nur  der  Inhalt  rational  sein,  so  kann  man  die  folgenden,  dnreh 
Verallgemeinernng  de»  Fbmilrfn  für  tntleiieto  Draiildw  gdbadenffa 
Ausdriieke  benntaen: 

a  =  +2)  +y)  +  2a:(y2  + 1) , 

6  =:2a:%+2)+x«(:r+y)  +  2y(a;i+l), 

c  =22(a-  +  y)  +  2i(:ry-l), 

d=  a  +  6  +  c— 4(a:+y), 

f  «.*(*+y)(a?+«)(y+»)(«y+j»+j»- 1). 

FOr  JTsl,  3^  =  2  nnd  ss;l  findet  man; 

«=26,  6  =  17,  c=5,  (2  =  35  und  /=m 
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XIII. 

UebaagiMi%^ben  für  Schiler. 


V/%ib  sind  die  folg«ndea  Sitte  tm  b«#eiMiit 

1.  Wenn  (Taf.  III.  Fig.  2.)  in  der  Seite  Aß  des  Dreiecke 
ABQ  der  Punkt  D  ao  bestimnit  Ist«  daes 

ist,  and  CD  gesogen  wird;  so  ist: 


Wenn  A,  B,  C  (Taf.  III.  Flg.  3.)  drei  Punkte  efaies  fCe- 
gelsehnitts  sind  und  F  ein  Brennpunkt  demselben  ist,  so  findet 
nan  -die  Oireetriz  desseltien  durch  Constraction  anf  folgende  Art. 

ttUn  halliiie  die  Winkel  AFB  und  BFC  dnreh  die  Uniea 
FD  nnd  FE  und  etridite  tn  F  «af  diene  Linien  die  Perpendikel 
FG  und  FH^  tieht  man  dann  die  Lilnien  AB  nnd  BC  und  be- 
stimmt deren  DurehscIinitlBpnnkte  M  nnd  N  mit  den  Petpendikdln 
FG  und  FH,  so  ist  die  durcb  die  PQnk^  M  ond  N  bestimmte 
tierade  die  geraebte  DItectriz. 


3.  Wenn  /4i?CZ>  (Taf  III  Fig.4.)  ein  in  einen  Kegelschnitt 
beschriebenes  Viereck,  oder  wenn  um  das  Viereck  ABCD  ein 
Kegelschnitt  beschrieben  ist,  so  liegen  die  Durchschnittspunkte 
Et  F  der  einander  gegenäberiiegenden  Seiten  des  Vierecks  und 
.die  Durchschoittspuukte  G,  H  der  in  den  einander  gegenüber- 
stehenden Ecken  des  Vierecks  an  den  Kegelschnitt  gezogenen 
Berfibrenden  In  einer  Cienden. 
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MiteeUen, 


lliscelleD. 

Die  ebfiMhato  AvfiOioiHS  sireier  Gleicliaiigeii       der  Poms 

dürfte  die  folgende  «ein. 

Stellt  man  diese  GJeichmigen  auf  feigende  Art  dar: 

{x  +y)  (ä*— «3f         =  o,    ary  (o: +y)  =  6 ; 

ae  erh&lt  man  durch  Divisioa: 


y      *  »  n 

•etat: 

Beatinrnk  man  hieraua     ao  iat  jp  =  a|y,  folglicb: 

uod  mau  bat  aleo  anr  Beilimmnag  Ton    y  die  folgenden  Formeln  t 

 :  K  

deren  weitete  Batwlelninng  keinAr  Schifierigkelt  unterliegt. 

G. 
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liiUrficbe  R«tii. 

Von  den  Hersaageber. 

Die  Erfindung  de«  Princips  des  (Kater^stbeo)  RevereioDS- 
pendet«  wird,  se  vi«!  ieh  weiss,  neisteiis  odte  weDigstens  häolig 
Bobnenberger  sQgescbriebeo.  Allerdings  sagtaaeh  dieser  sebr 
verdiente  dentseb«  Matbematiker  und  Astronom  in  seiner  treff- 
lieben,  immer  noch  sehr  sn  empfebienden  «^Astronomie.  Tü- 
bingen. 1811.  S.  447.**  am  Ende  dieser  Seite:  ,,Namentfieb 
können  der  Anfbftngungspnnkt  nnd  der  Mittelpunkt  des  Sebwangs 
mit  einander  verwechselt  werden,  nnd  die  Schwingungen  um  die 
durch  diese  Punkte  gehenden  einander  parallelen  Axen  bleiben 
von  gleicher  Dauer'',  worin  also  das  Princip  des  Reversions- 
pendels 8:anz  bestimmt  und  deutlich  ausgesprochen  ist.  Vielleicht 
aber  bat  man  übersehen,  dass  Bobnenberger  an  dieser  Stelle 
auch  ganz  bestimmt  auf  ,,Hugenii  üoroiogium  oscillato» 
rium.  P.  IV.  Prop.  XX*"  l^erwelst  In  diesem  msffcwfirdigen, 
jetzt  selir  seltenen  Werke  des  berlibmten  niederländlseben  Mathe- 
matikers mid  Physikers,  dessen  TollstSndiger  Titel  folgender  ist: 

Christiani  Hugenii  Zulichemii.  Const.  F.  Üoro- 
iogium öscillatoriom  eWe  de^rooto  pendnloram 
ad  Herologia  aptato  demonstratloDes  geome- 
tricae.  Parisiis.  1073.  Fol. 

findet  sich  in  der  ,,Pars  quarta",  worin  De  eentro  Oscil- 
lationis  aasfißbrlicb  gebandelt  «Hid,  auf  pag.  125.  die  folgende 

Fropoeiti«  lEX* 

Ceotrum  O seillationis  et  punctum  suspeosioni» 
interseconvertuntur. 

In  figüra*)  superiori,  qoia,  posita  snspensione  ex  JB,  deotram 
oscillationis  est  Z);  etiam  invertendo  omnia,  ponendocjue  snspen* 
eionem  ex  D,  erit  tunc  centrum  osillationis  Hoc  Onim  el  ipsa 
propositione  praecedeoti  manifestam  est. 

HiemiMsfa  ist  also  ohne  allen  Zweifel  Niemand  anders '  als 

Christian  Hnygens  der  Erfinder  des  Prinelps  des  Reverdions- 
pendels,  so  wie  der  Theorie  des  physischen  Pendels  und  des 
Oscillations  -  Centrnms  überhaupt    Ich  habe  diese  gelegentliche 
'Notis  hier  nur  ans  dem  Grunde  eingeschaltet,  am  dem  genannten 


*)  Die  Figur,  auf  welche  Hnjges*  «ich  hier  bezieht,  tbell«  i($b, 
veltelindiger  DeoUiehkelft  wegen,  aal  Taf.lIl.Fig.6,  »it. 
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Druckfehler  und  Berichtigungen. 


grosMo  Mamie  sein  milieiMtbaraA  Eigenthmn  wd  «eiiiem  Vatei^ 
laad«  di«  Ehre  einer  der  wiehtigeten  Eriindeogen  flir  «He  Zeiteii 
IQ  wahren«  da»  wie  edioa  erinoert»  dies»  wie  es  nb  wenigstens 
gescbioofo  bat»  nicht  immer  so  geschielit  and  geschehen  ist»  wie 
e«  die  GereehtjglMil  und  die  Ehre  der  Wisseneclwft  fordern. 

Das  „Horoioginm  oseillatoriam"  enthält  belcanntlieh 
noch  viele  andere  seiir  roerkwflrdige  nnd  widitige  Theorien  wid 
Anwendungen  derselben;  namenttieh  handelt  <•  B.  Pi^rs  tertia 
ansflihflieh:  De  linearnm  eorvarun  evolutione  et  dimen- 
slone»  was  ja  belcanntlieh  auch  eine  wichtige  Erfindung  des 
UQfergleichlichen  Ifenoes  ist. 


Qrvdiftlifer  i«  Sehr»»'«  •MMiMlig««,!«^;^^ 

NO.  2Ü.  Tafel  II.  S.  446.  Diff.  zwischen  iogtg  40o  23' 10"  und 
20"  statt  227  Ues  427. 


Druckfehler  und  Berichtigungen. 

Tbl.  XXII.  S.  387.  Z.  8.  muss  in  dem  Ausdrucke  von  9f*  das 
Minuszeichen  ( — )  Tor  dem  Bruche  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens gestrichen  werden. 

Tbl.  XXVIII.  S.  445.  Z.  4.  v.  u,  statt  (ThlXXV.  Nr.  VI.)  setze 
man  (Tbl.  XXIV.  Nr.  VI.). 

Tbl.  ^UV,  ^,  47(i,  Z.  10.  V.  u.  ist  statt  dffs  Zeichen«  ==  dae 
Zeichen  i-i  su  setzen. 

Thl.XLiV.  S.447.  Z.  11.  u.  fehlt  am  Ende  der  Zeile  hinter 
der  Klaninier  der  nMtor  L 

ThL  XLV.  S.  267.  Z.  12.  v.  u.  statt  »»het elehnei"  s.  o.  »,he* 
zeichnet,  ergiebt."  Es  fehlt  nimllch  am  Ende  der  Z^le  das 
Wort  „ergiebt." 

Tbl.  XLVI.  S.  184.  Z.3.  v.  a.  |ese  man  17,  statt 

In  Taf.  III.  Fig.  5.  muss  der  Buchstabe  J  weiter  rechts  an  den 
Darcbscboittspnnkt  der  Linien  HC  und  Ä  Y  gesetzt  werden. 
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XV. 

Ueber  einige  Carven  höheren  Grades. 

fierrn  Dr.  Hochheimy 
Iidu«v  WH  der  &Mliclial«  im  M«gd«barg. 


Bei  einer  Untersachung  der  Fnsspunktencurven  der  Neil'scben 
Parabel  ergaben  sieb  einigie  sehr  einfach«  Resultate*  die  in  dem 
Folgendeii,  eDthalten  sind« 

I.  Der  feste  Pol»  doich  welchen  alle  auf  die  Tangenten 
gefällten  Lothe  gehen  mugen,  sei  der  Scheitelpunkt  der  Neil 'sehen 
Parabel.  Derselbe  Punkt  sei  zugleich  Anfangspunkt  des  Coor- 
dinatensystems»  so  daM  die  Gleichung  der  Neil*schen  Parabel 
die  Form    '  / 

betitst 

Die  drei  Gleldumgui,  welche  rar  Bestinmeng  der  Gleicfaang 
da«  geometriMhen  Ortes  aller  Fempunhle  der  I«othe  aasreiehen, 
sind  daan: 

io  welchen  ^  und  rj  die  Coordinaten  des  Üurchschnittspunkte» 
der  Tangente  und  des  Lothes  sind.  Eliminirt  man  aus  diesen 
Gleichungen  die  Variabein  ar,  y,  so  ergiebt  sich  eine  Relation 
zwischen  ^  und  rj,  welche  die  Gleichung  der  Fusspunkteocurve  ist: 

27i9S£»-|- 27i9«--4iEi|s  =  0. 
ThAUXLVn.  » 
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Fuhrt  man  Vp  an  die  Stelle  von  k  eis»  we  p  der  Pttebel 
eagehOrt,  derea  BTelote  die  NeU'sche  Perabel  iat,  so  oimnit  die 
GielebiiBg  die  Geetalt  an; 

(F)  2i3*  +  2i,«|«-|>i»=0, 

■od  geht  man  dercb  die  SubstitntioD 

,  92  =  r8iii9>,  x  =  rco8q> 

ao  Polaicoordioaten  dber»  eo  entatebt  die  Polargleicbeng 

2ri  =  |ir*coa9co^, 

(G)  r*  s  0;  2r = pcee^eot^. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (F)  §  =  0,  so  wird  auch  i}  =  0, 
die  Curve  wird  also  darcb  den  Anfangspunkt  des  Coordinaten- 
Systems  geheo. 

Da  (F)  nur  gerade  Potenzen  von  i;  enthält,  so  trerdeo  sich 
(Ör  jeden  Werth  von  §  immer  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte 
Werthe  von  q  ergeben,  die  Curve  wird  also  symmetrisch  zur 
£-Axe  liegen* 

Fflr  9)  =  0  in  (G)  ist  r  =  co,  die  Curve  wird  eich  also  in 
Ihrem  Verlenfe  an  beiden.  Selten  der  «>Aze  Dihem»  ebne  nie  in 
erreichen. 

'  Giebt  man  in  (G)  den  Wbfcel  9  alle  möglichen  Werthe 
zwiacheo  d(F  vnd  271^,  so  erhSlt  man  nur  negative  Werthe  fOr  t, 
oder  giebt  man  in'  (P)  |  negative  Werthe^  eo  wird  man  filr  i| 
stets  iroaghiSre  Werthe  erhalten:  die  Curve  wird  eich  demnach 
nnr  aof  der  rechten  Seite  der  i|-Aze  anebreiten. 

Setzt  man  in  (G)  97  =  30°  oder  =  330^,  so  erhält  man  für  r 
denselben  Werth,  der  sich  für  den  Kadiusvector  der  Neil'schen 
Parabel  ergiebt,  so  bald  man  q>  in  der  Polargleichang  derselben 
dieselben  Werihe  ertbeilt;  es  wird  r^kV^.p. 

Die  Neil' sehe  Parabel  und  die  Fusspunktencnrve  werden 
sich  demnach  für  <p=30°  und  =  330"  in  der  Entfernung  |V3.f> 
vom  Anfangspunkte  durchschneiden. 

Die  beiden  ersten  Differentialquotieoten  sind: 
oder: 
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^  nimmt  för  |  = — 4p  den  Werth  0  an.  Bei  Einsetzung  dieses 
Wertbe«  von  |  in  die  Gleicbuog  (F)  ergiebt  sieb  aber  £3r  q  eio 

imaginärer  Werth,  nämlich  17=/'  ^"""H'        Icann  demnach  hier 

von  keinem  Maximum  oder  Minimum  die  Rede  sein,  besonders 
da  sich  die  Carve  oipbt  in  deo  II.  and  III.  Quadraoten  erstreckt. 

dt) 

Der  zweite  Ausdruck  für  ^  wird  für  unendlich  gross, 

die  Tangente  im  Anfangspunkte  des  CoordioatensyateiDS  wiird  also 

mit  der  F-Axe  zusammenfallen. 

Der  KrümmuDgsradiua  der  Corve  ist 

Da  ftir  |=0  auch  97=0  ist,  so  besitzt  der  KrumniiiDgsraditui 

der  Curve  im  O-Puokte  den  unbestimmten  Werth 


Ertheilt  man  p  in  der  Gleichung  (F)  alle  möglichen  Wertbe 
zwischen  0  und  x,  so  wird  (F)  nicht  mehr  eine  einzige  Curve, 
aondern  ein  ganzes  System  von  Curven  repräsentiren.  Für  p  =0 
wird  (F)  7j^i-i'^  =  0,  beide  Goordioaten  mteen  dennadk  inm» 
sss  O  sdo,  die  Curv^  wird  daen  in  den  AnfangspanlEt  des  Coor- 
dinatensysfems  Terscbwinden.  Seist  man  pssoo,  so  eiiiSlt  man 
|*ssO  oder  1=0,  d,h.  die  Fusspanicfenciir?egebtin  die  F-Äxe  Uber. 

AUe  Curven,  die  auf  diese  Weise  durch  (F)  dargestellt 
werden,  sind  Fusspunktencurveo  von  NeiFschen  Parabeln,  de- 
nen  die  betreffenden  Werthe  von  p  zugehören.  Alle  Curven  die- 
ses Systems  gehen  durch  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensy- 
steniK  und  werden,  so  lauge  p  nicht  <x>  wird,  die  Ji-Axe  znr 
Asymptote  haben. 

Um  die  Orthogonale  dieses  Curveosystems  zu  bestimmen 
bildet  man  die  Gleichung 

dF^  dF,., 

eiimlnirt  ans  ihr  und  der  Gleichung  (F)  dicT  Veränderliche  p  und 
Integrirt  die  daraus  entitelieode  Dtferentialgleicbnng. 
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X24       Hoch  heim:  VeUr  einige  curvea  höheren  Graäei, 
Es  ist  Bun: 

Der  Werth      p  am  F  entivickelt  ist 

~T 

Die  n  integriieiide  Differeiitialgleieiiaiig  wird  denmech  erie: 

Da  dieeelbe  homogen  ist,  so  lassen  «leb  die  Veriabeln  tren* 
oeo,  indem  man  i|=3|^  ^lao  dfn^y^tdJi  eetst;  maa  erliSit  daaot 

oder: 

Der  Nenner  des  aweiten  Brnehes  liest  eleh  In  sivel  Faeteieii 


An  die  Stelle  von  woge  j  gesetzt  werden,  es  ist  dann 
di^^dtt  die  Differentialgleichung  wird  demnach  die  Gestalt  an- 
nehmen : 


Zerlegt  man  den  sweiten  Bruch  in  Paiialbrfleiie  -4- 


so  besitzt  a  den  Werth -|-2,  ß  dagegen  ists 
Dia  Integral  dieser  Dtferentialgleiehnng  ist 


etf+^-Wi-*)  8  s», 

oder: 

I  ist  aber  fiir  t**f  1  eingesetzt, 

|i(|»+l)«=:Jf(|P+|>. 


Digitized  by  Google 


• 


äoekkeim:  D0er  einigt  duvem  Mäeren  6raäe$,  125 

Da  non  ist»  so  findet  man  als  Integral  der  obigen 

OileienllaV^eliiing: 

(<»)  iif^W^M^^\MJ^. 

M  ist  eine  beliebige  Coestante*  der  naa  Jeden  Werth  er- 
tbeOen  kann,  daher  reprieentfart  die  CUeichmg  (^)  eine  ganie 
Sebaar  ron  Carven,  die  alle  GnrFen  des  Syaleiiis  (F)  unter 
rechten  Winkeln  schneiden  werden. 

Die  Gleichirag  {<D)  gehurt  der  Fassponktencurre  eioer  Ellipse 
vsk,  dereo  Halbaxeo  VM  uod     %M  sind. 

Die  Fasspunktencurve  (F)  der  Neirschen  Parabel 
wird  also  rechtwiDklicb  durchschnitten  von  der  Fuse- 

panktencarve  einer  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  zu- 
sammen ffillt  mit  dem  Scheitelpunkte  der  NeiTschen  Pa- 
rabel und  deren  Haibaxeo  in  dem  Verhäitniss  1:V|  su 
eioander  eteheo. 

Jede  Cnrre  {O)  wird  die  jlT-Axe  In  den  Entfemangen  H- Vfli 

und  —  VTüi  eed  die  F>Aze  b  den  Entfemangen  -|-VJtf  ond 
^VJt  Tom  0-Ponfcle  dorchsebneiden.  Für  ifsO  wird  die  Cnrve 
in  den  0-Fnnht  sasanunensehwinden. 

Da  die  Gleichung  ((Z^)  nur  gerade  Potenzen  von  §  und  97  ent- 
h&lt,  so  wird  die  Curve  symmetrisch  zu  den  beiden  Coordinaten- 
axen  liegen;  es  wird  daher  nur  nSthlg  sein,  den  Lauf  derselben 
In  ersten  Quadranten  sn  betrachten. 

FGhrt  man  statt  t]  und  I  Polarcoordinaten  r  und  9  ein,  so 
entsteht  die  Polargieichuog : 

r«  s  f«Jir(sie«qp+|ee^), 

die  sich  in  die  beiden  Gleichungen 

I«  s  0  ond  r*  a  ilf(sinV -flce^) 

zerlegen  Ifisst.  Die  Gleichung  schliesst  abo  den  0-Punkt  als  be- 
sonderen Punkt  in  sidi. 

Die  beiden  ersten  Differeatialqaetienten  der  Gleichiing  (<^) 
oder: 


I 
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 ^S*  +  3»?»* 

wo  ifas  ^  ist 

dl.  <W«  »t  fa.  •»«..  Q«d».<«r.  ..  tu. 

det  man,  daas  ^  für  alle  positiven  Werthe  vod  6  aod  ni  eioeo 
oegatiFeD  Werth  besitst,  die  Cam  wird  demnaefa  eine  herab* 

steigende  sein.   Für  S  =  0  wird  auch  ^  =  0,  die  Tangente  der 

Curve  läuft  also  Tür  £  =  0  der  A'-Axe  paralleL  Die  Gleichong 
(<P)  nimmt  in  diesem  Falle  die  Gestalt  an: 

Die  Ordinate  besitzt  demnach  für  £=0  oberhalb  der  XAxe 
einen  Mazimalwerth  -^VM  und  aoterhalb  der  X-Axe  einen  Mini- 
malirertb  —  VJf. 

Setat  maD  |  ss  \f\M$  eo  nimmt  ^  ehien  unendlich  grosaeii 

Werth  ao.  Die  Tangente  wird  daher  In  dem  Ptanbte»  wo  die 
Cnrre  die  Xilze  schneidet,  der  F-Aze  parallel  lanfeD. 

Der  Krfimmnngsradias  der  Curve  ist 

 toS*+3i?»)«-K2gH4gi?«)']l  

*  (ll6»+3i|»)(26V--«6*9+14|»i|V--t4fiV+*2g«?^'--12i)»)* 

Far  £  =  V\M  und  1}  =  0  wird 

die  Cnrve  ist  an  dlceer  Stelle  eingedrOdrt. 

Für  £  =  0  und     =  VA/  wird 

IL  Der  Pol,  durch  den  sämmtliche  Lothe  gezogen  werden, 
•ei  der  Scheitelpunkt  der  Paiabel,  welcher  die  gegebene  Neil- 
sehe  Parabel  ale  Evolute  sngehOrt  Dieter  Punkt  eel  sngleich 
An&ngeponkt  des  Coordniatanayatems;  die  Gleichnng  der  Neil* 
sehen  Parabel  ist  dann: 
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FOr  jeden  Paokt  (ory)  der  Carve  i«t  die  Gleicbong  der  Tan- 
gente: 

md  die  Gteidiirag  dee  Tom  O-Ponkte  ans  enf  eie  geOlUte«  Lothes 


fve  {i|  die  CoordioeteD  des  DaidMeliiiittipiaklee  dieser  beiden 
geraden  Linien  sind. 

Nach  Eliminirung  von  xy  aus  diesen  drei  Gleichaogen  er* 
giebt  sich  die  Gleichung  des  geometiiscbeo  Ortes  aller  Fuss- 
pnnl[te  der  Lothe: 

<F').  ....  .  2iaW+i^=|ii(ai^«+««). 

Nimmt  man  den  0- Punkt  zum  Pol  und  die  XAze  zur  Polar- 
axe,  so  ergiebt  sich  die  Polargleichung  dieser  Curve: 

(G^)  2lF*sinVs|np*cos9(l-|-sin^p), 


r*sOs  8r  |9(cot9eosec9>-|'Cos9)« 

Seilt  man  in  (FO  ^  wird  aneb  ^sO^  die  Gimre  gebt 
dnreb  den  AnfingspnnlKt  des  Ceordinatensystems ;  sie  liegt  femer 
symmetrisch  snr  J^-Aze,  denn  die  Gleicbnng  CFO  entliSlt  nnr 
gerade  Petensen  von  i|. 

Ellr  die  Werthe  Ton  9  swisehen  W  und  270°  liefert  (G') 
nnr  negative  Werthe  ?on  r;  entsprechend  erliSlt  man  ans  (FO* 
wenn  man  It  alle  möglichen  negattven  Werthe  ertbeilt*  imaginSre 
Werthe  fOr  17,  die  Cnrre  Icann  daher  nur  auf  der  rechten  Seite 
der  1} -Axe  Im  L  nnd  IV.  Quadranten  liegen. 

Setzt  man  in  (G')  9  =  0,  so  uird  r  unendlich  gross;  die 
Curve  wird  sich  also  su  beiden  Selten  der  {«Aze  ausbreiten  nnd 
dieselbe  erst  b  der  UnendKchlcelt  dnrehsehneiden. 

Da  CSr  1=0  auch  ^«sQ  bt,  so.  besitst  der  erste  Differeotial- 
quotient 

den  ttnbesttmmten  Werth  ^Vq. 
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Erthtilt  man  aach  in  der  Gleichung  (F  )  der  Constanten  p 
alle  muglichen  Warthe  zwischen  0  und  oo,  so  stellt  (F')  eben- 
falls  ein  ganzes  System  Ton  Gurven  dar,  von  denen  jede  die  vor- 
her angegebenen  Eigenschaften  besitzt.  Für  ^  =  0  t^ird  die 
Fusspunktencarve  in  den  Anfangspunkt  des  Goordinateosystems 
tnaaniiüeiiteliwiBden»  sto  wird  dagegen  In  dto  F-Am  UlMfgihen, 
sobald  p  den  Greosvrertb  oo  erreicht. 

Um  die  Ortbogooaicurve  dieses  Systems  za  bestimmen,  bil* 
det  man: 


ond  etimioirt  aus  (F')  und  der  OUferentiaigleicbDOg 

die  Grosse  p;  es  ergiebt  sich  dann: 

=  j8Pfl«+ 4ijV + 36«) 

oder: 

{A^i* + I  df  -1-1 2i,» + 1?^  -I-  iji*  j  dij  =3  a. 

Diese  Differentialgleichung  ist  ebenfalls  homogen,  die  Inte- 
gration  derselben  wird  sich  daher  ausführen  lassen,  wenn  man 
durch  Substitution  von  H  statt  ti  die  Variabelo  separirt:  mao  er- 
hält dann: 

|4£»l«^4{S|i^  2gs)i2|  ^||«l4.£ft|S  -^^Mtdl-k-m)  s  0, 
oder; 

oder,  da  der  Neoner  des  swetten  Braches  =s  «*-|-i)(l*-H^-|-l) 

*j.i*0^±l£±JL«.ii 

7+(iM.l)(«H-im-l)**®^ 

Sabstitnirt  man  }  fSr  I*,  also  di  f$r  '^tdt,  so  ist: 

T+¥ö+i)ö»+ö+i)~ 

Der  zweite  Bruch  lasst  sich  in  Partialbrfiche  serlegen  von 
der  Fem 
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«     ,  ß 
f  +  J       +  + 

wo  m  den  Werlli  4-%  ß       Warth  — <f -f-l)  beaitet 

Fahrt  man  nan  die  Integration  der  Differentuügleiehiuig  ans, 
60  eigiebt  aich: 


+lHM(f +l)H/fl-VA.etctg  (^^?)  =  r. 
Fdr  I  wieder  t*  eingesetzt: 
Ä+«<«+l)-i/[(««+i)HiV]-VÄ.arctg(^^  =  r, 

und  da  «ss|  iett 
oder: 

(N) 

Oa  man  der  Gitae  P  Jeden  beliebigen  Werth  erthdlen  hnnn, 
eo  atellt  die  Gleichang  (N)  ein  gansea  System  von  Canreo  dar, 
von  denen  jede  dae  System  (F')  unter  rechten  Wiaheln  aehnnl> 
det.  Alle  Gorvea  dieaea  Syatema  afaid  tranacendent» 

Fftr  CasO  nhnmt  (N)  die  Geatalt  an: 


Jede  der  Onrven  wird  alao  die  F-Aza  nweimal  dnchaelMldeB 
in  den  EatÜBtnangan 

O-Pnhto. 

Setet  man  ^  =  0^  ao  eririHt  »an: 


ISO        Bochheim:  Ueber  einige  Curven  höherem  ürade». 

m 

Die  X'Axe  wird  daher  ebenfalls  zu  beiden  Seiten  des  0-Puok- 
las  von  jeder  Cnrre  dimeliiiitten. 

Die  beiden  ersten  Üifferentialquotienten  tod  (N)  sind : 

Im  ersten  Qaadranten  wird  ^  immer  negativ  sein,  daher 

Ist  hier  die  Carve  eine  herabsteigende.   Ffir  'alle  negativen  ^ 

nad  poaltiveD  $  (ako  Im  IV,  Quadranten)  ist  ^  stete  positiv, 

die  Curve  ist  demnach  hier  dne  emporsteigende.  Aehnlicbe 
SeUtoe  laseeo  eich  filr  den  II.  vnd  IIL  Quadranten  siehen.- 

FOr  ^asO  wild  aneb  ^==€1,  die  Ordinate  i|  bealtat  fBr|sO 

einen  Maximal  -  ond  einen  Minimal -Werth: 

die  Tangenten  in  den  beiden  Panlrten,  in  denen  die  Corve  die 
F'Aze  achneidet,  werden  demnach  der  JT-Aze  parallel  laafen« 

Für  die  beiden  Abscissen 

(In 

laufen  die  Tangenten  der  Curve  der  Y'Ax»  parallel,  da  ^  für 
diene  Punkte  der  Curve  ao  wird. 

Der  Krammnngaradlna  der  Corve  ist: 


Setat  man  £  »  0,  ao  wfard: 

^  «s  — 117  sr  :|:  JcT+iVAw«. 

Ffir  ^ssO  dag<Q|^  nbmmt  der  Krfimmnngaradina  de» Werth  an: 

— sr^  =  +  »• 
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Flaton's  Geometrie  im  Bfenon  und  die  Parabole  des 

Pjrthagoras  bei  Platarch* 

Zwei  matbematbdi^pbilologisehe  AbhandlongeD 

▼on 

Herrn  Fr.  Carl  Wnx, 
DiffMtor  iM  Gymmtloms  in  Schwerin  in  Heddnninrir. 


■ 

1.  Di«  oifttheniatiscbiB  Stelle  im  Menon  p.  87. «. 

Ueber  die  mathematische  Stelle  in  Platon's  Menon  p.  87.  a. 
sind  bereits  vier  und  zwanzig  Abhandlongen*)  erschienen. 
Keine  denelbeo  bat  eine  irgendwie  liefirfedigende  Erklärung  der 
Stelle  geliefert  Nach  eolebem  Vorgange  mag  es  bedeokllcb  er> 
aehefoen,  mit  einem  neuen  Veraacbe  herronntreten,  deeb  viel- 
leieht  wird  die  Metbode  der  Unterancbnog  Beifall  finden  und  dem 
geiroenenen  Reeultate  Zuatimmnog  yeiacbaffeD. 


*)  Gsdikn  wmk  Miehelson  in  d«r  Anagabe  4«s  Menon  von 
Biontor*  Beriin.  178IK  17M.  ObMffvntiont  «nr  nn  putage  do  dln- 
log««  do  Pialoni  intllnM  Menon,  In  k  l'Acadömie  de  Berlia  pnv  M.  Jena 
Trombley.  1799.  Siehe  M^motres  de  TAcad^mie  Royale.  Berlin« 
1800.  p.  241. —  263.  —  Job.  Wo4fganf^  Müller,  Commentar  über 
swei  dunkle  mathematische  Stellen  in  Platon's  Schriften.  Nürnberg.  1797 
—  F.  Sehleiermacber  in  den  Anmerkongen  zu  seiner  Uebertetsaag* 
de«  PlalOB.  Th.  U,  L  p.61T.  —  Ferd.  NIofcei  hi  doa  SchledMhtn 
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Wex:  PialoH'8  Geometrie  im  Memm 


Socrates  will  durch  ein  aas  der  Geometrie  entlehntes  Beispiet 
klar  macheo,  was  eine  Hypothesis,  eine  Veraassetzung  (Annahme) 
aal.  Die  Frage«  ob  dia  Tugend  lobrlwr  aei,  sagt  er,  läsat  aicb 
nickt  beantworten/  ebo  nan  weiaa,  was  die  Tugend  lat  Woiil 
aber  kann  man  von  ober  Voranaaetenng  anageben  nnd  a.  B.  nagen» 
die  Tugend  lat  lebrbar,  wenn  aie  eine  Erfcenntalna  iat,  Xbniicb 
n-ie  die  Geometer  verfahren,  die  bei  einer  vorgelegten  Fragen  wie: 
Iä8st  sich  in  dieaen  Kreis  a«a.w.  so  reflectiren:  wenn  u.  s.w. 
Aus  dem  Zusammenhange  also  ergiebt  sich,  dass  es  sich  nicht 
um  die  Auflösung  einer  gestellten  mathematischen  Aufgabe 
handelt,  sondern  vielmehr  um  die  Bedingung,  unter  weicher 
das  in  der  Aufgabe  Verlangte  möglich  ist. 

Fassen  vrir  vor  Allem  die  aufgestellte  mathematische  Frage 
.  In's  Auge.   Piaton  lässt  den  Geometer  fragen:  $1  oIovte  ig  tovöa 
xhv  KvxXov  xoSs  TO  xojgtov  rqlytovov  ivxa^ilvai;  Dies  übersetzte 
man  ehedem:  „Lässt  sich  in  diesen  Kreis  dieses  Dreieck  ein- 
sclireibeo.*'  Aber  diese  Auflassung  der  Worte,  bei  welcher  keioe 


Pravinzialblättern.  1812.  Heft  VIII.  —  C.  Brandanos  Mollweide, 
Commentationes  raatheinatico-pliilologicae  tres.  Lipniae.  181S.  —  Phi- 
lipp Buttmann,  Excurs  in  seiner  Ausgabe  des  Menon.  Berlin.  182S. 
1830.  —  Fr.  Carolas  Wex,  Commentatio  de  loco  matheoialico  in  Pia- 
tonis  MMOoa.  Balis.  1895.  BeeoMirt  in  dar  Allganahiaa  MalMitnag. 
Abtbl.  VL  Nr.  0;  IttT.  —  Job.  Weifgang  Malier,  Tollttisdige 
Aoflörang  der  Aufgabe,  ia  daai  Kreis  ein  Dreieck  sa  beschreibfla.  Zar 
Prüfung  der  Ton  Dr.  Wex  Tersuchten  Erklärung  der  mathematischen 
Stelle  in  Platon's  Menon.  Kürnberg.  1826.  —  Godofr.  Stull  bäum  in 
seiner  Aufgabe  von  Platon's  Menon.  Lipsiae.  1827.  Recensirt  in  Ja h  n  's 
Jahrbüchern  der  Philologie.  1836.  Bd.  VI.  p.  163  sq.  —  £.  F.  An  gast. 
Zwei  Abbaodlangen  pbyaikaliadien  und  Diathenalisdioa  Inhalts.  Bariia. 
18S9.  BaMBsirt  In  JabnU  Jabibicbem.  1880.  Bd.  XU.  p.l90sf.  — 
JnL  Fr.  Wurm,  Ueber  die  Stelle  in  Platon's  Menoa  in  Jabn's  Jabr- 
bfichern.  1829.  Bd.  IX.  p.  223.-232.  —  Giiil.  Korten,  Commentarius 
in  loGum  matheraaticum  in  Piatonis  Menone.  Aachen.  1830.  —  Arnold 
Schmitz,  AnimadTerstones  in  Piatonis Henoneni.  Cöln.  1890.  —  6.  F.  Ph. 
Patse,  Commentatio  de  loco  matbeauUieo  ia  Platonia  Hanaae.  Saatt. 
18U.  Ia  Aasar  Sdirift  «lad  die  BrUirangsa  dar  Torgiager  kara  refiwirt. 

—  Harx*  Be  looia  matbematieU  ia  Flatonis  Menone.   Coesfeld.  1888. 

—  J.  J.  Ch.  Tbaaias,  Deber  die  mathematische  Stella  in  Menon. 
Arnstadt.  184L  —  König,  Explanatio  loci  in  Piatonis  Menone.  Eutin. 
1843.  .  L.  Hoff  mann,  Ueber  die  Stelle  im  Menon.  Berlin.  18&3. 
Wöpcke  in  Mütseli  Zeitschrift  für  das  Gymnasialwesen.  X.  Jahrg. 
I8M.  p«  879  sq.  —  Bayer  fai  lIAtaell  ZaItMbrift  Xm.  Jahrg.  186». 
f.  888  a«.  Rieliter  Ia  IIAtaell  ZaIlMhiüL  XV.  Mig.  1881. 
p.818. 
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irgendwie  ertrigliche  ErklSrang  der  ganzen  Stelle  mugUcb  ist, 
«ncMal  MskM  cptMlilicb  ab  diireliMis  mniSseig.  Dm  aaek 
den  Spftchgelmmche  der  griaeliisclien  Matbenatiker  wfiide  Jeae 
Frag«  ao  hciaaaa  mOawn:  ü  oUvtt  ig  %Mb  »vxlov  tÜt  %6 , 
tQlfivov  lyypo^^vai.  Ein  der  Geatalt  nach  gegebeaea 
Dreieck  nennen  die  Griechen  nur  xQtfmvov»  Platen  aber  sagt 
rode  tb  xm^iopf  «,diaae  Fliche'%  und  ebenso  yorher:  hwddv  ttf 
avtovg  Ipipro»  ntffl  xagtov.  Manche  nnn  behaupteten»  xagtov 
xglymvov  sei  hier  ganz  dasselbe  wie  xQlycavov,  denn  ^cop/ov  werde 
oft  bei  den  Mathematikern  für  Figur  gebraucht.  Wenn  nicht 
die  liebe  deutsche  Gründlichkeit  gebute,  diese  irrige  Meinung 
näher  zu  beleuchten*),  kunoten  wir  kurz  sagen,  diese  Streitfrage, 
ob  %(OQiov  zuweilen  Figur  bedeute,  sei  fflr  uueere  Stelle  darum 
▼ae  kaiaar  Badaatnng,  weil,  gesetst  anak  aa  kHaate  imglov 
/•vov  für  daa  aiafiMske  xQlymvov  gebianebt  «rardaa»  aa  deck  an 
anaarer  Stella  aaa  apraeblickea  Grüadaii  t699  %^  t^tfmiwv  jn^^tov 
kaiaaaa  mflaata»  aiekt  rddt  xm^hw  t^lfiwp,  Daan  kakn  Hfai- 
aatratan  daa  Artikels  muss  das  Adjectivum  immer  Tor  dem  Sub- 
atantivnm  stekaa*^.  Bei  <ler  jetsigea  WortataUaag  kOrt  daa  Ad- 
jectivum xQlymvov  anf»  Attribut  ▼on  %a(flov  zu  sein,  es  muss  rieU 
mehr  mit  ivxu&^vat  verbunden  werden***).  Es  heisst  also,  wie 
auch  August  richtig  bemerkt  hat:  «^Kann  diese  Flüche  in 
diesen  Kreia  ala  Dreieck  eingespannt  werdenf* 


*)  Tgl.  hierüber  auch  Wnrai  kl  Jaka'a  Jakrhiekera  der  Philologie. 

UL  Band.    1829.    p.  223  «q. 

**)  Das«  der  Artikel  hierbei  die  Hanpttache  ist,  überiaben  Manche 
and  behaupteten,  man  tage  nicht  xtaffio»  xgtyotvov,  «ondern  tQiyuiVov  %iaQlw, 
Wo  der  Artikel  fehlt,  sind  kside  Wert^llongen  sulateig}  der  Unter- 
scfcisd  vifde  Met  da  ikeloriseker  seia»  wekel  e«  darauf  anktont» 
welsket  der  beiden  Begriffs  kerrorgehobea  werden  aell. 

***)  HlBcker  wird  Tielleicht  geneigt  «ehi,  da«  nadigeaefste  Adje*  • 
cttvam  rgiywvw  darch  XQiytuvov  ov  zu  erklären,  eo  das«  ea  eine  binia- 
tretende  Nebenbeatimmung^  enthielte:  diese  Fläche,  weiche  eine  drei- 
seitige ist."  Uneerer  unten  aufzustellenden  Erklärung  der  Stelle  würde 
diese  Anaakme  idebt  entgegen  stehen,  aber  an  den  Stellee,  wo  ein  «olches 
«br  kknaiadenksa  ist,  s.B.  Tkmgrd.  1, 49,4t  Mr^voM»  «d»  vtap^e  ig^fto^t 
ea.  sSnmi.  n»  98»  8x  <d*  tfi^gtit  Ji^UUmmm  Mudf  se.  «wec  Xea* 
Aaab.  1,  10, 18 :  «ataJUi^dtwvo«  xae  a/ta^ae  fteards  dXevfOtr  .«c.  woas  be- 
sf^irhnet  das  AdjectiTom  nicht  ein  inhärirendes  AttriFint.  sondern  einen 
zeitweiligen  Zustand.  —  Stelleo,  wo  das  nachgesetzte  AdjectiTum  nicht 
attribntiT,  aondera  praedicativ  ist,  kommen  natürlich  hier  nicht  in  B«- 
fenukt.  JMskiw  ferner  kisnasm  slck  aiekt  um  die  obige  Sprachregei. 
Bei  HaaNT  Met  «ick  kiafg  <d  tadd  aad  Aefcaiickss.  flafk. 

FkOeei  IBtOi  v^oli  vUmß  ßmftü». 
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Wex:  Piaton' i  Geometrie  im  Menm 


Jtm  Meianog»  &mm  xaglw  aneh  Figar  (dBog,  opjna)  be- 
dcnte*  beruht  anf  clnw  Tbwebmig*  Da  oimlieh  Jede  geometrische 
Figur  sogleich  ein  xoqIov  ist,  so  Iudd  in  FSIleo,  wo  es  sich 
blos  um  die  GrOsse,  nicht  um  die  Gestalt  iiaodelt,  der  gene- 
relle Manie  xaglov  gebraucht  werden.  Nicht  befremdeo  Icape» 
wenn  Piaton  Menon.  p.  82.  und  öfters  EucÜdes  von  einem  tetqu- 
ymvov  xcoQiov  redet,  weil  alle  Quadrate  der  Gestalt  nach  gleich 
sind  und  nur  durch  die  Grösse  ihres  Flächenraumes  sich  unter- 
scheiden. Wenn  lerner  Euclid.  Elem.  II,  defin.  2.  sagt:  navros 
9h  naQaXXiik<yyQd(jii4,ov  xfogiov,  uod  1,34.  tcäv  naQakkrjkoYgdfiiKOV 
%mel(ov  ot  ^nevavxlov  »Xtvgul  ra  Mal  yrnvia^  tdai  dkkrjkaig  ilcl, 
9uA  ij  dtdfUTQog  aM  d/j«  tifivsi,  so  gilt  dieser  Satz  von  allen 
Paiailelegramnen,  sie  mOgen  eine  Gestalt  haben,  welche  sie 
wellen.  Und  so  ist  t^mvov  xmgiw  (Pappus  CoUect.  math.  IIb.  VÜ. 
piüsf.  Apollonias  ebene  Oerter  übers,  von  Camerer,  p.  10.)  ein 
in  der  Form  eines  Dreiecks  dargestelltes  Flächenstuck,  bei  welchem 
nur  die  Grusse,  nicht  die  Gestalt  in  Betracht  kommt,  hingegen 
rglytovov  ist  ein  der  Gestalt  nach  gegebenes  Dreieck  (ro)  eidsi 
itdo(iivov).  Dass  Euclides  zuweilen,  wo  man  eldog  erwarten  sollte, 
•^mgCov  darum  gebraucht,  um  durch  diesen  Gattungsbegriff  dem 
Satze  eine  allgemeinere  Fassung  zu  geiben,  sieht  man  aus  Data  55.: 
iäv  xcaglov  ra  elösi  xal  xa  (Asye-d-et  deöofiivov  wxl  ai  nkEvgal 
ovtov  (uyi&ei  didofiivM  Saovtai.  Denn  erst  wählt  er  ein 
Rediteek  und  dann  wendet  er  den  Sats  auch  auf  ein  Trapezium 
an.  Und  wenn  xmgUv  durch  hinsugesetste  Merkmale  zu  einer 
Figur  wird,  so  kann  man  doch  darum  nicht  dem  allein  stehenden 
fn^tw  diese  Bedeutung  beilegen.  Da  es  sich  also  nicbt  um  das 
Einschreiben  eben  der  Gestalt  nach  gegebenen  Dreieclca  bandelt, 
so  können  wir  nun  auch  die  Frage  übergehen,  ob  für  ifY(f£^fi$iv 
in  der  Euclidischen  engeren  Bedeutung^)  auch  ivtslveiv  gesagt 
werden  könne,  oder  ob  dieses  nur  ein  Einspannen  einer  Fläche 
in  beliebiger  Gestalt  bedeute.  Mollweidc  und  August  suchten 
das  erstere  aus  Proclus  p.  23.  zu  erweisen,  Wurm  bestreitet  es; 
ob  mit  Recht,  lassen  wir  dahin  gestellt  sein,  weil  es  für  unsere 
Stelle  von  keiner  Bedeutung  ist. 

Uns  liegt  am  nächsten  die  Frage,  «vas  für  ein  x^^Q^ov  ist  daa 
t6de  t6  xaglovy  auf  welches  Socrates  hinweist  und  welches  er 
dem  Menon  auf  dem  Sande  vorgezeichnet  hat?  Die  Beantwortung 
dieser  Frage  ersparen  wir  uns  bis  zur  Erklärung  der  ganzen 


Digitized  by  Gc) 
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Stelle.  Vor  Allem  gilt  es  >^  egen  der  folgeoden  Worte  olov  xaQa- 
tUvcivjog  u.  t.  k,  zu  untersuchen, 

was  beisst  nagaTBivEtv^ 
Aus  Piaton  de  rep.  VII.  p.  527.  A.  geht  hervor,  dass  ■JiaQaxüvtiv 
ein  mathematischer  Kunstausdruck  ist;  mithin  sind  alie  Versuche 
zurückzuweisen ,  sdie  aus  der  Sprache  des  gewühnlichen  Lebeos 
die  Bedeatong  jenes  IVortee  entnehmeo  wollen.  Oder  will  matt 
▼iell^cb^  wae  der  Mathematiker  einen  Schenicel»  einen  Brueli, 
eine  SeiiBe,  einen  sinna^  einen  Ausaehnitt  a.a.  w.  nenntt 
aqa  der  gevruhnlicben  Bedentnng  dieser  WCrter  erkennen! 

Weil  nnn  aber  das  Wort  noQoxtlvm  in  den  Schriften  der 
grieehiachen  flfatheniatiker  nicht  weiter  vorkommt*^,  stellte 

Mo  II  weide  und  mit  ihm  August  die  Behauptung  auf,  der 
frühere  Terroinna  nugaxslvtiv  sei  den  späteren  Mathematikern  ab- 
handen gekommen  und  dafür  ein  anderer,  nämlich  naQu^aXXuVf 
eingeführt  worden.  Es  sei  also  nagarehsiv  gleichbedeutend  mit 
nagaßdiketv.  Ist  es  nun  schon  an  sich  unwahrscheinlich,  dass 
mathematische  Kunst.iusdrücke  gewechselt  werden,  so  ist  dies 
am  wenigsten  denkbar  bei  den  griechischen  Mathematikern,  die 
seit  Pytbagoras  eine  zusammenhängende  Schule  bilden.  Aber 
als  ganz  anzulSsaig.  erscheint  jene  willkubriiche  Annahme,  die 
tlbrigena  anch  an  keiner  befriedigenden  Erklllrang  der  Stelle  führt» 
wenn  man  erwigt,  dass.  mxgitßdXXsiv  nicht  ^n  erat  apfiter  anfge- 
kommener  terminua  isf^  sondern  schon  bei  Pjrtbagoraa  eine  groaae 
Rolle  spielt,  und  dass  die  nagctßoX'ij  der  Apolloniscben  Curven* 
lehre  erst  einer  aus  der  Pythagoreischen  Planimetrie  entlehiMen 
Benennung  nachgebildet  ist***). 


*)  Man  hat  vielfache  Versuche  gemacht,  diesen  Ausdruck  zn  er- 
klaren. Mir  scheint  ili«  einfachste  und  wahrscheinlichste  Erklärung  die 
XU  sein,  dass  sinus  das  hiteiniüirte  deutsche  Wort  Scliiie  ibt.  Siehe 
Ad.  Weber,  Lehrbuch  der  Mathematik.  Curs.  Iii.  |>.  X.I.  Vielleicht 
hat  trgead  da  angeltäduitdier  IHdneb,  der  einen  arabitehen  Mathena- 
tiker  in*s  Iiat«nl«che  öbertelst  hat,  da»  angei«4ch«isehe  ■lao  (Sehne) 
gewählt,  weil  chordii  schon  für  die  ganze  Sehne  verbraocbC  war.  Den 
arabischen  terminus  für  sinus  „dschaib*%  i.e.  (linea)  «ectä,  haben  dto 
bebräischen  M atbematiker  wörtlich  abertetst  durch  ,  wss  bei  Ihnen 
4er  Konstansdruck  für  sinus  ist. 

**)  August  glaubt  bei  einem  Scholiasten  zum  Euclid  eine  Stelle 
gefonden  zu  haben,  wo  nagareivetv  vorkomme  und  dasselbe  wie  Tiaga- 
fidXketv  bedeute.  Ueber  diesen  vermeinten  Fund  siehe  die  unten  folgende 
swaito  Abhoailnag  fibsr  naffofidllu  and  naQaßoXi^. 

***)  Siehe  Pvaehis  Wä  ^eUd  b  dar  aatsn  fslgoadsa  swcitaa  Ab- 
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Wex:  Flatotii  Getnueiiie  im  Menon 


Der  Gfimd,  warani  ilet  AvedMek  «ir^afffoiHr  kei  to  spitoraB 
griechiadieiiMBtliMMliken,  eiBem  EndldM,  ArehfaMdM,  Apol- 
iMfaw»  nicht  gefinidai  wiid*  flcheiot  oiir  ein  gtni  andeiwr;  aher 
•ehr  milie  liegender  zu  sein.    Leaen  wir  onr  eafiMrlvan  die 

beiden  Platonischen  Stellen,  in  denen  naf^Mlvnv  vorfuNDint» 
De  rep.  VlI.  p.  527.  A.  sagt  Piaton :  avtri  ij  imatijufi  ycoficv^/a) 
TtSv  tovvavxlov  ?x^i  roig  iv  avT^  Xoyoig  Xsyoiiivoig  vre 6  tav 
(^srctxBtQi^Ofiivav.  Aiyovai  (liv  nov  ftuXa  yslolas  xs  xal 
dvayKaLcog'  cog  yag  ngaxt  ovtig  xs  Kai  nga^toag  ?VBxa  ndvxag 
xovg  Xoyovg  notovfievot  kiyovCi  x  sx gaycDvlf^Eiv  xe  xal  naga- 
xaLvEtv  xal  nffogti^iva^  xal  ndvxa  ovxm  ^^•%yy6{iivoi*  xh 
9  Man  nov  nav  tb  fid&riiMi  yvmatue  fyame  ktmßwvifinfov.  Und 
wenn  es  an  noserer  Stelle  heiettt  Sgntg  ot  ysuf^itgat  noU 
Ubug  enoffodlMW^  ee  elnd  diese  ftmiUtqm^  welche  dkc  itaganlvm 
in  Monde  fllihrenf  wehl  dieseltieny  die  er  an  der  enteren  Stelle 
wAq  lUwjEUQiioftiiMhfg  nennt,  welche  n^dttopttg  «t  ml  nQU' 
^eag  ^vixa  ndvtoQ  X^fnvg  notovvxau  Beeind  prac tische 
Techniker,  Feldmesser,  die  vrie  die  ihnen  verwandten  Rechen- 
meister den  Bedürfnissen  des  practischen  Lebens  dienen.  Piaton 
(Phileb.  p.  56.  57.)  redet  von  zwei  von  einander  verschiedenen 
Arten  von  Messkunst  und  Arithmetik,  cSg  ilal  dvo  dQt&ftrjxixal 
%al  nixgrjxtxaL,  —  «AAi^v  xr^v  rwv  noXXdSv,  aXXviv  d'  av  tjJv  xmp 
gtiXoCotpo'vvxcav.  Von  den  Männern  dieses  Faches  galt  dasselbe,  * 
-  was  Cicero  Tusc  I.  2«  6.  von  den  ROmern  seiner  Zeit  sagt:  nos 
metlendi  ratioclnandlqve  ntllltatet  hnln«  artle  terfni- 
naTlmne  mednm.  Sie  hefiween  eich  mit  der  reinen  Wieeen- 
eehalt  nor  Umtuutg  (Plai  -6»  rep.  595.  D.  Theo  Smyrnaens  p.<i.) 
und  hraachen  xn  ihren  GeschSften  nur  wenig  Geometrie  (Fiat  de 
rep.  p.  526.  D.  dXX*  ovv  öij  ngog  ftlv  titutStu  f^i%v  ti  a¥  iSagnoi 
f$miuti^9S  t§  nol  loft0§uSv,).  Der  eine  von  ihnen  Ist  mehr,  der 
andere  weniger  yBtafttxQixög  (p.  526.  D.).  Za  einer  Zeit,  wo 
selbst  ein  Socrates  seine  Schfiler  von  tieferen  mathematischen 
Stadien  zurückhielt  und  sie  nur  soweit  mit  Geometrie  sich  be- 
schäfligen  Hess,  als  diese  den  Bedürfnissen  des  practischen 
Lebens  diente  (Xenoph.  Meraor.  IV.  7,  2.),  standen  gewiss  jene 
yeaiäxQat  dem  Platonischen  Begriffe  von  Mathematik  fern.  Nach 
Piaton  soll  die  MathematHt  nur  Brhenntniie  des  Wesen«  der 
Dinge  filhven»  den  Geist  bilden  und  snr  Erfonchnng  der  Wahrheit 
ecUbfen  nnd  das  ttAnge  der  Seele*'  reinigen^ 


*)  De  rep.VIL  p.OIT.  B.:  tw  yug  dsl  ovxot  17  ygiu/utgut^  yvm^  im. 
ssl  im^^mmtg^km  •/tiuh  So  ist  aacb  Theon  p.  4.  ood  Mieonmehas  9»  S. 
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tfiMf  die  Paraäoie  des  Ppthagora»  bei  Plutarch.  137 

Wir  bvlinden  uns  also  hier  anf  dem  Gebiete  geometrischer 
Techniker  and  ihrer  Elementar-Geoinetrie.  Diese  heben  aber  filr 
Ihre  pnetiechen  Operationen  nnd  nun  Thett  meehanlaebeB  Kuoet- 
gfiffe  aoeb  besondere  Kanetaoedrflcke.  Man  trete  bei  nns  in  eine 
Elementar •Klaeae;  da  hSren  wir  manche  termioi,  wie  eine  bor> 
gen,  eins  im  Sinne  behalten,  einen  Bruch  beben,  eine 
Zahl  Zerfällen  und  Anderes.  Hofft  man  diese  mathematischen 
Knnstausdrficke  auch  in  Schriften  von  Leibnits,  Euler,  Gauss 
zn  finden?  Nun,  eben  so  wenig  Sache  man  %uf^üvHV  bei  den 
griechischen  Mathematilcern. 

Was  verstanden  nun  jene  ytoa^ihgat  unter  tkxqcixeIvziv^.  Ich 
vermuthe,  nuQaxüvuv  ist  eine  Operation,  die  i)ei  folgenden  Auf- 
gaben der  Elementar- Geometrie  in  Anwendung  koni. 

1.  Man  soll  ein  gleichschenkliges  Dreieck  construiren,  dessen 
Grundlinie  und  Hube  gegeben  ist.  Lösung:  Man  verbinde  die 
Endpunkte  der  gegebenen  Grundlinie  AB  mit  dem  auf  der  Mitte 
derselben  errichteten  Lothe  In  dem  Punkte  C  welcher  der  gege- 
benen Hohe  entspricht  Dieses  Ziehen  der  Linien  AC  nnd  BC 
holest  mt^tmhu».  Man  faOnnte  es  fastigiren  oder  conjngiren 
nennen. 

2.  Man  soll  flbef  einer  Sehne  eines  Kreises  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck  in  den  Kreis  einzeichnen.  LOsung  wie  vorher. 
Der  Pnnkt  C  bt  hier  doirch  die  Peripherie  des  Kreises  gegeben. 

3^  Wollte  man  ein  Rechteck  ab  halbiren«  so  konnte  man  dies 

swar  durch  ^6  oder       ausführen,  aber  um  die  corobioirte  dvva- 

ah 

lUß  ab  wn  theilen,  constmirte  man  ein  Dreieck  ABC^-^ 

(Tat: IV.  Fig.  1.)  oder  einen  Rhombus  ACBC=s^  (Taf.lV. 

l^g.  2.).  Bei  beiden  Constructionen  wurde  das  naqarUvnv  ange* 
wandt.  Wir  sind  darum  nicht  zu  der  unwahrscheinlichen  Annahme 
genutbigt,  dass  den  Geometern,  selbst  in  der  Zeit  der  primitivsten 
Anfange  y  die  Sitae  unbeimunt  gewesen  seien,  dass  jedes  Parat* 

diese  Stelle  zu  emendiren.  Sirhe  meinen  j^achweia  in  Jahn'«  Jahr- 
bücher. Bd.  LXILXVII.  p.  m '  Den  dort  von  mir  belgebmcbten,  Belegen 
fflge  ich  noch  hins«  Proc!iM  ad  Buelid.  p.  9.  ndi  «v«i»c  •  lOdtmif  «eOicf» 
«13(9«'  r^C  V^X9^  waytafop  tijv  fta&^fjMtutijv  eTvat  aatfOiS  anro^cAftttti» 
T^v  axXvv  aipaigcSaav  xov  votgov  njc  Stavoias  ^o/rvff,  tov  ngtltrovot 
0(u&ijva  t  fivgiojv  otoßiar  txMV  o  fi  fidrotv  Hifr  scheint  (fois  ftir  oftfta 
•abatitoirt,  doch  auch  oftfta  ziji  ^vx^e  kennt  Prnclus  £.  8.  ofifta  xijt 
y  vjt^C  anona&aiQovaa  mal  d^aigovaa  td  ijto  xi»v  aia&ijtwv  iftnoSta 
irfcf  yvtSmif  .«wr  Slm,  p.  13.  Ssa/mtm*  di  omc  tuü  c»  9/$fia  t^9 
^vf  9t  fmmH  $h  9»  im 

TksaXLVIli  10 
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Wex:  PlüUm'i  Seometiie  im  Memm 


IritgffiwiB  diffdi  die  MigiMal«  fai  iw«l  Uilftaii  g«tMl  wird  «nd 
daM  llraiecke  von  gleicher  GnmdliDie  and  HOlie  eioander  gleich 

sind:  man  liebte  vorzugsweise  jene  Tbeilang,  theils  weil  so  die 
Sache  recht  ad  ocalos  demonstrirt  werdeo  Icoonte,  theile  weil  eine 
wiederholte  Tbeilung  auf  diese  Weise  am  leichtesten  ausfahrbar 
war.  So  wird  bei  Ueroo  Georo.  §.  46.  ein  Parallelogramm  in  einen 
Rhombus  und  vier  rechtwinklige  Dreiecke  getheilt  (Taf.  IV.  Flg.  2.) 
und  §.  61.  in  einen  Rhombus  und  sechs  gleichschenklige  Dreiecke 
zerlegt  (Taf.  IV.  Fig.  3.).  Auch  die  Aufgabe,  ein  Quadrat  oder 
Rechteck  in  Gestalt  eines  Dreiecks  darxustellen,  wurde  oft  doreb 
das  naQtttdva»  aocgefiihrt  (Taf.  IV.  Fig.  4.  and  5.). 

Diese  verschiedenen  Aufgaben,  in  denen  das  nttQotxtlvnv  an* 
gewandt  wurde,  führe  ich  nur  an,  uro  zu  erklären,  mit  welchem 
Rechte  Piaton  de  rep.  1. 1.  mit  Tsrpctyoov/^nv  quadriren,  und 
nQOCxi^kvai  addiren  auch  das  naQaxüviw  als  eine  gebräachlicbe 
.  Operation  zusammenstellen  konnte. 

Ueberau  aber  eebea  wir,  daea  bei  dieaer  Operation  eia  gleich* 

echenkliges  Dreieck  construirt  wird,  deaaen  H6be  aaderweitig 
gegeben  lat.  Oamm  aind  wir  berechtigt,  ntt^müvwiß  noQa  njv 
do^HCav  YQtt^Hijv  zu  fibersetzen:  Aber  einer  gegebenen  Linie 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  construiren,  (dessen 
Hohe  anderweitig  gegeben  ist).  Wie  na^atUvtiv  sich  zu  nuQtf 
ßälXtiv  verhält,  wird  unten  in  der  zweiten  Abhandlung  nachge* 
wiesen  werden.  Dass  die  gleichschenkligen  Dreiecke  in  der 
Geometrie  der  Griechen  eine  grOssere  Rolle  spielen  als  in  der 
aaarigen»  kaaa  man  auch  daraea  acblieaaeii,  daaa  Haren  Ihrer 
Ananenaoag  ein  beaenderee  Capitel  widmet«  Geom«  eap.  VII. 

Cm  nun  anf  den  Platonischen  Satz  zu  kommen,  eo  vermothe 
leb»  dass  derselbe  aus  dem  Cyklus  der  isoperimetrischen  Auf* 
gaben  entnommen  ist,  in  welchen  Flächen  mit  einander  verglichen 
werden,  und  das  Verhältniss  des  Umfanges  zum  lohalte  unter- 
sucht wird.  Schon  Pythagoras  soll  sich  mit  diesen  Untersuchungen 
beschäftigt  haben,  Pappna  im  5.  Buche  seiner  mathematischen 
Sammlungen  spricht  Ten  ihnen,  eben  so  Proclaa  p.  64.,  104.,  105. 
An  letaterer  Stalle  tadelt  er  die  Topographen,  daaa  ale  eft  die 
Maae  der  Stidte  nach  dem  DmCange  (jbt  ntQtiUvQov)  beathaarten. 
Wie  tai  Alterihnme  dieee  Unteraocbangen  ali  dae  Haaptbcachi^ 
tigong  der  Geometer  angesehen  wurde,  eraleht  man  aus  Qidttfi» 
Dan  inatit  etat.  1.  10,  39.  Sed  alia  maiera  annt.  Nam  qnia 
nen  ita  proponenti  credat:  qoornm  locornni' extremae 
lineae  eandem  mensuraro  coltigunt,  eorum  spatiom 
qneqae,  qnod  bis  lineis  continetnr,  per  ait  neceaae 
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est?  At  id  falsnin  est.  Nam  pluriroum  refert,  caius 
Sit  formae  ilic  circuitas,  reprehensique  sunt  historici, 
qni  magfiitudines  insalaram  satU  significari  navi- 
gatioAls  amblto  eredlderant  Nam  ut  quaeqae  farma 
perfaetiaaiiaa»  ita  eapaclaalroa  aat  Itaqoe  illa  eir> 
eamearrena  lioea  al  afficiet  arban»  qua«  forma  fn  pla- 
ala  mazima  parfeeta>  ampliaa  apatiom  eomplactitar» 
qoam  ai  qaadratuin  paribus  oria  affleiat»  Ruraas  qaa- 
dtata  triangulis,  triangula  ipsa  plus  aequis  lateribna 
quam  inaequalibus.  Vgl.  aucb  Quintii.  1, 10,  3.  Von  diesem 
letzteo  Satze»  den  Quintilian  erwähnt,  ist  ein  Folgesatz:  Von 
allen  Dreiecken,  die  in  einen  Kreis  ein<^etragen  wer- 
den können,  ist  das  gleicbseitige  das  grüs^te,  und  von 
diesem  offenbar  ein  corollarium  folgender:  Von  allen  Drei- 
ecken, die  über  einer  gegebenen  Grundlinie  fn  einen 
Kreis  eingetragen  werden  kOnoen.  ist  das  grusste  daa 
glelcbachanklige,  odar  waa  daaaalba  lat,  van  allea  DraS- 
^ekaa,  dia  flbar  einarSabnaaioaaKraiaaain  daaaelbea 
eiagatragan  wardaa,  \b%  daa  grffaata  daa  gleicbaebaak* 
lige»  Diaaer  daa  Elamentaa  Jener  Labra  aotnoipmana  Safs  tat 
ea»  dan  Phton  biar  varfBbrt 

Man  denke  sich  also:  Socrates  zeichnet  einen  Kreis  und  in 
demselben  ein  Dreieck  ABC^  welches  mit  seiner  Spitze  über  den 
Kreis  hinausragt  (Taf.  IV.  Fig.  6.).  Das  loi^Lov  dieses  Drei- 
ecks nun  fet  aa,  am  walcbea  e«  aicb  bandelt  6a  wird  gefragt» 
ob  daaaalba  ala  Oraiack  fn  daa  Kraia  eingespannt  werden  kann. 
Ba  bitia  alao  vollatlBdigar  belaaan  kOnaens  tl  oUvn  ig  tMt 

%4»Xo¥  todi  %^  tQfymv9v  fu^tw  x^nvw  hta^^vm»  Aber 
diaaa  TollattadlgMIt  war  nicbt  aStbig,  da  ja  Soeratea  anf  die 
faigataicbnete  Flgar  hinweist.  Durch  die  Worte  naga  t^v  do- 
^ffurav  uvtov  fQafifi'^v  ist  die  Grundlinia  bezeichnet,  als  der 
eine  Factor,  dorcb  welchen  die  Grösse  des  xmglov  bestimmt  wird. 
Vgl.  "rtagaßaXXtiv  nagit  tijv  do^£l<Sav  svd'Btav.  Euclid.  I,  44. 
VI,  25  27.  28.29.  nagaxtla^ak  X,  21.  23.  Es  könnte  allerdings 
das  xagiov  eben  so  gut  wie  ein  Dreieck  aucb  ein  Parallelogramm 
oder  ein  Quadrat  gewesen  sein;  aber  da  bei  der  letzteren  An- 
nahme ein  geodgendes  Resultat  sich  nicbt  ermitteln  lässt,  so 
bleibt  nichts  flbrig»  ala  daa  %(oqIov  für  einen  in  der  Form  eines 
DralackB  gegebenen  Fliebearaam  so  baltan.  Dia  Antwort  ovo 
anf  Jana  Frage  wird  aain:  Waan  der  Flicbenlabalt  diaaaa  Dral- 
•cka  ABCf  Tergfiebaa  mit  dam  des  glaiebsebankligan  Dreiecks 
ABD,  walabaa  9bar  deraalben  Graadlinie  in  diaaen  Kiaia  einga- 
tiagan  wird«  klelaar  lat  odar  garada  aa  groaa  ala  Jaaaa 
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eonstroirfe  (gtfticbacbenklige)  Drcleek,  dann  geht  w,  wo  oicbt, 
i»t  es  nnmOglich.  Die  Hypotbeels  will  aleo  sagen:  wenn  es  das 

Maximum  nicht  fiberschreitet.  Fassen  wir  nnn  die  grIeehischeD 
Worte  lus  Aage«  I^vyxfOQV^ov,  vno&iaEcog  avtb  axomlc^ia, 
sZvi  didaxtov  iftttv,  tXtt  onaaovv.  Aiya  61  t6  Ü  vTto&iattog  mit, 
ScittQ  ot  ystofiiTgcci  noXXotKig  aKonovvrai,  i:tEidav  rig  fpfjrat  avrovg, 
otov  nEgl  icoQLoVf  il  oIovxe  ig  rövöe  rov  xvkXov  töÖs  x6  xcogltuf 
XQlyoiVOV  ivrax^-rjvcei'  (Ircoi  av  rig,  ort  ovino  olÖa,  tl  laxt  xovxo 
xoiovxov  cik).'  ujdTieQ  (liv  xiva  vTiodsaiv  ngovQyov  of/iat  ?jj£iv  Jtp6ff 
tb  TCQÜyiut  touiväe'  il  fiiv  iaxi  xovxo  x6  %aiQtov  xoirOvxov,  olov 
napa  t^v  ioM^w  etitov  /^afiftijv  TcaQMtdtwta  tHdimiß  rwt^t^ 

MX«  9lmS»  «roi  t6  üv^tfitHww  «t^l  t^g  htattmg  «vvov 

Wer  griechisch  versteht  und  einen  mathematischen  Gehalt 
der  PlatoDiscfaen  Worte  veriaogt,  wird  KiCigel  (Mathematisches 
WSrterbach.  II.  ]».flB7.)  beistimmen,  dass  dte  Worte,  wie  sie 
jetst  laoteo,  keine  ErUiroog  zolassen.  Est  ist  also  Aafgabe  der 
phttologiscben  Kritik,  die  wende  Stelle  in  den  Worten  aofznspllieB 
nnd  zu  beileo.  Einige  Gewähr  für  die  Richtigkeit  einer  solchen 
Emendation  wird  allerdings  die  dadurch  gewonnene  Klarheit  der 
Worte  geben,  doch  die  Wahrscheinlichkeit  der  Vermuthung  wird 
erhöht,  wenn  nachgewiesen  werden  kann,  wie  die  Corruptel  ent- 
standen. Oft  ist  es  die  nachbessernde  Hand  eines  halbgelehrten 
librarius,  die  die  Fehler  in  den  bebten  Handschriften  herbeigeführt 
hat.  Gelingt  es  einem  solchen  Corrector  auf  die  Spur  zu  kom* 
men,  dann  kann  die  Combination  grössere  WahrscbeiDlicbkeit 
beanspruchen. 

Dass  es  zunächst  statt  rcttQccrstvctvvce  heissen  müsse  TTfle^Msf* 
vavTi,  ist  an  sich  klar  und  schon  von  Ast  bemerkt.  Der  Accu- 
sativ  nagaxElvavxa  kann  nicht  das  Subject  zu  dem  Infinitive  ikkel- 
ntiv  enthalten,  wozu  es  vielleicht  einem  Corrector  dienen  sollte, 
da  ikXslnstv  in  der  Sprache  der  Mathematiker  immer  ein  verbum 
neatruro  ist       Der  herzustellende  Dativ  ist  der  bei  den  Griechen 


•)  Wcmi  Bnelid  az  einer  Stell«  SlUhrw  b  siaer  traatitiven  Be- 
dentnag  gebvaaehC«      Ist  dies  azf  dca  •inselzen  Fall  «aar  bestininilai 

geometridchen  Construction  beschränkt.    Was  dort  um  der  Kürze  des 
technicchen  Aotdrack«  willen  Euclid   sich  erlaubte,  berechtigt  nicht 
dazu,  die  fetUtehende  Redeatang  de»  Worte«  sa  ändeia.   Siehe  kicr-  . 
ober  die  folgende  sweite  Abhandlung  über  »a^a^cuU««y. 
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viel  gebrauchte  Dativ,  welcher  den  Staodpankt  des  Beurtbeilendeo 
bezeichnet,  zunächst  bei  räumlichen  und  geographischen  Bestini- 
mungeo  (Thucyd.  I.  24.  'EnCdafivog  iart  ndkig  iv  def tct  iankiovtt 
vbv  *I6viov  Koknov  so  häußg  s/tftdvrt,  ilto'vr»  u.  8.  w.),  dann 
allgemeiner,  xö  fiev  l^coO^tv  am ofiiva  adSfta  ov  &sq(i6v  17V 
(Thucyd.  II,  49.),  TtokXa  xal  ak}ut  nctgaXinövt  i  xoiovxov  ijv 
(II»  5].))  axonov^iiva  TiQog  i}dovifv  (Plate  de  rep.  589.  C),  aXri^ii 

KoQivd'lnv  tov  dfiftottlov  iavlv  6  &tiaavQ6g. 
(BlBrod.1«  14),  Ao)rt^o^iyo«tftCIIerod.VlU  184),  avllafLßdvovtt 
%at&  th  ig^iv  (VII»  143.)  aod  Anderes.  Eben  ao  die  Lateiner 
«ranaennti  (Li y.  32,  4.),  intrantlbns  ninum  (Liv.  SM^  Stt.), 
In  Universum  aestimanti,  singula  intnenti  et  nniverna 
(Liv.  IX,  17),  vere  reputantibus  (Tac.  Hitt  IV,  17),  tantna 
acerTUs  fuit,  nt  metientibue  dlmidinm  super  tres  mo- 
dloa  explevisse  sint  quidam  aoctores  (Liv.  XXIII,  12.) 
Gf.  ad  Tac.  Agric.  c.  XI.    Dass  dieser  Gebrauch  des  Dativs  auch 
den  griechischen  Mathematikern  geläufig  war,  sieht  man  aus  den 
üblichen  Kunstausdrücken  öwd-ivxi  Xöyov,  disXovti  Adyov,  dvaaxgi- 
^crvn  koyov  (Heren  definit.  §.  127.  niensura  trinn^uli  §.  13.  p. 236.). 
An  unserer  Stelle  lässt  der  Gebrauch  dieses  Dativs  zugleich  auf 
die  Bedeutung  des  nuQaulvtw  im  Allgemeinen  zurficlcscbliessen. 
Ba  mnaa  etwas  bedeuten,  waa  sum  Maaaaatabe  dienen  lann, 
und  aar  Verglelebnng  gebraucht  werden  Icann.  Daan  eignet 
sich  sehr  gut  das  gleichschenklige  Dreieclu   „Vftnn  man  Aber 
der  gegebenen  Grandlinie  ein  gleiciiachenkliges  Dreieck  eonstruirf  % 
ist  also  so  viel  als:  ▼erglichen  mit  einem  gleichschenkligen  Dreieck. 
Der  üaaptfeliler  unserer  Stelle  liegt  aber  in  den  Worten  iHt^ 
new  TotovToo  itoglm.    Diese  Worte  enthalten  geradezu  einen 
Unsinn.    Welche  Bedeutung  man  auch  dem  nagaxBlvEtv  beilegen 
mag,  immer  ist  doch  das  naQaxetafiivov  das  Product  dieser  Ope> 
ration.    Nun  soll  man  aber  nagcttüvnvy  und  das,  was  heraus- 
kommt, soll  wieder  iXktlneiv  xoKyvxa  laglco,  olov  av     xb  naga- 
tfvaiiivov.    Man  soll  also,  wenn  nagartiveiv  z.  B.  soviel  wäre 
wie  nagaßdkluv,  das  %a>glov  in  ein  Parallelogramm  verwandeln, 
aber  von  dissem  Parallelogramm  soll  eben  wieder  Jenes  Paralle- 
logramm abgeben«  Was  bleibt  dannf  Null  Den  116 — 06  ist  s  OL 
Und  so  mCssen  auch  alle  Erfclirungen  der  jetsigen  Lesart  nuH 
und  nichtig  sein.  Und  diese  Nichtigkeit  wird  um  nichts  verbes* 
sert,  wenn  man,  wie  einige  firkijirer»  noch  den  sprachlichen  Ins 
tbum  hinzufügt,  dass  man  durch  totovxov  olov  den  matbematlschea 
Begriff  Aebnlicbkeit,  was  die  griechischen  Mathematiker  Zfutwv 
nennen,  beaeicbnet  glaubt. 


ich  glaube,  Platoo  schrieb  ti  fUv  iaxt  xovxo  xö  x^giov  xotov' 


xw,  olov  —  iXUlruiVf  ^  xoiovxov  ttogto),  olov  av  avrb  x6  nafftf 
xtxttfUvov  y.  Der  librarius  erkannte  nicht,  dass  das  zweite 
xouovxov  dem  ersteren  toiovxov  parallel  steht,  verstand  nicht  das 
von  Piaton  um  grösserer  Deutlichkeit  willen  hinzugesetzte  xcngloit 
,,eine  solche  an  Fläebenraum",  und  in  Folge  dieses  maBgeioden 
V«ntiiiAiiMee  griff  «r  wa  «Iner  C^ojeetar»  die  selo  iielbgelelirtes 
Wiesen  Umb  an  die  Hsod  galk  Weil  bei  Eoelid  nnd  anderen 
Matlieniatiiieni  selir  hEnllg  der  Änsdrock  vorkommt  iUeSmup  j«» 
$lp  twl,  glanbte  er,  dies  sei  anch  bier  za  schreiben.  Aber  tkUl»  , 
«UV  findet  sich  oft  auch  ohne  einen  solchen  Dativ,  ja  selbst  der 
Genitiv,  der  andenväits  dabei  steht*),  uro  die  8ache  sii  bezeich« 
nen,  der  etwas  nachsteht,  wird  bei  den  Mathematikern  gewühn- 
lich  weggelassen,  weil  es  sich  aus  dem  Zusammenhange  ergiebt. 
*EklE[rcsiv  ist  entgegengesetzt  theils  dem  vTiEgexsiv,  theils  dem 
vTCEQßdlkBiv,  Ersteres  ist  ^tL^ova  dvai  rivog,  mithin  ikkürniv 
=:  iXäxxova  ilvat,  was  anderwärts  den  Gegensatz  von  vnEQi%HV 
bildet;,  z.  B.  Eucüd  V,  4.  7. 11. 12.  'TjUQßdlkHv  heisst  ein  gege- 
benes Ganses  QberscbreiteD,  mithin  9Mmw  eises  integrirenden 
Tbellee  ermangebi,  nnvollstlndig  sefaiy  iiinttr  einer  Norm  snrfick» 
bleiben.  Encild.  VI,  33.  et  6^  l^v  if  BA  tUQt^iQtM  rg  EN 
mjfi^lffl^,  fgog  Utl  mI  S  MRd  toiu^  sfl  BEN  «ofit?*  mA  H 
^m^ijpt  4  BA  mgufdffua  tijs  EN  nigitpiQslaSf  vmQl%Ei  imA  S  BA 
xoiievg  xov  GEN  xofdmg,  xal  el  ikltlnei,  iXXelTcei,  Vorber 
heisst  es  xal  d  ikaaanv,  ikdacmv,  Eucüd.  XI,  25.  il  vntgixu  if 
AZ  ßaaig  xijg  NZ  ßaascosy  vnsgixu  ««l  t6  cxeQi6v  xov  NW  Ott' 
fftov,  xal  sl  HX^lnei,  ilksircEi.  V.  def.  5.  Zxav  —  rj  aaa  vTcegix^, 
ig  fiff»«  i'tfa  i]y  7/  ufia  ikkslTty.  Heron.  defin.  124.  125,  6.  dnb  xmv 
loaxtg  TtokvnXaaCojv  rjroi  "(la  vnEQix^vxav  rj  «fio  l'ffcov  ovtav  ^ 
aua  ikkitTtovtcav.  Dem  vnEQßdkksiv  steht  ikkeinuy  gegenflber 
nicht  hios  in  den  vielen  Stellen,  wo  es  einen  Dativ  bei  sich  hat, 
sondern  zuweilen  aueb  ohne  einen  Datiir.  MIeomaebos  p.  10.  ti 

lud  htuf  d^ewtp  ti  fJgQiw  tw  ^u9^ßillo9tog  «d  tc&  iXltl- 
noptog  fictsoSv. 

Hier  werden  wir  uns  für  das  ikdaaova  dvat.  entscheiden; 
das,  womit  es  verglichen  wird,  ist  in  dem  adverbialen  Nebensatze 
nagaxElvtntn  tutgä  vi^y  io9ttöav  avxov  Ygatiftrjv  angedeutet  und 
dnreh  das  folgende  x€tQetttt€ifihop  beieiehnet,  denn  das  Game 
hat  den  Sinn:  llmov  if  lirov      muQttnuiiäv^.  Dass  die  An» 


*)^Pl8lon  AlribiRil.  I.  p.  122.  §.  37.  aio&vfUi'oS  oaov  avtwv  iXXtix»»», 
p.  122.      38   yviuoet,  ort  itokv  tdyif^dde  tüJv  ttui  tkktütti,   de  rep.  VI. 
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Mfame  eine  zwiefache  ist,  erhellt  auch  aus  dem  folgenden  Pli^ 
rat  xavra  Tca^iv,  wodurch  die  zwei  Ffilie  bezeichnet  werden* 
das«  die  Fläche  entweder  iXXslnti  oder  olov  uvtö  tö  ^sa^oTcraftl» 
«ov  i9ti,  entweder  kleiner  oder  an  Inhalt  gleich.  Mao  achte  ferner 
mf  das  eivtö  in  olov  äv  avto*)  to  nuQovttafUvov  i,  m^Ib  soldiMi 
m  FKcliMnuni  wie  gerade  das  ceMMito  fart**»  ftri  gerade 
ein  eelebea»  wie  dae  conetfHirto  d.  L  de«  cenelniirlen  an  Flidben- 
raum  glei«lb.  PIMob  Teimeidet  den  BMtiienMiiaclieB  Temiaee 
Cnw»  weü,  wie  Heteo  def.  117.  sagt,  foev  Ufnm  «crl  leosse- 
elftfvfer  fj  «t9M>|f  Smv  ea»ff  T^^^FI^e^ff* 

Damit  Miemand  Anstoss  nehme  an  dem  Ausdrucke  xfogtov 
—  toiovtov  %mQloi,  wo  %(oqLov  erst  in  concreto  und  dann  als 
aiistractam  gefasst  ist,  so  vergleiche  man  das  bei  Euclid  ao 
biafige  tldog  deioiUvov  itdsi  Data  53.  63L  B4.  and  weaa 
jeBHUid  atttt  dea  Dattva  dea  Acenaatir  erwarten  aellte»  wie  in 
ewMi  ifymQ  (Hon.  Od.  XVO,  313.  XiX»  350.),  ao  verglefebe 
auui  Xeaopb.  Cyrop.ll,  3.  <l  sseel  tmjpSs,  Thacyd.  V,  43.  Kim» 

III»  38.  ijrii  iihf  9VV  6  9ik6g  üfu  t§  yyiff»|^ 

Was  die  grammatische  Auffassung  der  Worte  betrifft,  müssen 
wir  noch  einen  Irrthum  von  Buttmann  und  Stall  bäum  (p.  91. 
92.)  rügen,  welche  in  den  Worten  gXxs  ddvvitvov  sXte  (»ij  das 
shi'ifn  durch  sire-alTe  erklSren  nod  ana  dem  ▼orhergeheoden 
taSta  im&tih  daan  arglBaea  wollen**).  Joae  Worte  kSaBan  viel«* 
mehr  bloa  helaaea  „ok  ale  (ae;  i(  tntimg)  naaiSglieh  iat  edar 
aldbt"  oder  wOrtUeheri  ob  die  Ivweig  etwaa  UnmSglichea  Iat 
oder  nicht.  Hingegen  in  tl  aSvintt&w  Un  wSta,  JiwOtiV  ist  ala 
Subject  hinzuzudenken  t6  %9^lw,  „wenn  die  Fliehe  jene  beiden 
Pille  nicht  zulKsst",  oder:  wenn  die  Fläche  so  beschaffen  Ist, 
dasa  jenes  (ro  iXUlnsiv  ^  x6  Xaov  dißm)  bei  ihr  alcbt  atattfiadea 
kaoB.  Man  ubersetae  das  Ganse: 


*)  avttt  toi  SiMf  gerade  zehn,  avtd  td  «rayfife,  gerade  da« 
Gegenlhail.  Hsm.  ad  Vig.  p.T8S» 

**}  fVanmi  Platoo  lAt  uKmranf  «Tr«  /iij  «agt  und  dagegen  gleidi 
daianf  and  knn  vorher  ^tt  liJIsMpr  ttt»  et»  dtdsmjr  iow  4  ^^H^*  babea 
BatCmana  ond 'Stall banal  woM  alebt  richtig  erfiuit.  Mir  acheint, 
es  ht  daran«  za  erklären,  dtas  1«  erslereD  Falle  ein  contradictorischer 
Qegenaatz  stattfindet,  im  zweiten  ein  conträrer  zani  Grande  liegt.  Dem 
Unmöglichen  «teht  bloa  da«  Mögliche  gegenüber,  aber  da«  Nicht- 
lehrbare  enthält  in  sich  manche«  Positive.  Vergleiche  den  Anfang 
dii  MsBoat  tfm  $timmv  v  «(»««Vt  n     Mmmv,  dliT  den^Wv. 
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„Gestatte  mir,  bei  der  Betrachtung,  ob  die  Tugend  lebrbar 
ist,  oder  was  sonst,  von  einer  Voraussetzung  auszugehen.  Unter 
diesem,  „von  einer  Voraussetzung  ausgeben'*  verstehe  ich  iImv 
eine  Betrachtaogawelse,  wie  de  die  Ueaekfimtler  oft  anweBden; . 
wena  man  ifiaea  elae  Frage  vorlegt»  a.  B.  tber  elao  Plidie,  ob 
ea  mOglieb  ael,  in  dieaen  Kreia  dfeao  Fliebe  aia  Dreieck  einaa- 
apannen.  Mancher  würde  hierauf  die  .Antwort  geben :  ich  weiaa 
noch  nicht,  ob  dieae  Fläche  eine  aoldie  ist,  aber  eine  zweclc* 
diealicbe  Voraussetzung  für  diese  Fr^e,  glaube  leb,  ist  folgende: 
Wenn  diese  Fläche  eine  solche  ist,  dass  sie,  wenn  man  über 
der  gegebenen  [Grund-J  Linie  derselben  ein  gleichschenkeli^es 
Dreieck  (im  Kreise)  construirt,  kleiner  ist  als  dieses,  oder  eine 
solche  an  Flüchenrauni,  nie  gerade  das  construirte  Dreieck  ist, 
dann  tritt  nach  meiner  Meinung  etwas  Anderes  ein,  und  wieder 
etwas  Anderes,  wenn  aie  jene  Annahmen  nicht  zulässt  Unter 
aoleber  Voraaaaetaong  nnn  will  ieh  Dir  sagen,  wie  ea  mit  der 
Einapannong  deraelben  in  den  Kreia  atebt»  ob  aie  mSglicb  iat 
oder  niebt." 

Stimmt  mau  dieser  unserer  Erklärung  bei,  dann  wird  eine 
Beleuchtaog  der  früheren  Versuche  nicht  oüthig  erscheioeo. 

2.  Menoo  p.  83k  C.  and  p.  86.  A. 

Zwei  andere  Stellen  im  Menon  bieten  zwar  in  mathematischer 
Hinsicht  dem  Erklärer  keine  Schwierigkeit,  wohl  aber  bedürfen 
sie  der  kritischen  Ft-htstellung  des  griechischen  Textes,  p.  83. 
(3.  heisst  es:  SSI.  ^Ano  x^e  dtnXaaias  uqu,  cJ  nat,  ov  öinkäaKyv 
dkla  tSTQanläoiov  ylyvixat  ^m^lw»  HAI»  läkt^^rj  Uyug.  £Sl. 
THtAgav  yuQ  xexQuxis  Jtfviv  htmtlSout,  ov%li  UAL  NuL'  SSI. 
'Oamlirovy  d*,  inh  nolas  7^|&Hfff;  dx6  ftht  tai^g  rttganli' 
0tov;  UAL   OfiiU,   ^Ä.    Tirugtov  dl  dn6  t^g  ^(u^htg  tav- 

xovtl;  BAL  Nal.  SSI.  Euv.  xb  61  oxxmitow  vovdff 
fftiv  dtalttatov  kaxt»  xovxov  de  ij^iiav.  Unsere  Herausgeber  ver* 
werfen  die  Leaart  aller  Handacbriften  xixagxov  und  halten  die 
Conjectur  von  Coriiarius  xsxgdnovv  für  das  allein  richtige.  Die- 
ses XExganovv  ist  allerdings  mundrecht  genug,  aber  dass  PlatoD 
so  geschrieben,  möchte  ich  bezweileln;  denn  wenn  er  auch  in 
dieser  mathematischen  Unterredung  Weitläufigkeiten  nicht  scheut, 
wird  er  doch  darum  nicht  seltsame  Uuischweite  sich  erlauben. 
Nachdem  er  ausführlich  aus  einander  gesetzt  hat,  dass  die  dop> 
peite  Seite  dea  viorfdasigen  Quadratea  daa  vierfache*  daa  aeeh« 
aebnfitoaige,  Quadrat  giebt,  ISmt  man  ibn  welter  daraaf  aagaa: 
MDieae,  die  doppelte  Seite  giebt  <laa  vierfaebe  Qaadwt,  aad  die 
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Hälfte  dieser  doppelten  Seite  das  vierffiaiilge  Qua- 
drat." Welcher  Cirkel!  Es  IfiFtst  sich  also  gegen  die  Gonjectnr 
xtxgdnow  fast  dasselbe  einwenden,  was  ßuttraann  mit  Hecht 
gegen  Gedike's  verfehlte  Vertheidigung  des  xixaqxov  geltend 
MAchle.  Versuchen  wir  mim  eine  Deutung  d«r  bandscbrifUie6en 
LeMrt,  4iirdi  welche  die  fiberflOeeig  seheiiWBdeB  Worte  efam 
natbenatischen  Gebett  bekoiuoieii.  Melee  Leacr  nieebe  leb 
Hiebst  dataiif  'eefnerkaeni,  dam  bier  in  einer  Zeile  eio  Qnadral 
mit  xwtl»  ein  andeim  mit  x6Set  ein  drittes  mit  yovto  bezeicbnel 
wird.  Wir  haben  also  drei  Quadrate.  Das  mit  rois  lieselchnete  . 
ist  (Taf.  IV.  Fig.  13.)  ABCD,  das  tovto  ist  Abcd,  dm  mvd  ist 
Aßy6,  Der  Satz  nun  thagrov  dh  anö  T-^g  rj^taiag  ravrr]a\  xovrl 
ist  eine  parenthetische  Nebenbemerkung,  die  sich  nicht  an 
SKXfonovv  6'  und  noictg  ygafifi-^g,  sondern  nur  an  das  ov%l  dni 
[ihv  xavTTjg  texganiuatov ;  anschliesst.  „Entsteht  nicht  aus  dieser 
(Ab)  das  Vierfache  (Abcd),  und  aus  dieser  der  halben  Linie  (Aß) 
das  Viertel  (AßyS)'i  statt:  so  wie  ans  der  halben  Linie  das  Vier* 
teif  Es  wird  alm  nacb  twei  Seiten  bin  nacbgewiema»  wie 
die  doppelte  Linie  dm  ?ieriacbe  Qnadrat  giebt,  wm  keine  Wie- 
derbolnog^  sondern  matbsmatisebe  Erwelterang  nnd  Verallgemei* 
nemng  ist.  Nacb  diessr  Nebmbemerkaog  mbreitet  nnn  die  De* 
rooostration  erst  fort  mit  den  Worten:  to  dh  oxxüSnovv  eil  Tov^t 
fßhß  i$7ckuai6v  iaxt,  xovxov  öiijfucvi  wodurch  angedeutet  wirds 
uns  aber  ist  es  hier  nicht  zu  thun  um  ein  Vierfaches  und  nm 
ein  Viertel»  sondern  um  ein  Zwiefaches  und  eine  Hälfte. 

Oase:  dm  Ueine  Quadrat  Äßf9,  welchm  dm  thu^tw  dm  nr> 
eprUnglicben  Qaadratm  ABCD  ist,  bemicbnet  vorliegt,  m  dam 

Socrates  mit  xovxl  darauf  hinweisen  Ironnte»  ergiebt  sich  aus  den 
Anfange  der  Demonstration  p.  82.  C,  wo  Socratm  das  Quadrat 
ABCD  zeichnet  und  dann  hinzusetzt:  ov  xol  ratnrasl  tiis  iUi 
fUtfev  icxlif  t9«g  ftfftvi  womit  die  Linien  ßv  und  yv  gemeint  sind. 

Menon  p.  8S.  A.  bieten  die  HandsebrUlen:  vdwoßv  fonv  afirn| 
P^^Mf^  ^  y«y(flV  ^  fmvta»  ttvä  xifofovmt  ftiaotov  so^«ir 
tmv  xn^Utv;  Schleiermacher  nnd  Bel^lcer  entsdiiedm  sieb 

zuletzt  fiir  einfache  Weglassung  des  «Annlosen  xivd.  Diese  Icurze 
Bezeichnung  der  Diagonale  durch  fifuf^^  i»  ytoviag  tlg  yavlav 
würde  aber  nur  dann  zulässig  sein,  wenn  dies  ein  üblicher  Kunst- 
aasdruck  wäre,  aber  Piaton  selbst  nennt  nie  gleich  nachher: 
ix  ytoviag  tlg  yaviav  x  elv  ov  6a  ygafji(xi],  Heron  defin.  68.  rj  ix 
ymvlag  tig  yavlav  dyonivfj  (v&uay  Aristoteles  problem.  XV.  ij 
hu  ymviog  tlg  ytovlav  dx^etca  ygunfii^.  F.  A.  Wolf  schlug  vor 
y^afifii},  rj  ix  ycüvLag  slg  yaviav  xslvsi,  aber  da  der  Sinn  der 
Worte  ist,  „ist  dies  nicht  eine  Diagonale"»  so  mom  eine  Be- 
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sekhnaog  «Ums  Begriffes  durch  seine  Merkmale  ia  deo  Wor- 
te» «lAiiiitMi  seia;  aber  —  uiv»  kOonto  MV  Mf  «in  einseloefl 
MIHdmni  iMiogM  wwclaB.  Mite  d«r  QMteogsliegrif  auage- 
ditckl  wwfdmi»  so  koonle  die«  eer  heieeen  yfe|i^i)  —  Tt lirove«. 
Codid  end  Heimi  gebraoeken  kei  eolckee  deielreodea  Beeeitk» 
iMMgea  mir  dac  partkipium  oder  da«  Pronoaea  9tf  Ein  Mia- 
grilf  «var  es,  wenn  Stallbaum  mit  Strava  sock  den  Artikel 
eioackob:  oviutw  iütw  «nUri}  iy  y^ofiful,  ^  Im  fwUtg  slg  ynvUnt 
ttlvftf  xifivovaa  dlxtt  tnadxov  tovxmv  rcov  xmglmv,  d.  L  wie 
Scbleiermachcr  äberaetzte:  „•Schneidet  nun  nicht  diese  Li- 
nie,  welche  aus  einem  Winicel  in  den  andern  geht,  jedes  von 
diesen  Vierecken  in  zvrei  gleiche  Theile*'?  Aber  wenn  ioxl  — 
xi^vovaa  blos  ffir  ti^vu  stehen  sollte,  da  kann  man  keinen  Grund 
absehen,  warum  das  gans  tonlose  ictl  an  die  Spitae  dea  Sataea 
geatellt  nod  too  aeinem  «l|iMMVt  «a  weit  getfeant  wotde.  Fer- 
mr  mStfi  4  /«o/ifiif  diese  Linie»  kOoDto  dock  mir  vea  einer  ele- 
•eloeii  keatimmten  Liaie»  aef  wdelie  Sacratee  biaweisf»  ventaaden 
werdea.  Aber  diese  eiae  Linie  kaan  doeb  alcbt  die  siumtliclMa 
?ier  Quadrat»  tkeilea.  Eine  Diagonale  kann  dies»  aber  alcbt 
dUee  eiae  Diagoeab.  (Taf.lV.  Fig.  7.) 

Das  aHeia  Richtige  bietet  also  eod.  E.»  in  welchem  über 

«Ml  darfibeigeachrieben  iat  '1^'  d.  i.  ftivevea»  «Ist  dies  aicbt 

eiae  von  VTInksl  an  Winkel  gehende  Linie  (d.  L  eine  Dlagenale)» 
weiebe  Jedes  dieser  Quadrate  in  zwei  HKlften  theiltt  Dans 
dfurssM^  wekbes  eia  neues  Merianal  der  Piagoaeie  enthält,  mit 
dem  ttCvovaa  zusammentrifft,  kann,  wie  Bnttmaan  liebtig  be* 
merlct»  duck  den  Gleiehklang  nickt  atSren. 


IL  Vebcr  die  wqaßoUi  dai  f  jtki^erak 

Allgemein  bekannt  ist  die  Erzählung,  Pythagoraa  habe  nach 
Brindnng  des  aacb  Ibm  benaaalea  Lebisataes  voa  demQnadrate 
der  Bypotennse  ein  Stieropfer  daigebraebt  Woaiger  bekaaat 
wobl  ist  die  Nods»  die  steh  bei  Plalarcb  indet,  dass  das  SHer- 
epfer  nidbt  der  Erfindung  Jenee  Satses»  soadsrn  visimeiir  des 
Sattea  Toa  der  mtgaßoH  gegolten  bebe. 

PIntarch  convivalium  disp.  VIII.,  2.  p.  720.  A.  (MoraliaTom.IIl. 
P.IL  p.306.  [p.  968.]  Wytt)  sagt:  ian  fü^  hf  toig  ycoTcr^oH 
fasMf  ^cB^ijfuiff»  fuUUev  dl  it^oßliffMCh  Mh  Mhtwtß 

£Uo  iflfoy  maQußilUiiß,  Ith  Ifoir,  H  SfMisr  fy*fwd 
^pasfe#  ifß9§Mim  OJeai  f 5s  IMayd^.  mM  fA^  djpilUi  ylafs 
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(fthtQOv  fovTo  xal  ftovtf»xo>TC^oy  ixttvov  tov  ^{»^/mtvo;,  S  t^v 
^notslvovaav  dnidHle  talg  ntQl  f^v  og^iiv  feov  Svvanivrjv.  Die- 
selbe Notiz  wird  wiederholt  bei  Plutarch  disp.  ne  suaviter 
qaidem  vivi  posse  secandum  Epicuri  decreta  p.  1094.  B. 
(MoraliaTom.V.,  l.p.396.  [468.]  Wytt.)  xal Ilv^ayogag  inl  too  (vulgo 
bd  %^)  öutYQOnt^axi  ßovv  l^vatv,  ag  (prjaiv  'AnoXXödoxog, 
^wfoa  nv^ayo^tjs      neglKkug  evQtxo  ygdii^. 

Ob  die  nahe  liegende  Frage,  welcher  Satz  gemeint  sei,  von 
J«iiiAiidein  schon  aufgestellt  oder  beantwortet  worden  ist,  weiss 
leh  nicht  Hieb  TenuilMst  n  der  folgendeo  Uotanacbaog 
Uber  naQaßuXlnuß  and  sw^c^ol^,  die  ich  »ir  ala  oinen  Beitrag 
zur  Termieotogie  der  grieeliisebeii  Blatbeinatikcr  awneebeB  bitte. 
Die  weiter  daran  sieb  Icnupfenden  Bemeffcongett  fiber  einen  Ab- 
schnitt des  Proclus  zu  Euclid  stehen  zugleich  in  Begebung  m 
der  BeiiaDdInng  der  pleteniseiien  Stelle  im  Bienen. 

Es  fragt  sich,  was  betest  bei  den  griecbiscben  Matbematikem 
MttQccßttkluv  und  Ttagaßakij,  Dane  dieser  Aoedmckp  der  ven  den 
epiiteren  llathematikern  eeit  Apellenins  nnf  den  belcannten  Kegel- 
ecbnitt  flbertragen  wurde,  nrepiftiglieb  der  PjrtlMgeieiecben  Pia» 
nlmetrie  nngeb5r|»  bemerkt  nuidrflckiieb  Proehm'**). 

Aach  in  die  Arithmetik  der  Griechen,  die  ganz  auf  Geometrie 
basirt  war,  ist  er  eingedrungen»  wie  wir  nnten  an  einem  Beispiele 
not  Nleemnchnn  und  Tbeen  nnebweieen  werden. 


*)  „Eins  der  feinsten  georaetriachen  Theoreme  oder  vielmehr  Pro- 
bleme l«t  folgende«!  Wenn  zwei  Figuren  gegeben  «ind»  eine  dritte  ta 
estwerfea,  weieiis  d«p  ^en  gisleh,  dar  anderen  ähnlich  iel. 
Wagen  Erftidong  dlstee  Satse«  sali  Pylbsgerss  dn  Opfer  dargebracbt 
bab«i.  Daan  ae  let  dieser  Sats  ohne  Zweiiü  weit  siarlicbsr  nnd  felasr 
ala  Jener  Lehrsatz,  welcher  lehrt,  dass  da«  Quadrat  der  Rjpotennee 
gleieh  ist  den  Quadraten  der  den  rechten  Winkel  einüchliesaenden  Sel- 
ten.** —  „Und  Pythagorae  opferte  einen  Stier  wegen,  einer  Figar,  wie 
Apollodotue  sngt: 

Ais  Pjrthagorae  efauit  di«  gefeiert«  Sdebaaag  srAmdsn» 
jene,  die  Iba  bovog^  Btfan  aom  OpfSsr  sa  weih*n. 
Set  es  nun  der  Satz  Ton  der  Hypotennee,  das*  ihr  QiMdiat  glalcb  fae 
den  Quadraten  der  den  rechten  Winkel  einicbliaeesndsn  Sdlsn»  eiss 
das  Problem  von  der  Fläche  der  Parabel.** 

**)  Siehe  seine  Worte  ia  dem  weiter  aatan  abgedrufikten  Abeehaitte 
aiM  Proelos  (.  1. 
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IlaQaßalliiv  heisflt  übere'iDer  gegebenen  Linie  einPa* 
rallelograroni  entwerfen,  welches  einer  gegebenen  Fi- 
gur an  Grösse  gleich  ist  Dabei  ist  die  grammatische  Con- 
•iniefloB  4«  Worte»  eine  doppeltew  Eotireder  sagt  mao  v»U* 

ampoU^ltfy^ltliov  mtge^ida»  (Esend.  Elem.  l.t  44.  VI.,  2S.  37. 
38.  20.  90.  X*  18.)  oder  man  macht  da«  x**9^>  ^ 
rallelogramm  gleich  eeiu  soll,  zum  grammatischen  Objccte  und 
aagt  kiira  t6  io^v  %mQlov  nagaßal^  nagä  r^v  So^iiaav  sv^itw, 
fiber  eioer  gegebenen  Linie  eine  gegebene  FIftclie  nie  Paraüe^ 
logramm  dareteUen*). 

Dem  Aaedraeke  ntxQttßdXXnv  Hegt  vermntblich  das  Bild  eines 
«nwiekelton  Stabe»,  welcher  anfgefollt  mrd,  snm  Grande.  Doch 
wie  man  auch  den  Ansdrock  sich  erklären  will  —  es  kOnnte  die 
gegebene  Grandllnie  nach  als  Widerhalt  gedacht  werden,  an  den 
das  Parallelogramm  angestreckt  wird  —  das  eine  verbitten  wir, 
dass  man  nagaßol'^  durch  Verblei chuiig  deute.  Passender 
wfirde  man  es  Projection  nennen,  wenn  nicht  dieser  Terminus 
in  der  neaeren  Mathematik  schon  anderweitig  verbraucht  wäre. 

Das  Wesentliche  dabei  ist  die  gegebene  Grundlinie. 
Ein  Parallelogramm  Ten  bestimmtem  FiScheninhalte  constfidren, 
ohne  dass  die  Grandlinie  gegeben  ist«  heisst  ovoTi^tfatfdo«.  Vgl. 
Endid.  Blem.  t,  4^  mit  44.  4S.  Prodtts  an  der  unten  mttiu« 
theilenden  Stelle:  Imvda  nttgaßoliig  I9nf^,  tqi  ÖMwu 
tgtfdv^  Uo¥  iMmv  mugaßalsTv,  tva  |i4  V^ovov  avaxaciv 

futg'tv^siav  ciguSfUvipf  naQaßol'ijv,  Wohl  aber  kann  wie  oft  bei 
der  nagaßoX'^y  so  auch  bei  der  cvaxaaig  ein  Winkel  gegeben 
sein,  unter  welchem  das  entsprechende  Parallelogramm  constrairt 
werden  soll,  f.,  42.  45.  Ausserdem  ist  ovörrjaaa&ai  ein  allge- 
meiner Ausdruck  för  „construiren'S  denn  man  sagt  auch  tqI" 
yavov  cvaz'^oao&at  Elem.  I.,  1.  22.  23.  Ganz  verkehrt  ist  dagegen 
die  Ansicht  eines  Scholiasten  des  Euclid  hei  August  Abhand> 
longen  p.  18.  Siebe  unten  su  Procins. 

Bei  den  die  ^uigußoli^  betreffenden  Aufgaben  bandelt  es  sieb 


*)  Diese  Bedentnng  des  mtgafiahSp  ywy/>»  Tsrkenite  Meli  weide 

■ni  mit  ihni  Bottmann  bei  ihrer  Behandlung  der  Stelle  in  Piaton** 

Menon.  Sie  conatruirten  über  einer  gegebenen  Linie  ein  Dreieck  und 
ineintt-n,  die«  könne  hei««eu  napaßai^iv  rgiyo/vov  %vi(fiov.  Letzteres  kann 
aber  blo«  hei««en,  ein  eiaein  gegebenen  Dreiecke  an  Inhiilte  gleicbes 
PBrellelogramn  fiber  einer  gegelieeen  Lieie  «atwerfiM. 
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DHU  danun  die  fl5he  dca  PbraltolograniM«  (vd  «liboc)  so  fiideo. 
Bs  Mi  if  eto  gegebenes  %m^Hw  Ton  a  □Fims.  Bs  «oU  dtmlbe 
als  eis  Pafallelogramai  über  einer  gegebenen  Lloio  h  dargestellt 
werdsD.  Dana  ist  a^bx  die  sn^ff^oX^,  uad  liisraiis  ergiebt  sieb 

«ss^  die  geaudkts  spAcrroß  t^^  Ttagaßolifg. 

Zur  geometrischen  LOsung  der  Aufgabe  ist  erforderlich,  dass 
die  gegebene  Figur  wenn  sie  ein  Dreieclc  oder  Vierecic  ist» 
m  irgend  eis  Parallelogranim  Ton  gislebsm  flicbenlnbalts  Tcr* 
wandelt  werde,  was  Bndid  «vtfnftfaelHn  nennt  Nennen  wir  die 

Seiten  diese«  Paralleiogramme  pq»  so  ist  a^stpq  and  x  =  ^* 
Bs  findet  sieh  also  x  dneb  die  Proportion: 

was  durch  Zeichnung  von  zwei  äholicben  Dreiecken  sieb  leicht 
ermitteln  iSsst.  Ein  practisches  Beispiel  von  einem  Dreieck  von 
12  QFuss,  welches  als  ein  Parallelo<;ramm  mit  einer  Basis  von 
4  Fuss  dargestellt  werden  8oll,  giebt  Proclus  zum  Cuclid  in  dem 
unten  mitgetheilten  Abschnitte  §.  6.  Wenn  dort  Proclus  sagt: 
%h  Xcov  TC9  XQuytövoi  nuQci  zi^v  Ev^eiccv  nagaßcikXofUV,  tl  Xaßovng 
— *  BVQOiABv,  noaav  bIvm  iti  nodmv  x6  nkdvog,  t^QÖvttg  fovv 
d  tvxoi  nXavog  tquSv  noSßvAt»  t.  L  so  versteht  er  «nWr  deoi 

IS 

n^^civ  wohl  nicht  die  arithmetlsebe  Division         denn  ein  grie- 

chisehiBr  Gsonieter  wird  nicht  eine  Fläche  durch  eine  Linie  'thei* 
lea»  sondern  er  meint  wohl  das  Suchen  der  vierten  Proportionale» 
Oder  sollte  vielleicht  eine  arithmetische  Behandlang  der  6ee« 
metrle  schon  zu  Prödas  Zeit  üblich  gewesen  sein) 

Enclid,  der  im  ersten  Buche  seiner  Elemente  die  Proportionen 
noch  nicht  anwenden  kann,  lust  (f.,  45.)  die  Aufgabe  mit  Hülfe 
des  bekannten  Satzes  von  der  Gleichheit  der  Ergänzungen  der 
um  die  Diagonale  liegenden  Parallelogramme  (Eleiu.  I.,  43.)*  Da- 
bei nimmt  er  auch  die  Bedingung  mit  auf«  dass  auch  ein  Winkel 
gegeben  ist«  anter  welchem  das  gesuchte  Parallelogramm  sat- 
werfen werden  soll  {naQaßsßki^a^m  h  io^shy  ymvl^.  Bei  der 
ebigen  allgemeinen  Forme)  wfirde,  wenn  diese  Bestimmiing  mit 

aufgenommen  werden  soll  a:=^^f^^  sein^  wenn  wir  den  gegebenen 

Winkel  9  nennen.  In  dem  Parallelogramm  AB  CD  (Taf.  IV.  Fig.  8.) 
sei  der  Winkel  DABss^  ond  die  gesncbte  Seite  AD^x, 
Dann  ist: 
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DE  as  wÜB^t 


Die  Umkebning  des  letzteren  Satzes  wird  geometrisch  be- 
bandell  bei  £ocUd.   Data  57. 

Fragen  wir  nun  schon  jetzt,  welcher  Satz  des  Pythagoras 
bei  Plutarch  geraeint  sei,  so  dürfen  wir  nicht  an  den  ähnlich 
lautenden  Satz  des  Euclid  Elem.  VI.,  25.  denken:  tc5  öo^ivu 
iv^ygufifiGJ  Ofjioiov  xal  aXXat  roä  do^ivri  i'aov  x6  avrb  Cv- 
afqcttc^ak.  Denn  hier  ist  von  einer  ovaxaoig^  nicht  von  einer 
naQtußoXi^  die  Rede,  und  das  Ganze  führt  auf  kein  yaf^iov  Tigs 
«Mt^oAigfff.  Die  Aufgabe  wird  viehnelir  folgende  sein. 

Ee  eel  gegeben  ein  tn^tw  A  «nd  eb  tm^iw  B  (Taf.  IV. 
Fig.  9.).  Man  soll  ein  Parallelogramm  C  entwerfen,  welches  dem 
Ä  gleich  und  dem  B  ähnlich  sei.  Als  nothwendig  ergiebt  rieb» 
dase  B,  welchem  C  ähnlich  sein  soll,  ein  Parallelogramm  sei. 
Ferner  muss,  um  die  Losung  der  Aufgabe  roOglich  zu  machen, 
das  %taQiov  A  zuvor  in  ein  Parallelogramm  ver^-andelt  werden. 
Zu  diesem  Zwecke  zerlege  man  das  %(oqCov  A  in  drei  Dreiecke. 
(Taf.  IV.  Fig.  10.).  Das  A  ABC  verwandle  man  (Taf.  IV.  Fig.  11.) 
durch  avoxaci^  in  ein  Parallelogramm  AE  (nach  Euclid  I.,  42.). 
lieber  der  Seite  desselben  EF  entwerfe  man  durch  nagaßoH 
dam  Piimllelogramiii  FG,  welches  gleich  sei  dem  A  MD  (naeh 
BaeKd  L»  44.)«  ned  Aber  derselben  Linie  daa  Parallelograna  BCi 
irelcbea  gleich  sei  den  A  ADE.  DIeee  drei  ParallelograiinM 
verbinde  man  an  Binem,  ABCD.  Die  Aufgabe  ist  aan»  ein  dem 
ABCD  gleiches  und  dem  B  ähnliches  Parallelegrama  au  ent-  . 
werfen.  Die  Seiten  des  ABCD  wollen  wir  pq  neanen  and  die 
SeltoB  dea  B  mögen  aich  wie  m:it  verhalten. 

Dann  latt 


jysp9  und  f 


Mithfai 


m 


pq 


P9' 
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üm  diM  geometrisch  danosteUeB»'  wollen  wir  ^sse  setieB. 

Dann  ist  y=V^ rn.  Es  ist  aber  m:p  =  g:v.  Sachen  wir  also 
diese  vierte  Proportionale.  Es  sei  (Taf.  IV.  Fig.  12.)  m=zAßi 
p  =  AC;  q  =  AJD,  dann  ist: 

ABiACssADzAE. 


AE  =  v. 

Setzen  wir  nun  an  AE  die  Linie  n  an  und  l>eschreiben  Aber 
der  80  entstandenen  Linie  AF  einen  Halblcreis  (Taf.  IV.  Fig.  14.)» 
so  ist  das  auf  dem  Eodpoaltte  von  AE  erriclitete  Cotg. 

Da  mm  se  ss  ^«   so  lisst  sieh  dies  indea  dwdi  die  Pro» 

portioo :  « 

Baa«i(TatIV.Fig.U.): 

ffssAG-,  gssAFi  q^AJ, 

daaa  ist: 

AGiAF:=sAJiAii. 


MstAB. 

Conatmlct  nuui  also  ain  Parallologranm«  dessen  Gmadnala 
ABvniL  dasaaiiHOlia  ALssEQ  ia^  ao  whd dleaas PiraUelo* 
ALMH  (TatlV.Fig;lll.)  den  Anford#rangan  eatspiaebea. 


Ist  die  gegebene  Fignr  B  nicht  ein  Rechteclc  sondern  ein 
Rhombus,  so  muss  man  auch  das  dem  A  gleiche  so  wie  das 
gasaebto  Parallelogramm  ooter  dem  gegebenen  Winkel  entwerfen. 

Wie  Jana  gaasa  Goaatnielloii  in  Einer  Figar  aaf  alegaata 
Walsa  datgaatalH  werden  bann»  nm  das  eigentliche  didy^oi^w 
den  Fjfthagotas  anfsvOnden,  das  fiberlasse  ich  föglicb  den  Matha> 
Bin  baAanndalar  Mathaawtikar,  dam  Ich  diasa  Fiaga 
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▼oilegte,  bat  mir  folgenden  Vernich  mitgetlient  Die  gegebene 

FigiiT  A  Bei  in  das  Parallelogramm  ABCD  (Tat.  IV.  Fig.  17.)  ver- 
wandelt» EFGH  sei  das  Parallelogramm  B,  dem  das  gesuchte 
ähnlich  sein  soll.  Man  mache  JB  =  £F;  BP  =  FG.  Ziehe 
CK  II  JPt  bestimme  die  mittlere  Proportionale  {BL)  zu  BK  und 
BA  -,  mache  BM  =  BL,  JUN  \\JP  und  vollende  MBKO,  eo 
iat  die«  das  gesuchte  Rechteck. 

Beireie:  BmtBN^BJiBP 

SS  EPtFQ, 

aho: 

UMBNOc^  UEFGB 
ABiBM^  BMi  BK  (weil  BU  =  BL) 

BM:BN=zBKtBC 

ABiBNzsBMxBC 
mitbin:  BNxBM^ABxBC 
d.  i.  □  MBNO  8  QABCD, 

Jenem  pythathagoreischen  Probleme  ähnlich  ist  die  Aufgabe» 
die  Euclid  Elem.  VI.,  28.  29.  und  Data  58.  59.  behandelt.  Es 
soll  über  einer  Linie  b±y  ein  Parallelogramm  so  entworfen  wer- 
den» dass  (6db^)^  einem  gegebenen  xcoqIov  J*  gleich  und  t/x 
einem  gegebenen  %aQlov  J  thnlich  sei  Eigenthflmlicb  ist  die 
Wdee^  wie  Enelid  diee  «QsdrQekt.  Wem  faioerhalb  des  P^mllelo- 
gramme  ÄC^bx  (Tat  IV.  Fig.  la)  Aber  daem  Abacbnitte  der 
Linie  6»  s.  B.  DB  =  jf  daa  Parallelogramm  DC  entwerfen  wird, 
dann  ist 

das  n  AE  =  AC-  DC^  bx—yx  =  ib—y)x 
«ad  denkt  man  eich  6  nm  y  verlSngert  (Taf.lV.  Fig.  Id.)  daan  ist 

das  n  AG^ACi-BG^bx^yx^{bi^y)x, 

Das  Parallelogramm  AE  constrniren  heisst  nun  in  der  Sprache 
des  Euclid»  wenn  wir  DC  durch  ^  bezeichnen:  naga  rriv  tv&sTctv 
ß  nagaXkrjXoyQafiixov  nagaßaXslv  iXXeTnov  TtagaXXtjXoygttfiuo)  J, 
und  AG  construiren  heisst  naga  t^v  iv&stav  ß  nagaXXr]Xöyga^^flov 
nagctßäXXsiv  vnegßäXXov  TiagaXiijXoygaiifA^  A,  wenn  wir  BG  mit 
A  bezeichnen. 

Jene  Aufgabe»  die  in  zwei  zerfällt»  heisst  daher  bei  Euclid 

Tcaga  x^v  do&elßav  Bv&nav  ß  tw  So^ivri  sv^ygdfiixoi  F  l'tfov 
xagaXXfjXoygafifiov  nagaßaXiiv  ikXel-rcov  eCöei  nagaXXriXoygaftfioi, 
o^lqt  ov%t      do&ivn  A  and  IL,  no^a  ti^v  do^sitfav       •  noQoßaliiiß 


t 
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vntQßäXlov  tiUft  nagaXl.  oiiola  ovxi  xm  dod'ivn.  Die  geometritehe 
Losung  «iebe  bei  Budid,  die  aDalytiscbe  vrurde  zuerst  tf  vmd 
dann  daraus  ic  suchen.  AB  (Taf. IV.  Fie;.  20.)  sei  6,  DB  sei  y, 
BC  sei  X.  Es  sei  AE  gleich  dem  gegebenen  laqlov  F,  welches 
a  Quadratfuss  enthalte,  lo  dem  xnQlov  4it  mögeo  sich  die  Seiteo 
wie  m:n  verhalten. 

Oano  ist: 

SM:«, 

m 

Ferner  ist: 


mithin : 


b      4/"6a  '« 


Auf  dieselbe  Weise  findet  sieh,  wenn  die  gegeliene  iignr  F 
SS  AG  ist  (TsCIV.  Fig.21.)f  «ras  wir  a  nennen  weüeiw 


+  0  5 

m  2 


Sind  die  Panüleli^amme  niebt  Reebteeke  sondern  Rbombi 
(Taf.  IV.  Fig.  22.),  so  ist  anefa  der  Winkel  derselben  G4B^  9 
zu  berfleksicbtigen.  Dann  Ist  in  beiden  Formeln  sn  dem  Nenner 
m  binaasnsetien  sin^ 

In  anderen  Anfgaben»  wie  Eiern.       1&  19.  nnd  dem  vor- 
hergebenden Lemma  wird  ^iber  dem  einen  Absebnitte  der  gege- 
benen Linie  niebt  ein  einer  andern  Fignr  ibnliebes  Psrallelogramm» 
ThtüSLin»  u 
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sondern  -  ein   Quadrat  entworfen.     £•   iet  dann   s  = «  and 

Es  kann  befremdlich  erscheinen,  das«  in  jener  Aufgabe  des 
Baelid  die  Parallelogramme  AE  nnd  AG  nttgaßolai  nuQct  x^v 
tv^üav  ß  genailnt  werden,  da  sie  doch  nur  nttffaßolul  über  der 
▼erldirzten  oder  verlängerten  Linie  ß  sind.  Aber  «der  Absclinitt 
3f  iat  nicht  ein  willköhrlicher,  sondern  y  ist  von  x  abhSngig  und 
ihre  gegenseitige  Rol.iiioti^  ähnlich  dem  Verhältnistic  zwischen 
Coordinaten,  ist  durch  ß  bedingt.  Der  Ausdruck  kXkÜnw  und 
vnsgßakXov  ist  eben  daraus  zu  erklären,  weil  die  einfache  naga- 
ßoki^  a  =  ff:r  zum  Grunde  i'u'gt.  Die  Abschnitte  der  I/inie  6 
heissen  bei  Eiiclid  in  dem  Lemma  vor  X.,  18.  vä  ix  t%  tuga- 

In  Shnllcber  Wellie  ist  l»ei  dem  Pythagoreischen  Problem 
die  Grundlinie  nicht  rein  gegeben,  sondern  durch  das  anderwei» 

tige  Verhältoiss  ^  niodificirt. 

Wir  werden  daher  die  urspiüngliche  naQccßoXij  a=sbx  eine 
reine  nagaßoXij,  die  anderen  aber  gemischte  nuQußoXal  neu* 
nen.  ' 

Eine  grosse  Rolle  spielt  Uekanittlich  die  nagaßakij  in  der 
Curvenlehre.  Appolloniiis  nannto  den  einen  der  Kegelschnitte 
nccQaßokT],  vveil  das  Quadrat  der  Ordinate  dem  Rechtecke  aus 
Parameter  und  Abscisse  entspricht.  Wir  haben  also  auch  hier 
eine  »apo^oiif  eines  Paralielogrammes.  Wie  oben  a=sbx,  so  ist 
hier  y^^px.  K»Xtt09»  ih,  sagt  Appollonins,  ^  tmwkii  T0|t4 
na^mßoH,  Proclus  sagt  ausdrücklich,  diese  Benennung  sei 
aus  der  Pyiliagoreischen  Planimetrie  entlehnt.  Vergleichen  wir 
nun  die  Scheitelgleichungen  der  drei  Kegelschnitte,  die  unsere 
Mathematiker  durch 

S^^px, 

s'*=P*- 


ausdrücken,  so  sehen  wir,  nie  bei  der  Ellipse  ein  Deficit  und 
bei  der  Hyperbel  ein  IJeberschuss  hinzutritt.  Es  ist  also  die 
Parabel  eine  reine  naQußok/j,  die  Ellipse  aber  und  Hyperbel  sind 
gemischte  nagaßolaL  Bei  der  Ellipse  xb  naQußsßhjixivov  iXXstTtu 
ttvi,  bei  der  Hyperbel  vneQßdkX^i  zivL    Nach  diesen  hiuzutre- 
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tenden  iMerknuilen  („a  proprio  quodani  accedente"  saj^t  Pappas 
praef.  ad  sept.  coli.  Math.  p.XLl.)  nannte  nun  Apollonius  die 
beid«D  itemWchteD  nuQaßohd  Iran  flUi^iq  and  vntgßoXri  afatt 
»«(^«/SoJl^  ftct*  UJktlf^mq  and  nuQußoX'fi  ^mgßoXijg.  Wa« 
al«o  die  eprachliche  Benennong  der  KegelscbnUte  ttetriffit,  sind 
die  Mamen  iUsufne  und  iSntQßoXif  der  icagaßolif  nicht  so  coer- 
diniren,  sondern  unterzuordnen,  wenn  auch  die  drei  Kegelschnitte 
der  Saclie  nach  durchaus  disparat  sind.  Denn  des  verwandt- 
schaftliche VerhSitnise  derseJben  nach  der  Aaßaeeang  des  Ar* 
cbimedes»  hei  dem 

die  Parabel     ro^i}  rov  oQ&oymvlov  nnvov, 

die  Eltipfie  rj  rofti)  tov  o^vycoviov  xcovov,  * 

die  Hyperbel  ^  vofi^  tov  dfi^ßkvymvlov  »invov 

Ist,  gehurt  nicht  hierher. 

Die  von  AppoIloniiM  eingelSbrte  Benennang  der  drei  Kegel- 
schsHte  hat  nae  anf  die  Anflassang  der  plaoiinetriaeheii  «nr^o^l^ 
bei  Produe  bedeutend  eiegewirkt,  so  daas  naD  seioer  Daretel* 
lu[i^-der  Euclidisi  hen  Begriffe  nicht  elien  groaae  mathematische 
Scharfe  oachrQhinea  icane. 

Da  wir  sehen  in  der  ersteren  Abhandlung  öftere  auf  jene 
Werte  des  Preclos  verweisen  mussten,  wellen  wir  den  gansen 
hierher«  gehörenden  Abschnitt  aus  der  einzigen  editio  Basit 
MDXXSin.  p.l09.  im  Zusammenhange  mittheilen  nnd  mit  nn* 
seren  Bemerkungen  begleiten. 

Zn  der  Aufgabe  Cuclids  (1,  44.)  nagä  tijv  öo&eiaav  sv&eiav 
M»  io&ivrt  rgiydivm  tow  mtQukkrikoyQafifiov  nagaßaUPf  iv  ynvi^ 
9  i^nv  tßfj  So^litff  ymvl^  tv^vyQccfjLna  macht  Prodns  folgende 
Bemerkung. 

'jEffTt  yocQ  agyalcc,  q)a<slv  ol  nsgl  tov  EvSrjfiov^  xal  riig  rcöv  1, 
IIvQciyoQiLcüv  (jLOvGTjg  EVffijiiaraf   ^  te  nagaßoXi]  rcov  '/(ogioav  xat 
irj  vTtsgßoXr]  xai  rj  ^XkEiipig»    Anb  öh  tovtcüv  xal  ot  vsärsgoi  ra  2. 
ovdfiara  Xaßovxee»  fiEr^jyayov  avtit  K9t\  htl  r&g  xmvmäg  Xsyofikvag 
yga^iiucg,  tuA  toiStnv  t^v  fikv  nagaßoXiiv,  rr^v  dl  ^ff£^/}oli}v  iudi' 
tavteg,        dl  tXlBiiptv,  intlvnv  ttSv  nuXmmv  %tä  Mmv  dvdffmv 

xovxtav  a-qiiaivdfüsva  t&v  6vofi^nv  ogcSvxmv,  ''Otav  y&g  sv^iCag  3. 
huuifUtn^  x6  dodlv  %mifl<tv  naOff  xy  §v^l^  <iVfUut^ßttlEw**)  ixtwo 

*)  Vieileieht  Ist  iitmiim'  so  scfareilMO. 

**}  Bei  einem  Sehoiiasten  dee  BucKd,  too  urelchem  naten  die  Bede 
•ein  wird,  ist  diese  verstftmmeile  SteUe  «o  ergfinxt:  9v/ma^t{9^xa$ 
xCx»  na^aßdXXtiM, 

II» 


Digitized  by  Google 


156 


IVex:  Plalon's  Geomcirte  fm  Menon 


%h  xn^ov  qm0iv,  Stav  dl  fie^ov  noiijcys*)  tov  xaglov  to  f^ijnos 
aiit^g  t^s  ifS^iUm,  vtf«  im^fß^ÜLletv,  Ztav  6h  Siacuw,  6g  tav 
%mQlov  fQU^htos  dval  tt  t^g  tfg^tttg  hithg,  t6tt  &Jalmw*% 

4.  £al  watag  h       hiv^  fiißUtft  mcl  x^s  ^mifßol^g  SEwdtUiig 

5.  fLvriftovtvu  ftal       iXXil^emg»   'Evtav^a  9h  t^g  nagaßol^g 

5oMvxi  TQtyoiva  nagcc        io^Utw  cif^cicrv  töov  l&ikm¥  snr- 
Qt^Jahf,  iva  itrj  ftovov  avaraaiv  ^x^f-^^  naQaXkrjkoYQccfi^utv 
do^ivTi  tqiymvm  Xcov***),  ctkXa  xocl  nag*  tv^Elav  fogiOfAivt^v  naga- 

6.  ßoXi^v.  Oiov  xgiycovov  öo^ivxog  ro  ifißadov  ^%ovxog  öddsxa  noS^v, 
ev&etag  öh  ixxetfiivr]g ^  -^g  ro  ^ijzog  Ioxl  xtXTÜQfov  noöävy  x6  l'öov 
Tc5  XQ^ycovoi  nagu  xi]v  iv&tlav  TtagaßäkXo^Ev ,  ft-f)  kaßovxeg  x6 
liijitog  oAov -|~|')  X(ov  xfxxc'egwv  noÖcov,  tvgOfiBV,  ndöcöv  HvaL  öei 
nodav  x6  nkuxog,  Iva  xfß  rgiycSvo)  x6  Tcagakkfjkoyga^iiLOv  löov  yi» 
wiitat.  Evgovxsg  yovv  ti  nS%oi  nliixog  xgtuhß  «oiav  xal  fNMjOttvtsg 
tb  fi-^xog       t6  nl^og,  xovto  9h  6g^ilg  ovaijg  z-^g  inKtnuviig 

7.  fmvlag,  f^o^uv  j6  fuglov,   TfHoStw  |Uv  9^  n  tb  nuQoßtiXtiiß  htw 

8.  Svn^tv  v»h  xmv  Hv^ofjfOQÜw»  nttQf'9i9o(Uvov,  9h  i&tlv  hf 
ta  Ttgoßki^fiaxi  xovxoi  tu  Sedofiiva,  Bv^üt,  nag*  dtl  naga^kUW, 
dg  ZXffiß  avxov  vov  jcop/ov  ytvin&M  lüLtvgav,  xal  xglyavov,  ^ 
fiSOV  ttifM  9ti.t6  «agaßakkonevoVt  xal  yavla,  j  ICffV  tlvai  triv 

9.  tov  xmglov  ycovtav.  Kctl  örjkov  nakiv,  cSg  og&ijg  (aIv  ovcrjg 
Tfjg    ytovlag    x6    TtagaßaXXöuevov   rj   xtxgäyavov  rj  l«pdfi»jx£$ 

JO.  ?axeci  o^elag  ös  dixßXiiag  ij  go^ßog  x6  xtaglov  rj  ^Ofißostöig.  "Ort 
ye  fiiiv  xal  xrjv  ev&Etav  livui  öeC  neTiEgaO(iivf]Vf  (pavegov  ov  yäg 
ivvtttai  naga  ti}v  aneigov.  "A(ia  ovv  to>  gidvat.,  nagä  t^v  öo^Biaav 
tv^ütv  nagaßtAiiv,  iötjkaaev,  Zt$  ntA  mntgdvdvt$  avdyxti  ti^ 

IL  »S^9t¥,  Xgijxai  ih  ttg  ti^  nataattw^  tov  ngoßki^itatog  twhov 
x^  tfvtfmMi  vov  9ta(f«XliiloygdniMiv  TOtr  faw  x^  9o&hxt  xgvyminpr 
oßi  y&9  xmvxhif  nrngaßolij  luA  0v6xtt0tg,  ntA,  dg  ^sto^,  aHyf^) 
pihv  dXov  v<pl(ttf}ai  rb  xcaglov  jmkI  itVTo  xal  xag  nksvgag  andcag^ 
piUtv  öh  ixovc«  irAevporv  ösöofjiivijv,  «w^a  tuvt^v  vtplGtrici  tb  x<»giw, 
ovrs  ikkslnovaa  xcrra  ti}v  Ixtadtv  xavxtjv,  ovxs  vnsgßdkkovaa, 
ff  Hit       nltvg^  xavt^  xgnfthii  ntgtixovaa'j^']^^)  tö  k^o&ov. 

Wenn  Proelos  sagt»  4  *s  «a^a^oAi)  xmv  %u\  ^ 

ßohi  %u\  ^  UUm^tg  MieD  Beaeiiiimgeii  plaiiinietriadi«r  Gonstra- 


*)  Jener  Scholia^t  hat  yiviixau 

**)  Ed.  Uasil.  ittXtiTiuv. 

•^•)  Ba«.  iaw. 

t)  Bm.  9. 

ff)  Bat.  ZXu¥. 

ttt)  Bas.  «U^. 

tttt)  B"^  «^JT«»«?. 
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ctionen,  die  von  den  Späteren  auf  die  Kegelschnitte  übertragen 
"Aorden  wären,  so  hat  er,  was  die  rtaQcißoky  betrifft.  Recht,  aber 
ungenau  ist  es,  wenn  er  dasselbe  von  den  Namen  ikkeir\)ig  und 
vnegßoXrj  behauptet.  Nothwendig  wäre  dann  doch,  dass  diese 
Namen  iu  dieser  Bedeutung  schon  von  den  Alten  gebraucht  wären. 
Aber  Enelid  wenigstens,  ▼on  dem  er  behanptet,  dass  er  h  t« 
fxTO)  ßtßXim  xai  rijg  vneQßokijg  *al  t^g  iiXUifttng  fkvijiiovsiSH*), 
bandelt  svrar  dort  der  Sache  nach  von  dem,  was  Proclua  ^ntQ- 
ßolif  und  Uisiifftg  genannt  wisseD  will«  aber  diese  nomina  ge- 
braucht er  nicht.  In  den  Datis  59.  gebraucht  er  einmal  vrcBgßoXill, 
aber  er  beieiehnet  damit  blo."«  das  Stück,  vmqßakXu  x6  nagw 
ßsßkrjfiivovy  wie  er  Eiern.  VI,  '28.  und  Dat.  58.  das  fehlende  Stück, 
üi  ikkeiTtEt  TO  TcaQußsßkrjfiivov y  ekksififia  nennt.  Bei  Euclid  giebt 
es  überhaupt  keine  von  der  naQußok'^  getrennte  und  tiir  sich  be- 
stehende ekkeiil^ig  und  vTtegßokij ,  da  beide  bei  ihm  nur  in  der 
Verbindung  mit  der  nagaßokfj  vorkommen.  Es  scheint  also,  dass 
Proclus  von  Apollonius  rückwärts  schliessend  irrthümlich  schon 
dem  Pythagoras  und  Enclides  diesen  Gebrauch  jener,  beiden  Sub- 
stantive in  dieser  Bedeutung  beigelegt  hat.  üass  flbrigens  dem 
Apellonins  jene  SStse  des  Euclides  (VI,  28.  2QL)  vorgeschwebt 
haben,  kSnnte  man  daraus  schliessen,  dass  hei  seiner  Beschrei- 
bung der  Ellipse  und  Hyperbel  die  AusdrQcke  prop.  XIII.  ikXnnov 
tfäti  S^olo)  TS  xai  Sfiolag  xetfily^  mQLtxoniva  vno  re  x'^g 
6ia(iirQov  xtd  t%  nag*  ijv  dvvatm  und  prop.  Xil.  vnsgßaXXov  tUn 
ofiolo)  T£  xol  Oflolag  xeifiiva  x.  r.  X.  genug  Anklänge  bieten  an 
das  Euclidische  ilXiinov  iliöu  of/ioi^  ovxk  do^ivr». 

Noeh  befremdlicher  erscheint  es,  wenn  Proclus  §.  3. 'auch 

im^t^dUMVf  UUlisnv,  vnBgß^lksi»  als  gleichartige  Verba  coor* 
dinirt.  Die  an  dieser  offenbar  verstümmelten  und  iQckenhaften 
Stelle  ausgefallenen  Worte  sind  nach  August 's  Meinung  erhalten 
hei  einem  noch  ungedruckten  Scholiasten  des  Euclid  (in  der  Mün- 
chener Bibliothek  cod.  no.  lO'i),  welcher  statt  des  fehlerhaften 
<SvfA7iciQC(ß«keiv  die  ergänzenden  Worte  bietet:  OTcev  yag  —  ndoy 
rf]  svO'ELa  (JvfiTtagaTi  i  V  }]rai,  xöxt  nctgaßükktiv  ixslvo  x6  x<oqIov 
qjaalv.  Da  wir  bisher  aus  Euclid  nur  TtagaßäkkEtv  als  verbum 
activuro  kennen  gelernt  haben,  neben  welchem  ikksineiv  und 
vncgßuHuv  als  verba  neutra  gebraucht  wurden,  so  kOnnte  es 
scheinen,  dass  man  das  nagotßuXKew  in  nagaßuHta^  ftndern 
mflsse,  wie  der  lateinische  Vebersetzer  Bare  eine  (Patavii  1560) 


•)  Aach  p.  17.  lälill  l'rocliis  iiiilrf  dfn  der  Geometrie  eigenthüni- 
lirhen  Gegenständen  neben  tQiyüjtja,  xexQÜyüjya,  d<fai,  laüzt)Xtt  auch  o* 
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gethan  hat,  vvelcher  p.  '264.  die  Stelle  folgendermaassen  übersetzt 
und  ergänzt:  quum  eniin  proposita  recta  linea  oblatum 
spatium  toti  rectae  lineae  coaptaveris,  tuiic  spatium 
illud  applicari  dicurA;  quum  vero  spatii  lougitud  ineni 
ipsa  recta  linaa  majorem  feceria,  tone  excedere,  quam 
autein  minorem,  ita  et  spatio  descripto  aliqoa  extra 
Sit  rectae  Üaeae  pars,  tanc  deficere.  Ai>er  von  dieser 
etwas  gewaitsamea  Aenderung  des  mtqaßiXUw  hält  midi  sorfielc 
eine  Stelle  des  Euclid,  wo  man  zu  der  Annahme  genüthigt  ist, 
dass  £aclid  mit  tecimischer  Kürze  dem  iXXdntw  und  •vnzQßälXnv 
neben  der  voriierrsclienden  neutralen  Bedeutung  auch  eine  tran- 
sitive Bedeutung  beigelegt  hat.  Nämlich  in  dem  oben  p.  152.  von 
uns  behandelten  Satze  des  l']ucH(l  VI,  28.  29.,  wo  es  sich  um  die 
Aufgabe  handelte  rcaQaXXijlöyQuiiiiov  naQctßaXuv  iXXstTtov  {vTr^Q- 
ßaXXov)  HÖet  7tc(QaXXy]XoyQC(ufx(ii  6fioL(o  ovri  tw  öoß^evri,  heisst  cj» 
in  der  Vorbereitung  des  Beweises:  törw  i!j  fihv  dod-siaa  ev&eia  ^ 
AB,  TO      io^h  9io&vyQaijmoVf  u  öel  l'tfov  mtifä  r-^vAB  nagaßaktlv, 

otov  ilkslitsiv,  t6  A,  und  §.  29.  in  gleicher 
Weise:  4  Zfitoiov  vnsgßtilleiv,  t6  A.    Da  hier  das 

f  9h  StZ  oftoiov  ilkilmiv  durchaus  parallel  steht  dem  ^  de»  ffftowir 
^QcißaXitv,  so  musff  man  glaoben,  dass  Euclid  an  dieser  Stelle 
UkeCnstv  und  vTCFQßdXXEtv  plötzlich  als  ein  verbnni  activuni  ge- 
braucht habe.  Auch  zu  Ende  der  Protasis  von  VI,  28.  kehrt 
dieselbe  Redensart  w  Sst  o(ioiov  ikXünuv  wieder.  So  seltsam 
es  auch  erscheinen  mag,  dass  ein  Mathematiker  in  einem  und 
demselben  Satze  einen  Kunstausdruck  in  zwiefacher  Bedeutung 
gebraucht  hal)e,  so  ist  doch  ein  anderer  Ausweg  nicht  möglich. 
Wollte  man  mit  dem  lateinischen  üebersetzer  Claviu.s  kXXuTiBiv 
hier  durch  deesse  übersetzen,  so  wäre  die  Abweichung  von  der 
gewöhnlichen  Bedeutung  des  iXJ^lmiv  (deficere  spatio)  el»en 
so  stark  und  noch  andere  Unebenheiten  des  Ausdrucks  damit 
verbunden.  Es  scheint  also,  dass  Euclid,  weil  (6 — ff)x^hx^ffx 
ist,  so  auch  statt  naffuß&lXm  ftaqalXmX^Qauk^w  ilUi^ov  cf9»  sich  ^ 
erlaubt  habe  zu  sagen:  nagctßälkm  naQuXX^ikoygafmov  (bx),  iHsf- 
ntov  Hi)og  (— j^jr).  Uann  wOrde  also  sXXEiTim  heissen:  ich  lasse 
fehlen,  lasse  weg,  verliere,  und  t;;r£^/3ailil(i>  ich  füge  hinzu 
als  üeberschuss*).  Hie  Stelle  des  Prödas  wäre  also  zu  üher- 
«jetzen :  wenn  die  Ma<:he  längs  der  ganzen  gegebenen  Linie  an- 
gestreckt wird,  dann  sagen  sie,  dass  sie  dieselbe  naqußakXovQi, 


*)  Wenn  Kiir.lid  In  dieaeiii  einzelnen  speciellen  Fülle  um  der  Kurze 
wiilen  jenen  Getirau«^h  deit  iXleinetv  sich  erlaubt,  hu  berechtigt  die» 
nicht  dazu,  deiu  inMtlieiiiativvben  tlleimt»  such  »nderwärt«  eine  sctfve 
Redeotang  beisulegen,  am  wenigsten,  wenn  «in  Dativ  tmfi^  dabei  «teht. 
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wenn  aber  4ie  LSnfte  (Gntndlinie)  deraelben  kleiner  oder  grSseer 
gemacht  wird  als  die  gegebene  Linie,  dann  sagen  aie,  daas  aie 
UXMinwi^Si  oder  vntQ^alXovGi*).  Uebrigens  ist  llXtimw  and 
^SfKtgßJiJilew  an  Jener  stelle  des  £uclid  doch  noch  in  einem  etwas 
anderen  Sinne  gebraucht,  als  hei  Proclus.  Denn  hei  Euclid  ist 
dort  damit  i/x  iiezeichnet,  aber  Proclus  versteht  darunter 
Aus  j|er  (janzen  Stelle  ersieht  man  zugleich,  dass  Proclus  bei 
naQdßukfiv  !»ur  an  die  r  e  i  n  e  ttct  A»/'  hx  denkt  und  die 

gemischten  nuQußokai  nicht  mit  d  ur  u  n  te  r  I»  egr  e  ii  t,  son* 
dem  nach  dem  Vorgange  der  Curvenlehre  des  Apollonius  diese 
mit  den  besonderen  Namen  MlXti-piq  und  ^mgßoXij  benennt 

Was  nun  das  <ivfi7taQatfiv)]tca**)  iM^rifft,  so  fragt  sich  noch 
sehr,  ob  diese  Lr^äiizurii;  des  Eudidischcii  Scholiaston  Vertrauen 
verdient,  denn  jener  Scholiast  ist  ein  selir  bedenklicher  Gevvährs- - 
mann.  Das  l(MJclifot  /.war  cii).  dass  er  den  ganzen  Abschnitt  des 
Proclui«  benut/.t  und  ausgeschrieben  hat,  aber  er  gici>t  anderwärts 
eigenes  und  zvrar  iaUcbes  Machwerk  an  Stellen,  wo  er  den  Pro« 
clos  niebt  versteht,  weil  ihm  der  Sprachgebraach  sowohl  wie  die 
Saebe  fremd  ist.  Z.  1$.  §.  11.  wo  Proclus  sagt:  Xfi^tm  9h  slg  tijv 
%ttt«9iuv^  rov  agoßX'^^Lavog  x<notov  avßxuan  to-v  xitifttXXijXo' 
flfdft(M»f  tov  V60V  TM  8odiwi>  tQiymv^,  ov  ya^  tavrov  TtaQußoi'^ 
xai  averacig  xal,  ag  elnofisv,  uXkrj  (isv  x.  r.  l.  glaubt  jener  Scbo- 
Itaat,  Proclus  wolle  hier  den  Unterschied  zwischen  nagaßoli^  und 
CvCraaig  SMS  einander  setzen  und  sagt  in  der  Fortsetzung  jenes 
8choliums:  l'kaße  iVe  tig  t»/v  xara6KBvy)v  tov  Ttgoßkij^iurog  rovxov 
rrjv  ovOtaöt.v  tov  naQCikkrjXoyQdfifiov  tov  ioov  rw  Öo&£vtl  rgiycovo}. 
/4  latp  BQZL  61  ij  av  GxaO  tg  Trjg  naQaßokijg,  oxi,  ^isv  naga- 
ßttkkst  uovov,  rj  6h  avOTCtaig  okov  v(piarr]Gt  tÖ  '^cogLov  xai 
tag  nXsvQug  ttVTOV,  ftia  yccQ  TtXsvga  igio^ihi]  tq  ösöofiivy  £v9el^, 
TtEQÜ'/^ovCtt  tb  ifißaSoVf  tug  lotnäg  tlgayovüa  xXevgus  otrre  llis«- 
na6^  narSt  ixsaatv  ov/  Sv  mQmtvw&c«s  t6  %u(flov  ^qd» 
attföiv.  Dies  ist  ein  arges  MissverstSndniss.  Denn  1)  will 
Proclus,  wie  wir  nachher  sehen  werden,  hier  gar  nicht  die  onter* 
scheidenden  Merkmale  der  avctttaig  und  nugußoi'^  gegenfiber. 


•)  Neutral  kann  tD.fi'mtv  und  i',T((*/7dA/lf tv  hier  nirhl  I>riiiii-Iit 
«ein.  weil  ilttiin  iler  SutyecU-Accu«i4tiv  tu  x^lf*^*'  oder  ein  Frununien  da- 
bei 8tchi-ii  tnüsste. 

**)  Da  orav  3i  fui^ov  nonjatje  darauf  folgt,  «ollte  man  eigentliefa 
avftTragattii'rj^  erwartan.  Bei  der  von  mir  angenomneneB  Conntroetioa 
der  Worte  wäre  aoch  pa«ieader  w/mafaTeirmoi»  Der  Scholiatt  bietet 
ybf^uu  statt  not^ogt.  Xiiniiit  man  diese«  anf,  4aim  ist  das  PassiTon 
avftnufarsünjuu  gnreclitfertigt. . 
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•tolIeD,  und  2)  bt  der  üotorachted,  wie  ihe  der  ScboKest  angiebl; 
gani  verkehrt,  so  daee  es  befremden  mnes,  das«  Angost«  der 

in  seiner  Abhandloog  p.  18.  diesen  Scholiasten  „  zur  Ergänzung 
der  Kenntniss  des  mathemiitischen  Sprachgebrauches  und  der 
scharfen  Unterscheidungen,  welche  die  {griechische  Sprache  zu- 
liess"  anfuhr^  diesem  confusen  Kopfe  beistimmt  und  mit  ihm  die 
QxxsxotSiq  erklärt:  es  werde  durch  dieselbe  ,,die  Figur  in  der  vor- 
geschriebenen Gestalt  mit  Anwendung  aller  Bestimmungsstucke 
(Seiten  und  Winkel)  entworfen/'  Wie  kann  man  to)  do&ivrt 
%Qifdv<a  l'aov  jtaQaiki>iX6yQafi(iov  avati^aaa9ai  (Euclid.  1,  42.)  mit 
Beibelnitung  der  Seiten?  Und  soll  ein  Wioicel  beibehalten 
werden,  so  wird  h  pwlf  do^ele^}  nocb  als  besondere  Bedingung 
hinsogesetst  Proelns  würde  aueh  sich  selber  widersprechen,  ^ 
denn  vorher  {.  ft.  sagt  ers  Tra  fii)  f^ovov  9v9tacw  l^n^v  nugak' 
Xi^Xo/^fifiOV  vco  öod-ivri,  tgiyrnvat  Xaov,  dXXct  »ul  fsag*  sv&iiatv 
eaQiOfAivijv  naQußoXijv*).  Procips,  der  die  ßvaradigf  „die  Con* 
8tructlon'%  als  bekannt  annimmt,  beschreibt  dort  nur  das  Eigen- 
thuroliche  der  nagaßok'^.  Dabei  ist  in  dem  Ausdrucke  der  bekannte 
Gräcismus,  nach  welchem  mit  (liv  —  6s  zwei  Sätze  parallel 
(„paractactisch")  geste»llt  werden,  von  denen  nur  der  zweite  die 
Hauptsache  enthält,  während  der  erstere  eine  untergeordnete  pa- 
renthetische Nebenbenierkung  bietet  (cf.  ad  Tac.  Agric.  p.  48  sq.). 
Prodos  sagt:  ,,Zur  Lüsnng  dieser  Aufgabe  (des  nagccßaketv) 
nimmt  er  sor  Hülfe  die  «liawßig  eines  dem  gegebenen  Dreiecke 
gleichen  Parallelogrammes.  Die  ttoQußohj  ist  nSmlieh  nicht  das- 
selbe wie  c^^cte,  sie  (die  lutgttßolfi)  stellt,  wie  wir  gesagt 
haben.  Über  einer  Seite,  die  ihr  g^ben  ist,  die  Fliehe  dar,  — 
zuweilen  stellt  sie  die  ganze  Figur  dar  sammt  allen  Seiten**), — 
indem  sie  jene  Linie  weder  verkürzt  noch  verlängert,  sondern 
an  die  eine  Linie  sich  haltend  den  Flächeninhalt  einscbllesst" 

Auch  §.  3.  giebt  der  Scheliast  für  die  leicht  yerstSndlichen 
Worte  des  Proelns  fka¥  9h  Uu^aov,  dg  to9  xcaglov  ygatpivtog 
tlval  n  vfg  9f$9sUig  hctdg,  t&n  tkXsiimv  die  unklare  Periphrase: 


*)  Noch  (i  eilt  lieber  •ImA  aeine  Worte  so  Eaclid  1.^  46.  aof  der- 
«elbee  Seite  p.  109. 

**)  In  dieser  Nehcnliemerknng  nennt  Proclii«  auch  das  TTagnßoXi^, 
wenn  ausaer  der  Grundlinie  auch  die  Höhe  gegeben  i*t.  Ihm  ist  also 
nicht  bloa  m^äx,  MBdern  sneh  a  =  M  Permel  fir  die  Par^ole, 
Wihrendl  die  gro^eX^  orapröngtldi  dasn  dieat,  die  B6he  la  fledeo, 
nimmt  er  aie  liier  al«  «choa  gefanden  an,  und  ▼ervtehi  oater  frspa/htlif«' 
die  AutführunK:  de«  Gefundenen,  was  er  oben  nannte  noatjwntt  to 
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oxav  61  UaffCov  iart  t6  ygacpev  x^ogiov  avTtjs  x^g  Bv&daSt  mg  elvM 
tö  fitv  xmglov  ivrog,  T17V  dh  £v^€&kv  fttQmsiÜHv  l%tbs\  liXtlsmv. 

Und  diesem  Scholiasten,  der  so  mit  dem  Texte  des  Proclus 
umspringt,  sollen  wir  das  Vertrauen  schenken,  dass  er  das  rich- 
tige Wort  uns  biete?  Will  man  conjiciren,  so  konnte  man  mit 
demselben  Rechte  und  mit  mehr  Wahrscheinlichkeit  avfinaQaxirirai 
vermuthen.  Welches  griechische  Bar ocius  vorgeschwebt  hat, 
als  er  coaptaveris  biozusetzte,  weiss  ich  nicht.  Sollte  er  einen 
griechiscbea  coil«z  vor  sich  gehabt  haben,  so  wfirde  er,  wenn 
er  dort  luiqintlviiis  gefaoden  hätte,  dies  sicher  dnreb  praeten- 
deris  wieder  gegeben  haben.  Ich  kann  daher  nicht  Aogiist 
beistiramen,  dass  die  Bedentnng  des  platonischen  tutgaulvm  dnrcb 
Jenen  Scholiasten  uns  erschlossen  sei.  Nicht  mag  ich  gegen  die 
▼ermeinte  Identit&t  des  99Q«rfCva>  and  na^fttßdXka,  welche  aus 
dieser  Stelle  hervorgehen  soll,  das  Argument  beibringen,  es 
müsse  auch  bei  Proclus  jenes  ov^nuQaxtivtiv ,  wenn  er  wirklich 
80  geschrieben  hätte,  einen  weiteren  Begriff  haben  als  nagaßakktt, 
weil  ja  letzteres  nachher  als  species  untergeordnet  ist,  weswegen 
auch  Barocius  zwei  Verba  (coaptaveris  —  applicari)  bietet; 
denn  dieses  Bedenken  kann  man  als  beseitigt  ansehen  durch 
das  vorgesetste  Sv^-,  was  in  Verbindang  zu  bringen  ist  mit 
dem  vorhergehenden  nu^*)  sdd-el^,  so  dass  also  der  Sinn 
wSre,  wenn  die  FIftche  an  der  gansen  Linie  hin  angestreckt 
wird,  dann  nennt  man  dies  im^fußaHuv*^.  Doch  »1  lange  haben 


•)  Vergl.  Köchly  zu  Enrip.  Iph.  Tiinr.  v.  1371.  und  über  ähniirht; 
uiit  Präpositionen  zuaaiDmeogesetsle  verba  Buttmana  ad  Fiat.  Men. 
Excori.  L 

**)  Nodi  will  ich  denen,  dio  m^fauhw  fir  gldehbed«ttt«nd  arit 
n9f9tfiiXJtm  halten  möchten,  ein«  Combiaatioa  an  die  Hand  g«ben,  dareh 

die  sie  ihr«  Meinung  nnleratruzen  können.  In  dem  Euclid  d««  Boe- 
thiu«  bei  Lachmann  graroatici  scrlpt.  p.  385.  finden  «ich  fblgoml« 
zwei  Anft^nben  neben  «inaniier  gestellt:  Düto  trian^ulo  aequale 
parallel  0  gram  in  um  in  (iatorectilineuaiig;uloconslituere.  — 
J^ixta  rectani  lineain  dato  triangulo  dato  rectiiineo  angulo 
parallelogrammnm  aeqnale  pra«t«nd«re.  In  der  ervteren  Anf- 
gab«  ist  conatitnareoffenimr  da«  Eedidiseh«  motijvme^tu  (Elen.I.,42.) 
und  in  der  zweiten  wird  man  in  dem  praetendere  da«  BnelidiMh« 
ig0faßaletv  (Eiern.  I.,  44.)  zu  suchen  haben.  Man  konnte  alt«  rermathen, 
in  dem  griechieclM-n  Originale,  welches  Koetbiiis  vorgelegen,  habe 
naQaxtiv(o  als  Synonjrinun  die  Stelle  von  nagaßakkut  vertreten.  Wenig- 
•tens  wird  das  geographische  rcagareivia  (r,  Si  y  'Bißota  ijdi  nagatixatat 
Artet.  Nnb.SI2.  rjjf  (itv  yaQ  x^s  'Ayaßijji  ovqo9  nagaxiwwu  IIeredot.II.,  8.) 
in  Laldnisdien  dnreb  praetendere  nugodr&ekt.    Baetiene  latere 
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wir  bei  jenem  mbedeateoden  Seholiaeten  verweilt«  auf  den  mBn 
weder  bei  Ei^song  der  Lücke  \m  Prodiis  noeb  bei  der  Ericli« 
rang  dee  platoniseben  Ausdruckes  mit  einiger  Sicherbeit  bauen 

kann.  HagartlvEiv  scheint  allerdings  mit  nagaßdXXttv  etwas  ge- 
mein sn  haben,  aber  die  Verwandtschaft,  glaube  ich,  besteht  da« 
rin,  dass  durch  naQußaXXw  eine  Grösse  als  Product  zweier  Fac- 
toren  darj^estellt  wird,  durch  TcaQccxEivuv  al)er  die  halbe  Grösse 
durch  eine  combinirte  Theilung  jener  beiden  Factoren  (durch  ein 
Dreieck)  ausgedrückt  wird. 

Noch  mOssen  wir  der  Bedeafang  des  nuffußdH»  und  der, 
iettQaßoX/4  griecbiscben  Aritbmetikern  gedenken.  Die 

Formel  für  die  MxQaßolif'wt,  wie  wir  oben  bemerkten,  a  =  6«. 

Mitbin  ist  x  --  j^-   Da  also  x  durch  Division  gefunden  wird,  wurde 

nun  naift^XXuv  Kunstansdruck  für  dividireo  und  der  Quo» 

tient  ^  b«i8st  die  nXAvog  rrjg  TtagctßoXijg.   So  NicoroacKus  In 

der  Eiöuyioyt)  a(pL(}^i]riy.}j  c.  27.  |>.  36.  (ed.  Hoche.  Wetzlar  186'2) 
aQiioviiir]v  ÖS  (^edörriza  [vQijG^ii;),  t»/v  twv  cc'kocov  dtutpoQuv  noLtj- 
tiov  inl  rov  iXärtovaj  y.ul  rov  yfvdftivov  naqaßkiiziov  Ttagu*) 
xov  aw&erov  i*  xtov  ««gav,  tlta  th  itXutog  tijg  nagaßokijg 
ngon^ttiov  iXdttovi,  luA  iaxm  6  ^Bvö^evog  aQ^LOviat)  iieGoxtig. 
Nicomachne  will  hier  das  Mitteiglied  einer  stetigen  barmoai- 
scben  Proportion  bestimmen. 

Unsere  Arithmetik  bat  ffir  dieses  barmoniscbe  Mittel  die 

Formel  x^-^rrr*  Statt  dieser  Formel  habe»  Nleomachiis  und 

a  -{-n 

TheoD  die  etwas  breitere 


«  e  p  ten  t  r  i  <)  n  a  i  i  |>r  a  c  t  <;  n  <l  i  t  tt  r  Liiiiitania  l'liu.  N.II.  III.,  I,  2.  Dit- 
übiich«  Uehcrsctziiiij;  de.«  inathcinatiHRhcn  naQaßaXXstv  darcli  uiipli- 
caro.  sebeint  inodtMrnea  L-i-Nprungti  zu  sein* 

*)  In  der  nenesten  Ausgabe  voji  Hoch«  liest  man  iH  »tntt  mtfftl} 
aber  letsleres  findet  «ich  dreimal  bei  Theon,  p.  187.  188.  (ed.Paris  1649) 
wo  dieser  fast  niil  denselben  Worten  dieses  haruioniache  Mittel  r.ii 
finden  Iclirt.  Da  die  «•eometrisc^he  Ansrhaiiunf^  hierbei  ziina  Grunde 
lieg;(,  ist  auch  napd  das  allein  pansende.  Denn  die  Grundlinie  des 
L^arallelograinines,  auf  welche  nagu  hinweist,  ist  der  eine  Factor,  mit 
den  man  das  Gaase  (des  Inhaltes)  dividireo  mnss,  um  den  Quotienton 
stt  fladea.  Dem  analog  wird  asn  aoch  das  gewobaliebe  Wort  fAr  di» 
▼idiren,  fugi^ttif  mit  wtmffd  constroirt  i.  B.  fiiptti  tm  q  «r«^  t»  «* 
ffreyfvu  »  so  hioflg  bei  Heran. 
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(a-6)6 

auf  dasselbe  hinaas^Saft,  deon  nach  deraelbea  ist 

(g  — 6)6-K(i+6)6  _  ab~bb\r  ab  \- bb  2a6 

Deswegen  sagt  Nicoraachus:  „Üm  das  harmonische  IMittel 
zu  flnden,  niuss  man  den  öntersichied  der  äusseren  Glieder  mul- 
tipliciren  mit  dem  kleineren  («Itede,  das  Product  dividireri  durch 
die  Summe  der  äusseren  Glieder,  dann  diesen  Quotienten  hinzu- 
addiren  zu  dem  kleineren  Gliede.  Was  herauskömmt,  ist  das 
harmonische  Mittel.*'    Eben  so  Tbeon  Mathematica  p.  187.  sq. 

Beiläufig  bemerke  ich,  dass  aus  obiger  Stelle  hervorgeht, 
dass  die  Griechen  sviDmiren  (iswtt^ivta)  und  addireo  {n^oitxir 
&ivM)  scheiden. 

Die  nathenatische  Bedeutung  des  9utffaßallsiv,  verinaflie  ich, 

liegt  auch  an  einer  Stelle  von  Platon's  syroposiam  p.  2J4  C,  die 

den  Erkiarern  viel  Notb  niachtt  zudl  Grunde.  AIcibiades  sagt 
dort:  (lE^vovta  de  uvögu  jwqA  vrnpovxiov  Xoywg  nagaßtiXkeiv  fti} 
ovx  l|  1l6ov  7].  Wolf  war  geneigt  nach  einem  bekannten  Grä- 
cismus  uEd'vovrci  avSQu  zu  erklären  durch  avSgog  f.i(ri-t'ovTog 
Xoyovg  tcuqu  vrirpovrcov  köyovg  rtagaßalX^Lv ,  aber  die  Proposition 
naga  errotjt  ihm  Bedenken,  <la  bei  seiner  Anllassung  Ttgbg  oder 
der  Dativ  erwartet  wird.  Stall  bäum  satjt;  breviter  dictum  est 
pro:  ebriura  virum  provocare,  ut  aemuletur  sobriorum  orationes. 
Das  würde  wohl  obeftefilhr  etwas  dem  Sinne  der  Worte  Aehn- 
liebes  wiedergeben,  aber  siebt  die  Worte  f^rammatisch  ericliren. 
Wenn  wir  die  mathematische  Bedeutnng  des  Wortes  sn  Grande 
legen,  ist  alles  klar.  *Wie  vaQtißAJLluv  futg'  tv&sütv  beisst  auf 
eine  gegebene  Linie  ein  Parallelogramm  setzen,  so  soll  hier  der 
trunkene  Alribiadf^s  seineRede  auf  dieReden  der  Nüchternen  darauf 
setzen.  Wohl  wäre  denkbar,  dass  der  joviale  AIcibiades  iu  dieser 
Gesellscbaft  wissenschaftlich  Gebildeter  statt  anreihen,  an- 
knüpfen, jenes  aus  der  Mathematik  entlehnten  Kunstausdruckes 
sieb  bedient  habe.  Am  nächsten  entspricht  daher  Schleier- 
m ach  er 's  üebcrsetzung:  „aber  dass  ein  trunkener  Mann  seine 
Rede  neben  der  iSüchternen  ihre  stellen  soll,  wenn  das  nur  nicht 
alba  ungleich  ist"  Für  das  Nebenstellen  wäre  also  vielleicht 
richtiger  gewesen  das  Dranfsetaen. 
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XVII. 

Ueber  die  Beatimniung  eines  Punktes  in  der  Rich- 
tungslinie der  Resullirenden  eines  beliebigen  Systems 

Ton  Kräften. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Bei  der  Be«timnaiig  der  Resollirenden  einen  beliebigen  Systems 
von  RrSften,  insofern  es  eine  Resoltlrende  giebt«  Ist  beltanntlrch 
immer  euch  die  Bestimmang  eines  in  der  Richtungslinie  der  Re- 
snitirenden  liegenden  Punktes  erforderlich»  und  diese  auf  unend- 
lich viele  Arten  mögliche  Bestimmung  unterliegt  in  der  That  nicht 
der  geringsten  Schwierigkeit.  Behalten  wir  nämlich  die  in  der 
Abhandlung  Thl.  XL  Vi.  Nr.  Xlll.  gebrauchten  Bexeicbnangen  auch 
hier- bei,  so  sind  die  Bedingungen  für  die  Ezistens  einer  Resol- 
tireoden  der  Kr&fte 

^l»  ^t*  ••••  '^O 

beicaantlicb :  dass  die  ^rDssen  ilf,  N  nicht  sSmmtUch  ver* 
sehwinden»  und  dass  die  Gleichung ; 

1)  LLy^Mm^'{^NN^=iS 

erfüllt  ist.  Die  Grosse  B  der  Resultirenden  wird  durch  die  Formel : 

2)  Ä  =  V^Z?HMP+iV* 

bestimmt;  für  die  Bestimroungswinkel  fp,  -<^>  %  ihrer  Richtungs- 
linie hat  man  die  Formeins 

 L 

&}   <  €08^  SB 


 N 
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und  jeder  Punkt  (XYZ),  dessen  Coordinaten  sweteii  der  Glei- 
chungen : 

;    Ni—1HX^LY  =  0, 
4)   \  Li  -iVF  +  ^Z=0, 

genflgen,  ist  eia  Pnnkt  der  Ridbtongsfinie  der  Resnllireiideii.  Bei 
dieser  IcÄsteren  Bestimmanpf  muss  man  ?oii  den  drei  Grossen  L, 
M,  19  immer  eioe  ansvrSbleii,  Ton  der  man  weiss,  dsss  sie  nieiit 
verseliwindets  ist  dies  nun  etwa  die  Grosse  L,  SO  nrassiBan  aar 
Bestimmong  vod  ä,  V,  Z  die  lieiden  GleicbttogeD: 

ilfi— LZ +iVJ!C=0 
anwenden,  ans  denen  man  die  Formeln: 

^= — z — •  ^- — z — 

erhält,  welche,  indem  man  X  beliebig  annimmt,  anr  Bestimmung 
von  V  und  Z  führen. 

So  einfiusb  diese  Bestimmang  an  sich  ist,  so  hat  es  mir  doeh 
wttnscbenswerth  geschienen,  allgemeine  symmetrisch  gebil- 
dete Formeln  zu  besitzen,  mittelst  welcher  ganz  im  Allgemeinen 
immer  ein  in  der  Richtungslinie  der  Resultirenden  liegender  Punict 

gefunden  werden  kann,  und  solche  Formeln  anzugeben  und  die- 
selben etwas  weiter  an  entwickeln,  ist  der^weck  dieses  Aufsatzes. 

Diese  Formeln  sind  aber: 


5) 


h^  denen  man  sogleich  zu  beachten  bat,  dass  sie  für  JT,  F,  Z 
immer  endliche  vufüg  bestimmte  Wertbe  liefern,  da  der  gemein« 
scbaftlicbe  Nenner  der  drei  vorstehenden  BrQche  nicht  verschwin- 
det, weil  X/,  ilü,  N  nicht  zugleich  verschwinden.  Dass  aber  die 
Ausdrücke  5)  von  X,  F,  Z  den  drei  Gleichungen  4)  vollständig 
und  zugleicb  genügen,  kann  auf  folgende  Art  leicht  gezeigt  werden. 

Bs  ist  nimtieh,  wie  man  aogleieh  fibersieht: 
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also: 

ifr  r..  A,(L«^^i^f«^^iv^)-i^(/>^^^Ali^lt-^iy^,) 

_      (L^    M'^  -f  iV«)  -  ^/(LLi  4^  MMi  j-NN,) . 
folglich,  weil  nach  1): 

ist,  und  aasserdom  die  Gruase 
nicht  verschwindet: 

alao: 

—  ;»/A  >  LF  =0, 

— ivr  f.wz  =0, 

welche*  die  drei  m  erf&lleoden  Gleichungen  4)  aind. 

Aus  den  Formeln  5)  erhält  man  sogleich  die  beiden  Glei' 
cbungen : 

iLX  =0, 

so  daaa  also  der  Punkt  (XTZ)  in  der  Durchacbnittslinie  der  bei* 
deD  durch  die  Gleichungen :  , 
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charakterisirten,  durcii  den  Anfang  der  Coordinaten  gehenden 
Ebenen  liegt 

Naeh  Ö)  ist  auch: 

und  folgßch  nach  einer  bekannten  Transformation; 

ra^2«=  ^^^——-^-^^^  _  _ , 

folglich  nach  I)  aod  weil  der  Nenner  nicht  verschwindet: 

  +^  =^  L«+ilf»+Ä«^* 

Wir  wollen  nun  die  Coordinaten  X,  Y,  Z  weiter  entwickln. 
Es  ist: 

s  £Peosa*£P{xeosa—:tcoBy)  —  SPewß . £P(tfeoaf  —  xooa^ 
s  SPeo»ti.i2P*eo9«t^£Pxe(»»fy^2PtOBß.(£PgeoBf^SPtco8ß), 

=  £Pt98ß.£P(seeo9ß — ircee«)  —  •£Pc4s}r.2P(xco8a — «cosf) 

=  £Peo8ß.  {£Px  cosß^i:PycoBa)-£PcQ8Y.{£Pzco8a-  £PxQQ»y), 

=s  2Pcosy.  UPiycosy — tco8/3)  —  £Pcosa.  £P(xcofiß  —  ^cosa) 
s  £i>cosy. i£Pj/co»y-£Pxco8ß)'-£Pcosa.i£Paxosß-£P^eaaaU 

also: 

LMt -—MI^  =    {£Ptm tr.  £PtCM a  -|-  SPisoBß.  £Pteoa ß) 

—  {ZPcosa.^Pxcosy  +  £ Pcoaß .  £Pi^ coa  y) , 

MNx  — iVJfi  =    i£Pewß,  £Px  eomß  -f-      cosy .  ^Avcos/) 
-^(SPcwß,  £P^coaa  -f  ^Pcosy. £P»  cosa), 

JWi|  —  i-iV|  =    {ZPcQsy  .£Ptj cos y  +  2:P cos a .  -SPv/ cos a) 
— (£Pcosy.£A;cos|3  £Pcoaa.£/>d;cos/S); 

folglich: 
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s=     ZPcos «.  2Pz cos  «  +  HPcoa  ß .  ZPt  coßß^  ZPcosy .  ZPicoBy 

—  C^Pcos«.  £Pa:eimf-^£Pco9ß,  £PgcoBy^£PcfMf.£Pzco8y), 

as     SPeoaa,  ZP±coBa^£PcoBß.£Pascosß-^  SPtwy,  ZPsecoBy 

—  i£Pco8a.  £Pxeoaa-{-£Pcoaß .  £PyeoBai-£Pcosy.£Pxco8a), 

SS    ZPeoaa,  2Pg€Ma-^£Pca9ß.  £Pgco9ßi'£Peonf.£i*!feoay 
'^(SPeoMa.Sl^toaß'^£iPeomß.£Pjfeoaß-^£p€a9y,£Ptß09ß). 

Setzt  maD  nun  der  Kürze  fvegen: 

9) 

M'=£Pco6a.  ZPxcoaa-^£Pcosß.  ZPxcoaß-^ZPcoBy.ZPxcoBy, 
y= 2Pcoa«.  £P^  ewa'^£Pt9nß.£P^co8ß'^£Peo»f.  £Pyeoaf, 
S'z=i£Pco8a,£Pxeo»u  -f  SPcosß,  £Px  co8/3-|-£Pco8y.  ZAcoty 

10) 

A' =  -2?P  cos  « .  2^P:f  C08  a -f- cos  |3 .  ^Pycos  et  +  ^Pcos  y .  2lf*zcosa, 
feroer: 


i  = 

II)  i  v  = 


5' 


nod: 


13)  i  B 


B' 


 C'  


90  iat: 
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1^   iVZi-LiV,  =r-ß', 

oad: 

U)   .  .  j  r^i^^B. 

Bs  ist: 

/<> -I- if * + A>  =       cos  «)>  4- (^/'cos 4  (^Pcos 

=  (i»oeo««^> + Pi  eosf%  +  P,  oosci^ + P,  cos4%  +  .^)» 
•f  (PoOMA>-|-Pieos/},  +P«co8/3a  +  P3Cosft +  ....)« 
•f  (Po^os  yo  +  Pi  cos  yi  +  Pacosy»  +  Ps  cosya  +  -)* 

SS  Po«  (cos  «0*  -I-  COS  /3o^ + COS  yo«) 
+  Pi«  (cos  «,«  +  cos  i5i«+ cosyt«) 
+  Pa«(coso.«4.6os^«-f  ooeys^ 
+ Ps*(eos«^*-|-cos/^*-|-  cosyg^ 

,  n.  8.  w. 

+2PoPi(cosin,eo««%  +cos/JoC08iSi  +co8yoC08yi) 
+2PoPi(cos«^CSSi^  +  c08/?oCos/32  +  cosy^cosya) 
+  ^PqP«  (cos  oq  cos  «3  +  cos  /So  COS  /?a  +  cos  y©  cosyg) 

u.  s.  w. 

+2PiP2(cos  «1  cos  +  COS  ßy  COS  |?a  -f-  cos  yi  cosya) 
+2Pi  P,  (cos    cos  «3  +  cos  /Si  cos^  +  cos  yi  cosy^ 

u.  s.  w. 

-I- 2PsPa  (cossiicosfl^ -f  cos^cos^ -I- OMfsCosi^) 

u»  s.  w. 

also  io  bekannter  Bezeicbüuog: 

16)  i^j^m^^m 

=    Po«+Pi*  +  Pa«+P8*  +  .... 

+  2PoPi  cos  (PoPi)  +  2PoPa  cos  (P0P2)  +  2PoP,  cos(PoP,)  + 

+  2PiP.cos(P,Pj) + 2PiP,  co«(PiP,)  + .... 

+2P,P,cos(PaP,)  +  .... 

Femsr  ist  naeb  9): 
XheUXLnL  m 
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+  (Pü  cos  /So + ^1  CO»  A  +  A  cos  jSj  +  Ps  cos  /Js  + 

XCPoa^o^ofyo-f*!*!«»«»  +Pa«iCOsyt+ Pi^^  cos  y» +....). 
aiM»  wie  man  leidit  findet: 

W  =    Po%  (cos  «o*  +  cos  /?o*+ cos  yo») 
+  Pi*«i  (coe«|*+coe/3i*+ cosy^*) 

+  Pe^(eoeei«+ce»/V"l'«>"f!i*) 

+  P»^X8(co8<i«,«+cosft«-f  cosy»«) 

'¥PoP\{?h-¥sßdi!OM^^^i'^^ßo^§%  -t-coffocoen) 
-f-  ''o^tC^  4*4^  (ooe<^coe<%  <f  tMß^wmß^  MfotMf^ 

+  PoP«(aro+^i)(co««oCosös  +  co»i'o«o«Ä  +  cosyoCo»y») 

•f  PiPt(%  -l-«^(eMi^eMa^-|'CeeAcoe/St-l-eMn 

+  PiPi(ari+ar»)(epe«,eo8flh+««eft«e»&+ceencoeft) 

•f  PtPs  to-l-^CcosotCO««^  -I-  co8/3e  cos|3g  cosy^co«!^ 

Q*  8.  W« 
«•  S.  W« 

deo,  sogleidi  mit  gehöriger  Vertauscbang  der  Zetchens 

10) 

+PoPi  (afo+«i)eo8(PoPi)+Po/'»(^o+^a)  co8(PoPt) 

+PoPs(a^-fa^€08(PoPsH. 

+  Pi  Pi  (^1  +  ara)  cos  (Pi  IV) 

+P,  P8(a:,  +  j:,)cos(Pi  Pj,H. 

+PtP,(aii+a^08(P,Pa)+. 
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+  ''o^i  (yo + yi)  CO«  (^0^1 ) + P^P^  (yo  +  y. )  co«  (Po^) 

+^o''8(yo+y8)co8(Po^i)+.... 

+^ti*i(yi+yt)«»»(''i^t) 

U.  8.  W. 

+  PoPi  (^0  +  *i)  cos  (Po/^i)  +  PoP%     +  *.)  cos  (PoP.) 

+  Po^8(to+^s)c08(PoP,)+... 

+  /'i/'i(m  +  ^«)co8(PiP^ 

H-P|Ps(>i4^)e(M<PiP8H-«-* 

+  P,P,(2i+2,)C08(P,P,)+.... 
U.  8.  W. 

Die  GrOmn 

und  3FM)',9',  also  nach  11)  auch  die  Grussen  X,  9»  bängeo 
▼OD  deo  Winkeln 

Ai*  ibt      fc*  lks      i^»  1%; 

nSmlich  von  der  Lage  der  Ricbtangslinien  der  Kräfte  im  Räume 
an  eich,  gar  niebt  ab,  eondem  bloee  von  den  Krißeo»  den  Coor* 
diBaten  Ihrer  AngriflepiiDkte  nnd  der  gegeneeiligen  Lage  ihier 
Riehtmigafinien.  Wir  wollen  X,  $  ale  die  Coordmaten  ebtes 
Panfctce  im  Räume  betrachten,  und  nun  annSehst  dessen 

Entfernung  Ton  der  Ricbtungslinie  der  Resultireoden  der  gegehe» 
Ben  Kräfito»  wetefae  dureh  J7  beseiehnet  werden  mag,  bestimnieii. 

Well  naeh  dem  Obigen  {XYZ)  ehi  IHnkt  b  der  Biehtnag«> 
Unle  der  Reeoltlrenden  Ist.  ao  ist  oaeh  einer  heicanntaii  Formel*): 

IZ«sa  (ir-J[)»+(»-F)«+(5-Ä)« 

— { (iE— JC) cos 9  +  (P  -  F)  cos ^  +  (5— Z) cos x) 

* 

.felgltdi«  weil  naeh  14)  t 

•)  M.    mXXOT.  &  t«B.  Nr,  85). 
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Jf-Ji:=ac  — (3:  — A)=:  A, 

i«t: 

» 

also  nach  3): 

n»sssA»+B»  +  C»  J^M^-i^JS^* 

mad  folglich  nach  12): 

alio: 

17) 

^=  • 

oder  nach  einer  bekannten  Verwandlung: 

*  (X^+ill*VA*)V'rH^»  +  A^^ 

Nadi  10)  ist: 

£A'-i-JlfB'H-iVC 

=  L  {LSPxetm  a  -f  MZPycos  er-f  NSPteomu) 

+  M(LSPxcosß-\-Mi:Pyco8ß-\-N£Pzcosß) 
+  iV  (JLZPx  cos  y  +  cosy  +  iV2:/>z  cos  y) 

a  £(£^#%Bceea"|'if<Sl^eoe/S4iV2i'd;eeey) 
•f  JV  (X£i^e(Mi0+ JT^I^eoe^-f  iV^l^eosy) 
-I-  WiLZPitMu-^MZPxQMß-^NSPt^Mf), 

•ko  nach  9): 

19).  .  .  .  IrA'-fifB'-l'iVC'sJUr+ilfy'-l-MBf'» 

und  daher  nach  17): 

20) 

(La+ilf«+A*)V^2?+lP+iVa 
Wenn  man  den  Punkt  (SPS)  als  Anfimg  eines  neneo,  dem 
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primitiven  Coordinatensysteroe  parallelen  Coordinatensystems  an- 
nimmt,  und  die  Coordioaten  des  in  der  RichtuDgslinie  der  ResuN 
tirendeii  Hegenden  Punktes  (XYZ)  in  diesem  neaeo  Systeme  durch 
.  JP,  beieicbnet;  so  ist  nach  der  Leb»       dbr  Verw«Bd- 

hmg  der  CoordiDaten: 

also,  weil  nach  14)  t 

-X=:«— A,  F=:p  — B,  Z=S— C 

ist: 

21)  .  .  .  .  Ä'=  — A.  F'=5-B,  Z's-C. 

Nber  sind  —  A«  —  C  die  Coordinaten  eines  In  der  RIeli* 
tmigsllnle  der  Resnitfarenden  liegenden  Punktes  in  Besag  nnf  ein 
dnnh  den  Punkt  (J^S)  gokgtos«  dem  pilmilhen  Systeme  paral- 
leles Coordinatensystem. 

Wenn  man  der  Kfirze  wegen : 

22)  Slk^LeMOkirMetMßk-k-^cMfk 

mM,  so  ist  naeb  9),  wie  amn  sogleich  flberrfebt: 

23) 

r  =  Po^o-^Pi^yi  +P%^-^Ps^-¥  

also: 

24)   •  .  .  Jf^+y^  +  S'* 

»PoW+yo'+V)ßoHPi*(«i«+yi*+ii«)Äi*fP2W4i^t'^+VW 

4- SPo'*!  (-^0^1  +  yo^l  +        ) -ßo  «^1 

+  2PoPa  (^0^8  +^(.2/3  +  ^h)  ^q^m 

U.  8.  W. 

'f2PtP,(j:|d^-hyi9k-l-«i<t) 
a.  s.  w. 

4-2PftPs(«M*l-3Wte  +  VI)  Äs^^i 
v.  s.  w«, 

v.  s.  w., 

wo 


% 
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Aftss  (Po^ <^'t' cos «1  -f  /'icos  a%-\-P% cos -f »..) cosat 

4.  yo  +  P|  cos  yi  +  P%  cos    + P,  cos  y, + ....)  cos  y», 

•Im: 

.  S5) 

ilft«PoC08(Pon)4-Pl  €08(P|ft)+P,C0S(P.PA)+P,C08(Pgft)+-  . 

ist,  und  nicht  übersehen  werden  darf,  dass  in  dieser  Reihe  oatOrlich 
auch  das  Glied  FkCO&{PkPid  vorkommt;  übrigens  Icaon  man  auch 
schreibeo : 

26) 

Afe  s=  A+PoC08(Poft)  +  P\  co»^!     +....+  iV.tco«(IValV 

+  P*+i  cos  (Pa+1  Pa)  +  Pik+i  cos  (Pi+a  P*)  + 

oder: 

27) 

Aft  s  Pft -I-  Po00s(PoP*)  -k  Pi €M(Pi Pa)  -I-     -I- Pi^cos(P^/^) 
H-  i^ico8(IM^i)+P*fftc<M(I^A^-l-...., 

was  aber  nicbt  so  einfach  wie  die  eistere  Scbfeibireise  ia  25)  ist. 
Aas  10)  erhilt  auui  femer  sehr  leidit: 

38).  .  A'«+B'«  +  C'« 

=  L«{  Po«aro»+  Pi«:ri*+  P«W+ Pa*V  +  ) 
+2PoPiaroa?iC08(PoPi)+2PoPta:aa:icos(PoP,)+...  f 

-|-2PiP,d^a;^cos(P|Pa)-|-.».  i 
n.  8.  w.  ) 

+jr«iPoV  +  A'yi*+''iVt»+''As*+-  1 

+2PoPiyoyi co8(PoPi)+2PoPtyay«cos(PoP,)+....  f 

+2PiPty,yaCos(P|Pg)+....  i 
tt.  s.  w.  I 

+  iV*tPo«%«  +Pi««i*+Pa*«i*+Ps«H*+"-  ) 
-|-3PoPtiiA6M(Po'%)-l-3PoPai<AC<Mi(^o^t)-l'*-  f 

43PtPai|ikcoe(PiPa)<|-.-*  I 
n.  «.  w.  ) 

9 
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a.  w. 

tt«  8«  W« 

Wenn  die  Kräfte  elmmtUch  nnter  einander  parallel  sind»  ae 
kann  man 

SSS  «l  =  «2  =  C3  =  ....  =  o, 

ft»  =  Ä  =  /3a  =     =  ....  =  |J, 

yo  =  ri  =  r«  =  ys  =    «=  y 

■etaeo»  md  ea  lat  alao  in  dieaem  Falle: 

l^sseoatfJSP,  MsstwßZP,  N^cöByJSP; 
A' SSSCÖ8 « cos  aüP.  ZPx  +  cos  a cos  ßZP .ZPy-\^  cos  acosyS P.SPt, 
B'=:co8/}cosa2;P.  SPüP+coBßcosßZP.  £ Py^ cos ßcosy 2 P.SPx, 
C  scoay  coBctJSP.  ^Psp-l-coaycoa/SJ&P.  2;/^-|-GoayooayZP..£Pi; 

lelglich»  wie  naii  aoglelch  llberaieht: 

A'iüf- B'L=:0.    B'iV— C'.V  =  0,    C'i-A'iV  =  0; 

daher  nach  18)  in  diesem  Falle  17=0,  vforaus  sich  ergiebt,  dass 
In  dieaem  Falle  der  Punkt  (XJ^S)  in  <)er  Richtungslinie  der  Re. 
anltirenden  liegt,  nnd  zwar  gana  unabhängig  ven  beaendoren 
Wertben  der  Winkel  a,  ß,  y, 

Nach  9)  lat  in  dieaem  Falle: 

r=(eeal^-^ee0/l>•|•cosy•)2P.2Ar  SS  i?P.2Pir, 
|^=5(eoBi^-|-ooa/3*-f  cosy«)2P.2/^  ss  £P.£Py, 
S'=(cosa*  +  co8|3*+cosy>)JSP.£A  ss  £P.£Pz; 

und  weil  nun  ausserdem 

I^-k-JM^^JN*  8  <ooa«>-l-cea/^-|-€oa^)(JS#^  »  (£P)* 

iat.  90  iat  naeb  11): 
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woraus  sich  ergiebt,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  der  Punkt 
(^S)  der  unter  dem  Namen  des  Mittelpunkts  oder  Cen- 
trams  der  parallelen  Kräfte  bekannte  Punkt  ist 

Diese  Betrachtungen  noch  weiter  auszuführen,  liegt  jetit 
niebt  in  uiMrer  Absiebt 


XTIII. 

Ueber  einige  Formeln  zur  annähernden  Berechnung 
der  körperlichen  Räame,  mit  besonderer  Rücksicht 
aof  die  Aichong  der  Schiffe. 

Von 

dem  Heraosgeber. 


In  dem  trefflichen  und  berOhmten  Werke:  Trait^  da  Na- 
vire.  Paris.  1746.  40.  Li  vre  II.  Section  I.  Chap.  VI.  p.  240. 
hat  Bouguer  bei  der  Berechnung  des  Kürperraums  des  Schiffs 
oder  der  ScbiffiB*Aiche  das  Schiff  als  ein  Eliipsoid  oder  vielmehr 
fiberhaupt  als  einen  Kdrper  betrachtet,  bei  welchem  die  Flilchea«. 
rSnme  der  auf  einer  gewissen  Aze  senkrecht  stehenden  Qneer- 
sebnitte»  wenn  x  im  Allgemeinefi  die  Entfernnng  eines  beliebigen 
'Qneersehnitts  von  einem  gewissen  Anfangspnnkte  In  der  Aze  be- 
zeichnet, durch  einen  Ausdruck  Ton  der  allgemeinen  Form 
Aq  {- Aix'^  dargestellt  werden.  Die  von  Bouguer  ohne  eigent- 
lichen Beweiii  gegebene  Formel  wollen  wir  jetst  xanScimt  in  der 
Kürze  entwickeln. 

Die  beiden  den  zu  berechnenden  Kurper,  dessen  Inhalt  V 
sein  mag,  begränzenden  Queerschnitte  seien  Fq  und  i^i,  und  ihre 
Entfernungen  von  dem  Anfangspunkte  seien  /J)  und  /*j ,  indem  wir  zu- 
gleich /o  kleiner  als  ^  annehmen.  Weil  nun  der  Flacheninhcdt  eines 
Queerschnitts  nach  der  Voraussetzung  überhaupt  Aq-^-Aix'^  i&i,  so  ist 

1)  y^f^'  (iio+ili«»)aaf. 
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alflo,  wie  man  sogleich  übersieht: 

wo  es  rniD  aof  die  Kenntniss  der  CoefGcienten  Aq  und  Af  an- 
komint,  welche  man  sich  in  der  Praxis  nur  dareh  die  MeRsang 
zweier  Queerscbnitte,  etwa  der  beiden  den  zu  roessenden  Körper 
begränzenden  Queerschnitte  Fq  und  /*],  verschaffen  kann.  Da 
wir  nämlich  nach  der  Voraussetzung  die  beiden  Gleichungen; 

habee,  ee  erhalten  wir  leicht: 

und  folglich  nach  2): 

3).  .  .  1^=  ■  ^^^^ /o»"^  ""^^^  *  •/jsL^;:^^»'"'^«*^' 

oder,  wenn  man  mit  /i~/o  dividirt: 

3(/o  +  /i) 
uad  relglieb  each  leichter  Reehnmig: 

oder: 

welches  die  ^0«  Bougaer  a.  a.  O.  p.  247.  gegebene  Formel  ist, 
wenn  man  für  die  hier  gebrauchten  Zeichen  F,),  Fj;  ^,  /| 
respective  die  ¥on  Boagaer  gebrauchten  Symbole  A,  e,  f 
setzt. 

ßougner  sagt  p.  248.  7on  seiner  Formel:  tronvai  dana 
la  Gabare  la  Mariane,  qae  l'etenduö  A  de  la  conpe  snp^rieore 
etoit  de  265  pieds  22  pouces  quarr^s,  que  celle  de  la  coupe  in- 
färieure  ß  ötoit  de  229  pieds  95  pouces  quarres,  et  que  les  quan- 
tit^s  e  ei  f  ^toient  de  1  pied  6  pouces  et  de  3  pieds  4  pouces. 
En  appliquant  la  iurntule  a  ces  quantit^s,  \\  me  vint  457  pieds 
1196  pouces  cubiques;  ce  qui  ne  differe  presque  pas  de  la  vraye 
eoliditö  457  pieds  1725  pouces  cubiques  que  j'obtins,  en  parta- 
geant  en  60  priamee  la  partie  de  In  cardne  qol  feieoit  la  diffd» 
renee  des  deus  eofoneemena.*'  waa  allerdings  eine  sehr  grosse, 
von  der  Formel  gewährt«  Genaaigfceit  lat 
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Für  /o  =  0  werden  die  Formeln  5)  oder  6): 

7)  F«i(2Fo+Ft)/i, 

welche  sehr  eiefadi  iet 

Dass  das  Ellipsoid  in  die  Klasse  der  vorher  betrachteten 
KSrper  gehurt,  ist  leicht  zu  zeigen.  Die  Gleichoog  des  allge* 
meineo  dreiudgeo  ElUpsoids  ist  nämlich: 


und  nehmen  wir  nun  die  Queerschnitte  senkrecht  auf  der  Ax6 
der  X,  Ihn  Entfernangen  wf  dieser  Axe  Tom  Bltttelpuokte  des 
Elli|Moids  an,  so  ist,  weil 

©'+(ö='-e)'=^'- 

also: 

Ist^  dies  die  GleiclMing  eines  Qneersebnitls»  dessen  Entfenmng 
vom  mittelpnnkte  des  Bllipsoids  s  ist  Dieser  QnesfsdiBitt  ist 
fetglidi  eine  Ellipse  mit  den  Hslbazen 


— ; — 

und  sein  bhalt  ist  also: 

 3  «  =  e6»— ^j», 

woffans  das  Behaaptete  folgt»  weil  man  ja  in  Obigen 

Aq  ä  069,  Ai  =5  — 
nnd  X  für  «  setzen  kann. 

§.  2. 

Die  Fonnel  ?on  Bongnet  iiat  naeb  meiner  Meinung  den 
Fehler»  dass  man  die  Abstinde  fo,  fi  der  Qneefscbnitle  Fo*  F| 
vom  Anfangspunkte»  nnd  also  diesen  Anfangspenkt  selbst 
oder  aacb  willkfirlldieii  Vetanssetamtgen 
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man  die  AbstSnde  /"o*  fi  messen  will.  Den  Anfangspankt  wird 
man  aber  in  der  Praxis  eigentlich  niemals  tcennen,  und  wird  da- 
her immer  zu  gewiss  oft  sehr  willkährlicben  VonmsseUongen 
MiM  Zvfliwilt  BohnMB  BiMeBf  wobei  nan  nkit  tttweheo 
iMt»  dus  die  Feimel 

diese  dem  Obigen  zu  Grunde  liegende  Form  keineswegs  behSlt, 
wenn  man  den  Anfangspunkt  findert,  weil  ja»  weno  man  (Qx  x 
etwa  überhaopt  a-^-x  setzt«  . 

Fex  4f|-4t(a-t«)*»  4D+i4ia*-|-3il|«r-|-4i«* 
wird,  abo  die  Foim 

Fz^A-k'A^x^jra^ 

amiinrat,  wo  mni  das  sweite  Glied  noch  hinzugetreten  ist. 

Diesem  Uebelstande  kann  man  nar  dadurch  abhelfen,  dass 
man  ausser  den  in  den  Entfernungen  f^y  fi  gemessenen  Queer- 
schnitten  t\,  noch  einen  dritten  Queerschnitt  in  der  Ent- 
fernung /s  misst,  weil  man  dann  die  Entfernungen  /ö,  fi,  nicht 
selbst,  eondem  nur  deien  Differenaen  an  Icennen,  oder  nor  die 
AbetSnde  der  drei  Qoeeraelinitte  von  and  nnter  einaader  an  aMa- 
aen  braacM,  waa  aatflrlich  immer  mit  der  grOaaten  Geaanigkeit 
geechehen  Üaan  nad  nie  der  geringsten  SehwIer^iMt  vaterliegt 
Weno  auch  dadurch  Messung  nad  Rechnung  weitllafiger  werden« 
ao  wird  doch  auf  diesem  Wege  gewiss  eine  grössere  Genauigkeit 
erreicht,  und  ich  will  daher  mit  Rücksicht  hierauf  jetzt  eine  For« 
mei  ffir  dea  Inhalt  V  dea  an  berechnenden  Körpern  entwickela. 

Za  dem  Bade  haben  wir  nnter  dea  geanehten  VeranaaelanageB 
die  Gleichvagen; 

IFo=:i#o  +  ^i/o«, 

und  Oetzen  der  Kürze  wegen; 

3)  I  fi-rt  =  io. 

WO  i^»  ii»  4  ala  bekannte  GrSaaea  an  betrachtea  alad,  nad  die 
Glelebnng: 


180  G runer t:  üeöer  einige  Formet»  %ur  annähernden  Bereekmng 

3)  <o  +  «i+i«  =  0 

Statt  findet 

Wir  bcaerken  snent,  Am  sieh  die  CUekbmg  5)  oder  6)  in 
{.  1.  aoch  «nf  folgende  Art  ansdrtlclcen  iSeett 

also  offenbar  anf  folgende  Arft 

4)  .  .  .  F«5.^^^Fo(^+2/,)  +  F^(/i  +  2^)|. 

Aus  den  Gleichungen  1)  erhält  man  durch  Elimination  von 
Jo>  vrenn  man  nämlich  diese  drei  Gleichaogeo  nach  der 
Reibe  mit 

A*-Ai*, 

moKipllelit»  and  dann  an  einander  addlrt; 

*o(A  Wa«)  +  Wa* -/o*)  +  =  0, 

also: 

i^o(/i-A)(A+A)  1 
and  folglich  naeh  2): 

5)  . .  .n^o(A+/i)+/^l^l(^+^)+Fl^(/^,+/i)=ol 

oder: 

6)  ^.(Fih  +F,i^/o + {F^k  +  FoQA  +(^o4» + JPA)f%  =  0. 
oder: 

7) 

Aas  der  Gleichung  6)  ond  den  Gleichungen  2)  erhält  man 
die  Gleichnngen: 

(F,4+F,^/o+(F,^+Foy  (/o-^+(Fo<o+F,tt)(^^-H)  =  O/ 

(F,t,  +Fai.)  (/i-t,)  +  (F.^+  Foi^  (^•+io)+(n^»+^i»i)/a  =  0; 
ana  denen  aicb  leicht: 
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8  (Fo^  +  Ftii  +  /ö  =  -  (^ot'o  +  ^1  k)  h  +  (FtH  +  f'oio)  k* 
«(FcÄ + Fti^  +  FMfn  =  -  + (i^o<» + FMI^ 

nfoio  -^^\h  +  JP'»^»)  A  =  -  (^«'«  +  *Vo)    +  (fiH  +  F,ta)ii ; 

also,  wenn  man  wegeo  der  Gleicbong  3}  io  dieeeo  drei  Gleichangen 
nach  der  Reihe 

^»-^-•V  4--^-^-  4»-<i>-^ 

seilt: 

2  (FA  +  Fjti  +  =  (i^a~     ^0*  +  (^i -^i)«!^^ 

felglieb:  • 

2(Fo<r¥FsrFis5  ' 

U  =  -'2(FoV»  +  FiH  +  FM  • 

(Fo-F,)(«o»-fi>»-t,«) 
/o+A-    2(Foio  +  Fin+/''«t4)  • 

A+fa-    2(FcÄ»  +  i^ih  +  ^e4) 

(F,~Fo)(^,'-H^  +  i,') 


and  hienos: 


9)  .  . 


ei^iebt 

Nach  2)  und  9)  ist: 

Femer  ist  nach  8)  und  9): 

/o+2A  =  2(Fot+TS+F,ii) 

^^Of  -  (Fn-F.Xio'-f  2^\^- V)  +  (F.  -  Fo)ia\ 
/i +-^0  ^(Foii»+Fiii+ Fa) 
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und  folglich«  wie  man  leicht  findet: 

oder: 

1?>  i^o(Ä+SÄ)+^i(Ä+2!re) 

Nach  4),  10),  13)  ist  also:  ^  ^ 

14) 

H  (2J"o+fi)^,»-KFo-t-2F>)^«--(Fo+F,4-F^i,« 

•^--f  

Nun  ist  aber  nach  3): 

(2Fo + Fi)io«  +  (Fo +2F0  h«-  (F„  +  F^  +  F^  i,« 
es  (2Fo+Fj)v,«+(Fo+2F|)H«-(Fo+Fi  +  F^(i;,+H)» 

also;  « 

16) 

3    •  2^ 

oder: 

16) 

F=-5(5+^)uFo-F^<»«-2(Fo+F,+F^^+(Fi-F^H*|, 
oder  ancht 

17) 

F  =  (^+iü{^^^±^*-5ß(Fo-F^^^^  , 

Wir  wollen  jetzt  den  Queerschnitt  zwischen  den  beiden 
Qaeerscbnitteo  Fo  und  Fj  annehmen;  so  ist»  t^eil  nach  der  Vor* 
aossetaong 
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fo<fi 

iat*  ancb 

-     /o</..  U<fl^ 

und  bezeicboen  wir  nun  die  positiir  oder  absolut  genommenen 
Abstände  des  mittleren  Queerscbnitts  von  den  beiden  äusseren 
Fq  und  F,  respective  durch  Jq  »nd  «/|,  so  ist  offenbar  in  vOUiger 
AUgemeinbeit: 

nach  2): 

^  aas       4  =  «'a 
18) 

•ioe  FohmI,  wdcbe  gaai  mgoiiidcrt  Uolbt,  wena  naa  F«« 
md  demsiifolgtt  andi  /o*  «^i  eimoder  vtnr«ehMlt»  so  dia» 
M  alao  bei  dieser  Formel  nicbt  mehr  notbwendig  bt  antonebmeii^ 
dafSTon  den  beiden  Qaeerscbnitten  Fq,  F^  der  erstere  der  Iclei- 
neren  Entfernung  vom  Anfangspunkte  entspreche,  weshalb  aieh 
also  die  obige  Formel  unter  den  vorher  gemachten  Votanaaelmgan 
gans  allgenein  anwenden  iSast 

F8r  /o  ^  ninlidi  der  nSUlere  Qoeenebnltt  genan 

Iii  der  Mitte  zwischen  den  bdden  insseren  angenommen  wird, 
geht  die  Fermel  18),  wenn  man  zugleich  die  Entfernung  der 
beiden  Süsseren  Qneerschnitte  von  einander  durch  J  bezeichne^ 
also  J^'k'Ji  —  J  Mtz^  in  die  aligemein  bekannte  Fonael: 

HO  F«j(i^o  +  ^a+^i)  * 

«ber. 

Diese  Formel  ist  allerdings  viel  einfacher  als  die  von  mir 
entwickelte  allgemeinere  Formel  18),  von  der  die  erstere  ein  be- 
sonderer Fall  ist  Da  es  aber  in  der  Praxis  nicht  immer  mOglich 
und  bequem  aei»  wird,  gerade  den  mittleren  Queerecbnitt  zn 
neiaen»  ae  balle  leb  die  allgemeinere  Fermel  fBr  piakllBob  widi- 
lig,  bemerke  aber»  daaii  man  aieb  immer,  dem  nüttlereD  Qneer* 
edudtt  mUgiiebat  an  nibem  eoebcm  moai^  weü  dlea  bei  Uoea  an- 
nShemd  richtigen  Bestimmungen  Jedenlatta  dit  Genanlgkeit  den 
Resaltata  fiiidertteb  aein  wird. 
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fi.  3. 

Wir  wollen  Jetst  fiberhanpt 

«etseii,  vro  also  Fx  eine  beliebige  ganze  rationale  algebraische 
Function  des  jtten  Grades  von  x  bezeichnet,  der  man  verschie- 
dene Bedeutungen,  wie  Sehne  einer  Curve,  Fläche  des  Queer- 
Schnitts  eines  Körpers  u.  s.  w.  beilegen  kann,  und  wollen  uns 
nun  im  Allgemeinen  mit  der  Ermittelung  des  bestimmten  Integrals 


beschiftigeOf  wo  also  F  den  Inhalt  einer  Figur,  den  Inhalt  eines 
Körpern  u.  a.  w,  beseiehnen  kann. 

Man  erhSlt  natürlich  mittelst  der  eiofaebslen  Regein  der  In* 
tegialredmong  sogldcii  das  allgemeine  Integral: 

und  bieraue: 

I.  Wban  n  eine  gerade  Zahl  ist: 


II.  Wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist: 

Allerdings  ist  auf  diese  Weise  V  gefnnden.  Insofern  die 
Coeffidenten 


hekannt  sind,  was  aber  In  Flllen  der  Praxis  sieb  fast  nie  wird 
▼eraossetsen  lassen,  so  dass  es  -also  h  solehen  FSlIen  jederselt 
daranf  ankommen  wird,  diese  Coefiei^nten  ans. gemessenen  Wer^ 
fhen  yen  an  ermitteb,  vnd  dvreh  diese  Werflie  von  F»  das 
gesuchte  Integral  auszudrücken,  welches  bei  diesem  Gegenstände 
Jederzrit  die  Hauptaufgabe  ist,  die  wir  nun  in  einigen  Fällen,  so 
weit  es  für  die  Bedürfnisse  der  praktischen  Anwendung  hSehstflns 
erforderlich  sein  dfirftcb  sn  erledigen  suchen  wollen. 
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Für  n  =  0  und  n  =  1  ist  nach  I.  und  IL : 

und  folglicb,  weil 

Fo  =  4o  , 

ist: 

Für  Ii  SS  2  aod  n  =  3  ist  nach  I.  nnd  iL: 


Für  II  SS  2  Ut  aber: 

Fq  «  Aq, 

und  für  n  ss!3  iet: 

Fo  =  -^0» 
also  fflr  »  SS  2  und  n  =:  3: 

,F-.|+F+<=:2(/io+^«»"*); 

folglich: 

iSaP-.        g  , 

imd  daher  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet: 

F  =  ^(F-*  +  4Fo+F+0. 

eder: 

« 

F=:g(F-i  +  4Fo  +  F+<). 

^    FSr  »  —  4  nnd  ns=5  ist  nach  L  und  IL: 

F=:2«(Jo  +  i^a«"*  +  W^). 
Für  n  =  4  ist  aber : 

TkttU  XLVn.  IS 
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ä  Aq, 
abd  iBr  «  3s  5  ist: 

F^tssAo-¥Aiii^A^-k^A^t^-k^A^-^A^&; 
also  fülr  »  SS  4  und  »  s  5: 

« 

Fo  =  -^0» 
F_f +F+f  =  2(^0+^2^^+^«*)» 


alsas 


oder: 


F-,>-2Fo+F.4.,  ^  3.^^.,^5. .  ^4 , 

Man  bestimote  nun     so,  dass 
iat«  ao  erkSit  man: 

ar=V. 

und  folglich : 

3+iar  =  5+ Aaj  s  V» 
Ans  den  obigen  Gleiehangeii  efliHtt  nmi: 
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•Im: 

IbIgUcli: 

woraus  also  F  leicht  gefandm  vrerdea  kami»  Uan  erhilt  DimUch 
ohoe  alle  Schwierigkeit: 

F=|5(7F-.i+32F«ii+12io+32F+4i+7F^.  > 

oder: 

F  SS  ^  (7^-<^;32F-n+  l2Fo+32F+|i+7F+4). 
Für  n  =  6  und  n  =  7  ist  nach  V  und  II. : 

Ffir  nssO  ist  aber: 

Fo  =  ^0» 

F+ii  =  ilo+Mi<+Mti*+ Ai^iiHh'^iH  AW»+VkV4.t^ 
F+f «  4>^^i<-l-4l*-l>^<*-l-^^4^H4s<«. 

Für  n  =:  7  sind  den  drei  ersten  uod  den  drei  letzten  Formeln 
am  Ende  noch  die  Glieder: 

-Ä^,  -iWV'  4iATiirF.  -k^Wfdf?,  ^A^ 

beisnfiigeii.  Also  ist  ffir  n  sa  6  and  n  =  7: 

Fo  =  Aq, 

F-n+F+||k=2(ilo+^il.<*+»il4*MVA4sl^, 

folglich : 


188  c runer t:  Oeber  eMge  Formeln  swr  mmähemden  Bereekmmg 
oder: 

Nun  bestimme  man      ^  so,  dass 

ist.  Durch  Sabtraction  erbllt  man  leicht: 

also: 

14a:+ll3^  =  81, 
136ar-|-10y  =  729. 
Darch  AnfUhraog  dieser  GleiehoDgeD  erhStt  man: 

«  =  Vi%  y  =  « 

und  folgUcb: 

Ans  den  obigeo  Gleichungen  erhält  man: 
 ^  -  a?+  «I  y 

also: 

F-<~2Fo.f Ff,  .        F-y~2Fo+F.n.  F^n-2Fo4^F4.y 

 _-S  ^  \f  ,   ^  |-| j  « 

und  folglich: 
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»1  *'oi  2  ; — *"  "  •  2 

«ronni  aum  leicht  erhfilts 

-|-SldF4.|i-f4IFff 
oder:  . 

+216F+|i+41F+(  I 
FOr  »  =  8  ood  »  =  9  ist  nach  1.  und  IL : 

Ffir»  =  8  ist  aber: 

F-ii=4»~Mi«*+a)*^»"*-a)'^8»*H(i)«ii4»^-(i^^^^ 
F-.,i=s  iio-Mi<+G)»j,^--a)*4.i"+(s)*^4<*--aJ*^.<*+(i)'^»* 

F+V  =  Jo  +  Mli+(öM^+(4)»4,»?+tt>»il4**+(i)»^5^+(i)«i^4<» 

F+|i=  ^o+i-4ii+(i)*^»iH(l)M,tHa)*^4^Hn)M5«»  + 

F+H  s  i<o+WiH(l)«i<i<"+a)'^t<»+  (l)*i<4**+(l)»^5i*+(S)«4,i» 

Für  n  =  9  sind  den  vier  ersten  uod  den  vier  letzten  Fornielo 
am  Ende  noch  die  Glledeff: 
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-iM*,  -(f)»4»<».  -(«•iM»; 

IwisafBgai.  Also  ist  für  n  s  8  oiid  »  =  9 

^0  —  -41»» 

=  2(4o+(l)*^»'+(i)*i<4»*+(i)«4i<«+(l)»4ii^. 
=  2(ilo  +  (l)»^.»'*^ 
F-ii+F+ii  =  2(4o  +(ö'^^a»«+(i)*^4»Ha)"4ii«+(i)%<>); 

md  IbIgUcb,  wenn  man  wie  froher  immer  auch  Jetst  1^  AEr  ii. 
seist: 

T 

3.(|)«.iJ^+6.(|)«,i44<*+7.(|)*.*4e<«+  9.(|)«.Ma»«. 

2 

-3.(i)«.i4sl»+5.(^4iW*+7.(J)«.f4,<«+9,a)M4|l» 

Nee  bestimme  man  x,  y,  z  so,  dass: 

3+3.(f)«ar-|-3.(|)V+3.(i)«. 
=  S+ö.(t)**+».(f)^+5.(i)«f 

«Ö+9.a)*«+9.»)^+9,(4)%  , 
ist.  Zueift  erhSit  man  sogleich: 

2=  {3.a)«~5.({)4|» 

+  {3.a)*-5.(|)*}y 

+  i3.(i)«-ö.(4)*|t; 

2=  t6.(|)*-7.(|)«|* 
+  t5,(|)*-.7.(f)«|y 
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.8=  «7.(|)«-9.(|)«}j: 
+  |7.(|)«-9.(|)«}y 
+  «7.(i)«-.9.(4)»|2; 

oder«  wtmm  umw  die  aste,  sweito«  drifte  Gleiekviig  rospaeliTe 
mit  4«,  4^  4«  nmlllpUcirt: 

2.44=  (3. 3«.4«— 5.34)0: 
+  (3.2».4«-5.2*)y 
+  (3.1*.4»-ö.l*}«, 

3.4«  SS  (5.3«.49-.7.3^jr 
-|-<5.S«.4^-7.2«>y 
+  (5.1*.4^— 7.1«)«, 

2.4»=  (7.3«.4*— 9.3«):r 
+  (7.2«.4«— 9.28)y 

+  (7.l«.4»— 9,1«)«; 

alio  nach  gehSflger  Doinerisdber  Entwldcelnog: 

27a:  +  112y+  43t  =  512, 
1377a;  +  832y-f  73z  =  8192, 
22S9&r -f  4ä64y  4. 103s  =  131073. 

Ziehen  wir  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten,  die  zweite 
Gleichung  roo  der  dritten  ab,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

27a;  +  l%  +  43zs  512 
laSOr-f  72Q!y|-30r=  7560 
S13»iv + 403^-|- 30i  SS  122880 

37«   112^  4- 43s  =s  512 
45a;H-  3B6 
3537a;  +  672y+  5»  =  20480. 

Uisrant  ergebeD  sieb  die  folgenden  Gleiebungen: 

Vmx  +  1032y  +  43z  =  11008 
27a; -I-  llS^-f43z=  512 

und: 

3ö37a;  +  67%  +  5z  =  20480 
22&r  4- läQly -f  5s  s  1280 

also: 
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oder: 


3312f  4-<fö^  = 

19200 

477:r  +  230y  = 

2624 

la&K-i-  23y  = 

800 

138Q:r+230y  =: 

8000 

2624 

folglich: 
daber: 


90aa;s5376 
5376  266 

"OTT  15"' 


Weil  Don  ferner  oaeli  dem  Obigen: 

—  800  -  l^x 
23 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

_  928 
y-:-  — 989* 

Endlich  ist  nach  dem  Obigen: 

zs266— 4&r-24y 

ood  folglicbi  wie  man  leicht  findet: 

_  10496 
989  • 

Daher  haben  wir  jetzt  die  folgenden  Werthe: 

928  10406 


und  es  ist  nun,  wie  man  leicht  findet: 

3+3. a)«a:+3. (1)2^+3. (i)«x  j 
=  5+5.(|)*a:  +  5.(!)*y+5.a)42    /  14175 
=  7+7.(|)««+7.(})<^+7.(i)«a:  l   "  989* 

s=94».a)»«+».(i)*j^+».a)»*  ; 

Gans  auf  dhnliche  Art  wie  frOher  erhalten  wir  jetat: 
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3 

.  286  F-ii-2Fo+i^+t< 

928  F-|..-2Fo-f-F.f}i 

10496  F,ii -2Fo4-F.fi, 
+  989   r 

aod  folglieh: 

14175 
980 

.  F.f~2FoH^F+, 
+  3 

.  256  F,ü-2Fo4^F^.H 
+  43*  2 

928  F-.w«-2Fo-|-F+|i 
''S®'  2 

+  "rar — ^~2 

_  14175  V 
~  989  •2i' 

woraua  man  leicht  erhält: 

989F-.«+«888F-|i-998F-.|i+iai96F-.|i-.4»40Fo 

+10496F+|<-92ttF+|«+58b8F+|i+989F+i 
oder: 

F=:  989F-<-i-Ö888F-,<-928F-|i+10496F-4i~4540Fo  ) 

+ia496F+ji-928F+f*+Ö888F+|i+9e9jP+«  ) 

Die  im  Vorhergebettden  entwickelteD  Formeln,  welche  nach 
der  Reihe  far 
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n  =  0  md.fiss  1, 

»  =  2  „    n  =  3, 

n  =  4  n  =  5, 

ji  =:  6  „    n  =  7, 

n  =  8  „   n  =  9 

gelten,  nind  für  die  Bedürfnisse  der  Praxis  unzweifelhaft  weit 
mehr  als  genügend,  und  es  würde  daher  in  Bezug  auf  den 
nächsten  Zweck  dieser  Abhandlung  ganz  unnütz  sein,  die  obigen 
Rechnungen  noch  weiter  fortzufiihren.  Ueberhaupt  wird  man  nicht 
Obersehen,  dass  dieser  Aufsatz  vorzugsweise  nur  einen  prakti^ 
sehen  Zweck  hat  und  ßir  Praktiker  b««timint  ist;  Weiteres 
s.  m.  s.  B.  ThI.  XIV.  Nr.  XX.-Tbl.  XX.  Mr.  XXllI. 


Die  Pothenot'sche  Aufgabe  auf  der  Kugel, 
dem  Heraaageber. 

Schon  im  Archiv  ThI.  VII.  S.  104.  habe  ich,  jedoch  nur  ganz 
in  der  Kürze,  eine  Lösung  des  Potbenot'scben  Problems  auf 
der  Kagel  gegeben«  welcbe  ieb  jetst  in  diesem  Aofsafze  weiter 
aneftthren  will,  weil  leb  in  einer  mir  ▼er  Kvrsem  zugegangenes 
Schrift  «,eine  TelletSndllge  LOsnog  des  sogenannten  Pothenot'- 
nchen  PtaUems  aaf  der  Kngelfllefae^  bei  einer  gewissen  Gelegen* 
heit  oder  för  einen  gewissen  Zweck  als  Anfgabe  gestellt  fiwd; 
vielleicht  wird  die  von  mir  im  Folgenden  entwickelte  Losung 
geeignet  sein,  das  genannte  Problem  in  gewisser  Weise  sam 
Abscblnss  sn  bringen. 

Oa  die  folgende  AnflSsnng  gans  dnreb  die  von  der  spharf» 
sehe»  Trigonometrie  dargebotenen  EbÖfinalttel  aosgefBhrt  werden 

wird  und  ausgeführt  weiden  soll»  so  wird,  was  ich  hier  ein  filr 
alte  Mal  bemerke,  angenommen,  dass  in  allen'  zur  Betrachtung 
kommenden  spfaäiiscben  Dreiecken  keine  Seite  und  kein  Winkel 
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180°  ubersteige,  oder  vielmehr  alle  Seiten  nod  alle  Winkel  klei- 
ner als  180^  seien. 

Das  auf  der  KagelflSche  gegebene  sphärische  Dreieck  wollen 
wir  durch  ABC  bezeichneo;  seine  Seiten  und  die  denselben 
gegeDüberliegenden  Winkel  werden  wie  gewöhnlich  durch  a,  b,  c 
and  A,  C  bezeichnet,  und  diese  Grüssen  sind  sämmtlich  als 
gegeben  zu  betrachten.  Der  seiner  Lage  nach  zu  bestimmende 
Punkt  auf  der  KogeUidie  sei  D,  Alle  rfickaiehtlich  der  gegen- 
•elCHcen  Lage  der  Pnokte  B,  CD  mOglicheo  Pille  sind  fai 
deDFiguTeBL,a»IIl.  aafTaf.V.  dargestellt  Sehr lelclitftBt  aber 
in  die  Aogen,  daee  oiaii  als  weeenttieb  TerscbiedeBe  Pille  bloee  die 
in  den  Figoren  L*,II.*aof  Taf.  V.  dargestellten  Fälle  zu  betrachten 
brauch^  wie  von  jetzt  an  geschehen  soll.  Die  beiden  in  dem  Paoktel> 
gemessenen  sphärischen  Winkel  BDC,  ADC  bezeichneo  wir 
respective  durch  «,  ß;  die  Bedeutung  der  fibri»en  im  Folgenden 
vorkommenden  Bezeichnungen  ist  aus  den  Figuren  11.^  von 
selbst  ersicbtUcb,  und  bedarf  einer  weiteren  £rläutenuig  hier 
Dicht. 

la  aUen  FiUee  ist: 

,  (  8ina:siD9saeina:8inj;» 
 \  8in/3:sin^selQ6:<lDy; 

ferner  ist  in  allen  Fällen: 

8>  ee»ira«^^7^"^^^"'y; 

'  ein^ainy 

luid  da  nun 


^ADß^za^ß  oder  ^ADß ^W-iu-^ß), 
eise  allgemein 

ist,  80  ist  nach  2)  allgem^: 

,  _cesc-«cosjrcoey 

3)  COS(o+p)  S— ;  s  *• 

/  vir/  amxamjf 

Beziehen  sich  aber  im  Folgenden  überall  die  oberen  Zeichen 
auf  die  in  I.*  dargestellten  Fälle,  die  unteren  Zeichen  auf  den 
in  ll^  dargestellten  Fall,  so  ist: 


9>  +  ^=  {^«.1 
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^  =  { 

viid  fblglieb: 

^*  \  om|(9<|^)  SS  ±€snB\C. 

Sebten  wir  dod  der  Kfine  wegen: 


sin«  ßin/3 

ao  ist  Dach  1): 
7)  eing»  s  AeiDd;«  ain^  s=  fisinjf; 

folglich : 

ilsina:  4"  fisin^  =  sin  qpl  sin  1^ 

Isiox^fiaiDy  =  ein  9— ein  y 

and  dther  nneh  6): 

.    isinx-i-fifiiniy  =:  28in4Ccos4(9)— 
Isind?— fiainy  =s  J:  2eo8|Csini(9 — ^); 
woraus  ferner  durch  Addition  und  Subtraction: 


wnx  SS  .  • 


8in«     —  ^ 


erhalten  wird. 

Daher  bat  man  jetzt  nach  8)  und  3)  zur  Bestimmung  voo 
^»  y»  i(9> — V)       ^f®'  folgenden  Gleichungen: 

.  BipitCJb(y-t^)} 

ein   SS  —       '   » 

ö)   i       einjfss  <  


#   .  cOßf"  —  cos  JJCO»« 

ee8(a+fl)=    *5 

zu  denen,  vm  ip,  ^  selbst  zu  bestimmen,  noch  die  Gleichung  4) 
Icommt. 
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G  ritner  t:  Die  Piotäenoi'tcAe  Aufifo^  auf  der  Mkfef,  197 

Um  die  Gleichungen  9)  aufzulusen,  ergiebt  sieb  suvDrderat 
ans  der  dritten  dieser  Gleichungen: 

und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  qaadrirt: 

cotdf'oM^*  =  1— sin  ar* — sin    + sin  siny* 
SS  eosd*— 2co8ecoc(«*f /?)sinjrsiD^  4-  cos  («<!*  A*siiM^«in^, 

folglich: 

^  <-«iii(a-f  A'siiidePaiDyS» 

Fuhrt  man  in  diese  Gleichung  die  Wertbo  von  siojr  and 
unjß  ans  9)  ein,  so  erhält  man  die  Gleichnag: 

slnc>8s   ^  +  ^  

Wgco»(«-i-/3)sinilCJ:(y— »)fini<Cy(y— »)| 

ein  (ü+ßj^OnW  Cdb(y  -'»)l«sio  i<  CT  (y  ~  tp)  I» 

aieet 

slnc^ss  (p  +  j|ä)i8iniC>eosi(9--^)HoMiC*slai(9--t)«| 

±  (^-p)rfoCeiai(9— ^)cosi(9)— 

2eoa  if  cos  fa*l>  5^ 

—  t ♦)*-co«4C*sin4(v-^)«  I 

-  ^^^i®^*«B*C»ooe4(9-ifp)«-eoe4C»siii4(9-^)«ft 
und  folglich  nach  leichter  Eotwickelung: 

+  {  ^  +  I,  +  ?£!!£f^±i)  j  e.siC««n4(^-*). 

* 
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196      Grünen:  Die  Potkenoi'sche  Aufyabe  auf  der  KugH, 
•Iii(a-f5)»  ,  ,^ 

•in(«+jS)«     ,^  .  , 

+  äij?  «iiiiC»coaiC«8ini(9— ^)«coa4(y— ^>». 

.  Oividirt  ioan  diese  Gleicbaiig  darcfa 

md  aetBt: 

•o  erhilt  man  die  Glelehnng: 

sin    cosec  iC>(  1  -f  tang  i(9  -  ^)*{ 

_     J.  ■  J.    2cogccoe(tf-f  ^ 

+   15  

.(1,1.  2^ccoa(a-f  i3)  ) 

am(g-f/3)*  sin|C2 

IV     '  l+tangi(g>~v»)« 

*      IV*      '    l+toDgi(9-^>«  ' 

vnd  folglich,  wenn  man  diese  Gleichung  mit 

^  l+toDg4(9-.^)« 

mnltfpllcirt:  ' 

ainc^eoeeeiC^  { 1  +  tang  i  (<p — | « 
_    f  '     i     2co«ccoa(o+ß) )  , 
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,  Grunert:  Die  PoiAenot'scAe  Au/jfaöe  auf  der  Kugel,  199 
db2(~^)cotiCtangi(9-^)|l+taog|(9-t)*l 


sin(«-|-ft« 


.2i2i5^ea.4C»eot*C«taiig4(9-*)« 
Bringt  vi^B  diese  Gleiehing  anf  Noll«  oidnet  «ie  nach  den 


und  setzt  der  Käne  wegen: 

10) 

Aas  •inc^eoeeeiC 

(1.1     2co8cco8(a4-^)    siD(c-|-/3)«  i 
 — Äji  

{11     2co8Ccog(g-f-|3)  ^ 

O  SS  eine^eeeeelC* 

80  erhält  man  znr  Bestimmung  von  tmgK^— die  fblgende 
Cileieinnig  des  ▼ieriwi  Grades  t 

•  11) 

A+Btangi(9>-i|;)+Ctang4(9— ^)«+Btang4^f,-t»;)»  > 

+  Dtangi(9-.^)*3 
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200      G runer  t:  Die  Pothenot sehe  Aufgabe  auf  der  Sugel. 

Weil  es  aber  Tentattet  ist,  die  Gleiehnog  mit  siniC*  so  nmlti- 
pKcireii,  so  kann  man  in  dieser  Gleidnuig  etwas  klirser  eCsnliar 
aneh  setaen: 

12) 

As  sinc^ 

{  i ^  '     2cosccos(«-i-jg)    sin(«4^)«  .  ,^  \  .  ™ 
C=  asini^^5i!^J^sinCi 


D  =    sin  c* 


(1,1,  2co8CC08(tt-i-i3)  Bin(a+^)« 
Leidit  findet  man: 

«  .    «    i  1  .  1     2cosccos(a+/3)  i  . 

—  C  -f  ^^^^|^^(siaiC«-f28iD|C*cosiC'>-l-cosiC«) 
-C+2iB^V.o4C-+€os|C-)* 

80  dass  man  also  zur  Bestimmong  von  C  aas  A  nod  D  die  lie- 
merl&ensweitlie  Formel: 

13)  C==A+D-5!E^^* 

liat 
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£rmnert:  DU  Potktmtwcke  /Ma$e  wfäer  Ku§a,  201 
Aneb  findet  mao  leicht: 

vad  h»t  daher  tiir  Berecfamuig  voo  A,  D  «ne  C  auch  die  fol0o« 
den  FonnelD: 

14) 

A-D=  j  5^  +  ^  }ce«C+        ^j^^  i:^. 

Wegen  der  Relation  13)  kann  man  nun  die  aafsnitteende 
Gleichnog  II)  aach  aaf  feigende  Art  anadrficken : 

A+BtoBgi(9-^)+(A+D)taiigK9— ♦)HBtangi(9-^)« 

+Dtangi(y— 

also  auf  folgende  Art: 

AU+tang|(9-i»»)«)  +Btaiig|(9-i|»)U+ta«g|(<i>-^)»| 

+  O  tangi(y  -        +  lang  i(g)-^)«| 

daher  anf  folgende  Art: 

16) 

AeoMe|(9— ^)«-|-Bco«eci(g»— iM)Me|(9>-^)-f  üaecKsp— 

oder  auf  folgende  Art: 

A         .  B  J)  

ainiCy— ^)coai(9— ^)  coaKy— 

_ttn(aHhÄ? 

Thea  il^LVU.  14 
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202     €  runer  t:  Mr  MIcimTmAc  im^taU  mtf4»  Mugek 
oder  auf  folgende  Art: 

17) 

Aceeto-*)«-I^Beto4(v-t')«oe4(^^--tM-i>*»*(»--tr 
=  «-^^*.i.i*(9--t)*ee.|(^-*)., 

aUo  auf  folgeode  Art: 

A  g  -j-b  2  +D  g  

"^^ÄV  J  ' 

woraus  man  leicht  die  Gleieimiig:. 

19 

eiB%+^)«  ^y-^>-*-  a^iH^ 
_  2AV«(A^-D) 

erUUt. 

Gleichungen  von  der  allgemeinen  Form: 

eosa^-f /eoeti -l-^sin^-l-*  s  0, 

unter  welcher  die  Gleichung  18)  enthalten  ist«  kann  man  auf  fol- 
gende Art  auflösen.   Man  setze:  . 

(l-l']i^(eosti^-|-/ce0ii -l-^dnii-F  A) 

s  (eosti  +p8in«i-f  g)  (cos  u — />  sin  ti  -f  r) 

=  cosift*-|-(9-f  r)eoe»  — p*8inii^f»(9— r)sin»-f 

(l+|»*)coei^+(^+r)coei(— r)»lBtt-f  p*, 

und  erhält  nun  durch  Vergleichuog  dieser  beiden  GrSaeen  die 
Gleichungen: 

p{q  —  r)  =  ~g{\-{-p't), 
9r— A(HpS)i 

olgtich: 
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29 = a+P«), 


und  hieraufi  ferner: 

abo«  weil  nach  dem  Obigen: 


oder 


weicke  €il«lchaDg  nan  teieht  anf  die  Poim: 

bringt ,  und  diese  Gleichaog  ist  in  Bezog  auf  als  anbekaoote 
Grusse  vom  dritten  Grade.  Wie  man,  nachdem  p  gefunden,  7  und  r 
zu  bestimmen  hat,  erhellet  aus  dem  Obigen  ganz  von  selbst, 
und  die  Werth«  von  u  findet  man  dorcb  Auflösung  der  beiden 
GleichoDgen: 

eosti-l'lxinti'f^sOl  eoen-^psioii-l-r  s  0 
nacb  allgemein  bekannten  fiMiodes. 

Zur  Bestimmung  von  2  liefern  die  Nep  er 'sehen  Analogieen 
die  folsendeo  Formeln: 

19) 

_sini03^^)  . 

=  sini(^-^)*^*^*-S^>- 

in  den  obigen  Formeln  und  Gleichungen  ist  die  volibtändige 
Auflusung  des  Pothenot'schen  Problems  auf  der  Kugelfläche  ent* 
halten,  über  welche  hier  noch  auf  weitere  Urorterongen  einzu- 
gehen liberflüssig  ist 

— — —  1^» 


204    Brunen:  Ceker  «Aie  äoi  Elttptolä  btirfffende  Auf^e, 


Ueber  eine  dae  BUipaoid  betreffende  Aafgnbe« 
dem  Herausgeber. 


Die  Aufgabe,  mit  deren  LSsnng  dieser  AoGnits  sieb  be- 
scb&fligeii  wird»  ist  di«  folgende: 

Weon  drei  Punkte  e«f  einem  Ellipseid  gegeben 
sind:  so  seil  «an  auf  denselben  einen  ▼ierten  Punkt 
finden»  in  weleben  die  Normale  gegen  die  Normalen  in 
den  drei  gegebenen  Punkten  unter  gleieben  Winkeln 
geneigt  ist 

Die  Gleichung  des  Ellipsoids  sei  wie  gewVbnHch: 

■>  ö'^GJ*©"-- 

und  die  drei  auf  dlseem  Ellipseid  gegebenen  Punkte  seien: 

{x^q^q)»  (ariyiJi), 

Wir  befrachten,  was  hier  ein  für  alle  Mal  bemerkt  wird,  liei 

jeder  Normale  des  Ellipsoids  im  Folgenden  immer  nur  den  von 
dem  Punkte  des  Ellipsoids  aus,  welchem  die  Normale  entspricht, 
nach  dem  äusseren  Räume  des  Ellipsoids  hin  gehenden  Tbeil 
dieser  Normale,  und  bezeichnen,  mit  ROcksicht  hierauf,  die  von 
den  Normalen  in  den  gegebenen  Punkten 

(«loyoSoX  iPhSbH)» 

» 

mit  den  posiCiTen  Tbeilen  der  Aien  der  t,  9,  f  eingescMessenenj 
I8<^  nicht  iibenteigendea  Winkel  lespeethe  duick: 
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«0.  ßo  yoJ  «i.  ft»  n;  ««»  ßz^  r«- 

Der  auf  dem  Eilipsoid  zu  bestiiDOiende  Punkt  sei  {xyt),  und 
die  von  der  diesem  Punkte  entsprechenden  Normale  mit  den  po- 
sitiven Theilen  der  Axen  der  jr>  9t  ?  eingeschlossenen,  180^  nicht 
fibersteigenden  Winkel  seien  6,  oa,  ö).  Endlich  sei  Sl  der  Win« 
kel,  unter  welchem  die  dem  gesuchten  Punkte  entsprechende 
Nomale  gegen  die  den  drei  gegobeiioii  Pnoktm  entsprecheiiden 
Nornuüen  geneigt  ist. 

Unter  dieses  VotMUHMtBangea  beben  wir  die  drei  folgenden 
Gleicbungeo: 

cosa„co8d-|-cosj9ocoso>-i-cos/ocoso  =:  coaSl, 
cos  Oj  cos  d  -|-  cos  ^1  cos  a  -f  cos  yi  cos  (5  =  cos  Sl , 
co0<%co8  6-|-cos/3]icooa>-f  cosygcosü  =cosi2; 

and  Selsen  wir  nnn  der  KOrse  wegen: 

3).  .  .  .  G  =5  cosao(co8^icos  —  cosyiCosjSj) 
-f  CO»  Oj  (cos  cos  yo  ~  cos  cos  /So) 
-I'  cofl    (cos  ßQ  cos  Yg  —  cos  /o  cos  ^i) 

SS  cosA)(cM3'k<^%'~®<*>%*^<^y^ 
•!>  coe  (twfgoiß  — coeoiieoeyo) 
-I- eos/la(cosf(»cosa|  <*-ceeahCosyi) 

SS  cosyQ(cosa|  cos/Sg — cosjSiCOsaj) 
•f  COS  fi  (cosogcos  /7o — cos  jS,  COSfl^) 
-l-coey^Ceoec^eos^  ~cos^eosc(|) 

nnd: 

4) 

A  =      (COS*^,  cos     —  COS  Yi  itfOS  ßi) 

+  (cos    cos    —  cos  y,  cos  ßo) 
+  (cos    cos  Yi  —  cosyo  co«  A) . 

B  s  (cesy^coee^— coeo|  eos]^^ 
•f  (eoey^eoe  — coso^cosyo) 
•|-(coe|^coe«|  ^coBo^eoey^), 

C  =       (cos  0|  cos  ßf  —  cos  /?!  cos  OTj) 

•f  (<:oe  s^cos /?o  ~  cos cos  «o) 
•f  (eqn  fl^ces/l^ — oos^cos  «1 ) ; 
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206    0run€rt;  Vtber  €tu  4m  EUiptoid  betreffmde  Aufgabe, 

80  i8t  oaeb  2),  wie  naq  «ogleicb  übenMit: 

6) 

6c<mO  8s  AeosA,  GeoB»  =  Bcos A,  GcmS  as  Com A; 


wftDD  nMW  dioM  GteicbuDgeo  ^nadrirt  und  dann  zu  einander 
•MM: 

6)  .  .....  .  G>  =  (AS-|-BHC«)eosAB 

folgÜeli : 

7)  •  CO0 A  s=  +  ^,     ^  — — , 

und  daher  nadi  5): 

8) 

0080  =  7V008  A  9  +   ^  


B      ^  B 
cosfl»  =  7^008  A  SS  i:-7EC======, 

»  .  V^A»+B"+C» 

c  c 

eoecS  =  3%eo8A  =  4:— 7  . 

Wo»  nmi  nach  Tbl.  XXXVL' S.i84^  Nr.  7): 

47  aco8  0 


«       V  a*C08  ö»  -f^^OOS  »•+  C«C08  ö«  * 

6coM 


0086*-|-  6*008  o'-f  0^00815*  ' 

CC08O 


«  V^a*C08d*-i-6*G08»'-fC*C08Ü> 

und  nach  8): 

d>oo80>-|-6Sco8fli»^^eo8S*ss  — » 

.also: 

V"A«+lft*+C* 

iot;  80  iat  oaeb  dorn  Vorbergeheodon: 
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 «A  

durch  welche  Formelii  die  Coordinatoo  de«  gMoehteo  PvDktes 
bettimmt  <iod* 

In  diese  Fonnelii  weUee  wir  ni»  die  Geordimiteii  der  drei 
gegebenen  ^Penlde  einlUiren.  SeCieo  wir  sn  den  Ende  der 
KOne  wegen: 


ee  iet  nneh  TbtXXXVL  S.83.  Nr.5)s 

*o   '  Po  *o 

?      ^    ^  ^. 

ceei^s^^.   coeÄi^gr,  ceero»^. 

Üi  5l 

cee«|S^^.    eos|ltS^>  eeen=:^> 

coee^s^f    coe/9e^^*  €<ieys=  ^» 
alee  iet  oacb  4) : 
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206  Bruneft:  HeHr  «Aw  dmt  BlUpsoid  Mt^tnOe  Ati^M»0* 
und  folglich«  wenn  wir  der  Kflne  wegvo  t 

Ii) 

Äo«^.^-^>,    Ä.s=5l.'52-.^.?2.  Ä.-?a.^S«'?2.?L; 

ao     oa       *      ab     o    a      ^     ab     b  a 
«etsen:  ' 

bc  Co  (^i     A  =  Gd^o  +  ^^1  -^1  +  C^a^« » 

abo: 

und  hieraus: 


Also  wt  Dach  9): 

12) 

£     .  a'^iGoA^-^-G^A^-^G^A^)  ^ 

^  ^  +c*(GoCo+GiC|+C,Ci)*i 


e  * 
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Fmer  kt: 


mit  Betiebung  anf  ^: 

also  nach  7): 

13  cos  A 

J  ( af(C?,4o+C?iili+^^H4^CoÄ«+«|Äi+C,^r 

Die  Braiteo  iler  Punkte 

(«igfllb^)*  («lyiH)'  (%3Mi) 
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210    Grünere:  (Jeder  eine  das  EMpioiä  Ifetreffende  Aufgabe. 
wollen  wir  nn  raapediv»  dorch 

and  ibf6  ndvcirtea  tämjgtm  wa4  redacirten  BMiten  r«0p«ctke 
dorch 

beseichoeD*);  so  ist  oacb  11)  mit  Rficksicht  auf  die  Formeln  in 
Tbl.  X2^VI.  S.  90.  Nr.  19^ 

4o  s        cos  ]$|  sin     "     ^  <:o«     sin  , 

il^  =  sin  jCq  €08  )5o  sin     —  sin  SLi  cos  ]l5i  sin  ; 
s  cmIE^cos BasinBi — cosITi  cos3$i  sinl^,, 

'       CS  cMfi oo«}^i t^in3^*^toBtQenB7$^A^kBl ;  . 

CJ)  =  sin  (£i — ITi )  cos  Bi  cos  , 
=  sin  (Co  —  £»)  cos  )$g  cos  )5o « 

Q  =  •iD(£i  — £(|)C08Bo<^0«^l- 

Also  Igt,  weon  wir  der  Kfliie  wogoo: 

16).  ...  ,Msz  6io(£s — JC])siD}5oC08BiCos]52 
-f  sin  (Cq — £j)cos]öoSin)5i  cosB» 
-f  sin  (ü^  ^<o)  cos  ^0  ^  ^1  sin  B« 


16)  .  .....  .Jf«^4o+^^i  +  ^^ 


Nach  10)  und  einer  M  Thl.XXXVL  S.93.  bekannten  all- 
ganeipan  F«nn«il  iai  femer: 


1  aiagp     ^      I  ain3g|  1  sin)?,. 


*)  Tbl.  XXIVI.  8.8(i.8.M>. 
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Grunert:  Oebtr  eine  das  BU^totä  betreffende  Aufgabe,  211 
»Iso»  wenm  wir  d«r  KAm  wegen: 

17) 

1 

foiglicb : 

Daher  ist: 

iT  (  äKGaAo-h  GiA^  f  G^A^^-^^G^^^  ^»i  ^  «^y«  \ 

und :  ;     •  . 
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212  Grnneri:  Vaber  eine  das  ElUptoid  betreffende  Aufgabe. 
also  Baeb  Q): 

©■■ 


 g)g 


5=± 


und  nach  13)  und  16): 


19). ..  .cofli^ss:!: 


Wird  die  reducirte  LSnge  und  reducirte  Breite  des  gesochteD 
Penktes  (xgz)  dorch  £  and  3  beseicboet,  so  ist  bekanotlicli: 

47  s  aeosf  OOsB,  ysftsiiiCMl^»  ssx^sb^; 

also  oacb  18): 

20) 


Slll]»  = 
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Hieraus  ergeben  sieb  anmittelbar  die  folgenden  Formeln: 

tangfi  =  y.^. 

Da  1^  zwischen  —90«  und  +90o  liegt  (Tbl.  XXXV  I.  S  90.) 
und  folglicfa  cos^  stets  positiv  ist,  so  kann  man  in  Folge  der 
beiden  ersten  Gieicbungen  in  20),  mSge  man  nun  in  denselben  die 
oberen  oder  unteren  Zeicben  nebnien,  aus  den  bekannten  Vorzeicben 
von  A  und  ß  iaimer  leiebt  über  die  Toneiclieo  von  cosC  und 
•inf  besttumt  «rtheilen;  ood  bereehiiet  man  nun  £  naeb  der 
Famel: 

so  muss  man  sich  rücicsichtiicb  der  Art,  wie  man  die  reducirte 
Länge  £,  die  Immer  zwischen  0  und  360®  liegt  (a.  a.  O.),  zuneh- 
men bat,  an  die  folgenden  Regeln  halten : 

poaitiT  peaiftiv  0<£.<90o 

negativ  poaitiv 

n^ativ  negativ  180»<£  <mP 

peeitiv  negativ"  870»<f<9W» 

Mittetet  der  Formeln: 

tang»  =  (I)  .^«o«^  =  Q)  • 

wird,  nacbdeni  £  bestimmt  ist,  B  ebne  alle  Zweideutigkeit  ge- 
fnnden,  weil  9  nviaeben  -^W  «nd  -|-90®  liegt* 

Naeb  diesen  Forineln  let: 

A  s  CcoelTcotB,  B  =  Ceioicotl5; 

also; 

J*=:  (Q* .C«eeajP.cet»«  JB»  «  (jy.<?efa£»cot»«; 

Qyj*  =  (Q'.C«ceaf%ot»*.  Q*^  =  (0'cMnÄot»«; 
und  felgütth: 


214    Grunert:  Ce»er  eUu  da»  mp§oid  M0gMe  Jkitf^a^. 

alM.  Ire»  Bich  TliLXXXVL8.g8.Nr.S6) 

ist,  wo  B  die  Breite  des  Punktes  (aiy«)  b— eichnet<  die  aittebt 
der  iüeraoa  flieseeodea  Formel: 


22) 


immer  ang  der  redacirten  Lä^ge  und  redocirteii  Breite  gefunden 
werden  kann: 

Daher  ist  nach  19)t 

  «.Ä«±Ä^^. 


oder:  v 

24)  eeaAai:iir.vakaM-n^- 

Fflr  die  Grusseo  B,  C,  aof  deren  Kenntniss  hier  Alles 
ankommt,  erhSlt  man  aus  14)  und  17)  leicht  die  feigenden  Ans- 
drficke: 
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sioBo 


oder: 


96) 

/I  sin  Bq  sin  Bj  sin  Bs 

4M»i(iiii^3^oeMBiMD3S.<iAB|»iiit(Ei--Bo)eM|(Bi-|-Bo) 
-I-  2sia£.  «Dj^oflin  Jß^co«     mq  Basin  i  (B«» — Bt)cos  i  (B«  rf  B»), 

=  -~9iMW<;,€OsBosinBi  Mn^^^sio  Bo8ini(Bi~B^oo8i(B|-|-Ba) 
— 2cos  £i«ii]&o«<»«.^i  «io  ^s«'u>  ^  8i|ii(Bs— Bo)  C09  KB^-f-Bj 

Csin  Bq  sin  B|  sin  B« 
SS     sin  (JSt'^^t)  ^1  <^08  ]9ssin  B4  sin  B^ 

•  •  •  • 

•f  sin  (iTj  — £0)  <^08  ]^o<^*>^^i     )$ssioBosio  B| ; 
oder  weh: 

sioBp  sinBi»  aliiB, 

MWo' "iSnWi*  t^tkj^ 

s    2sio  jSo€ot]$oSW  Boeui|(Bi  — ^  coei(Bi  -f  B,) 

-I- SsinlCi  eot  li|  slnBi  eiliKBa— B«,)  coe)l(Bt-|-fiSo) 

-I-  2siDi:tCotJds8iaBasini(Bo  -Bi)  co8i(Bo-h  B^), 
j^w^Bq  sinBt   8'"Bg  ' 

=  -«eeeÄ;>cot»osinBo8ini(Bi-B5^cosi(B,  +Bj) 
— 2coe£|eot}$teuiB|Sini(Bs— Bo)coai(Ba-|-Bj 
«3eo8)f^eetjl^«4Ase1ii|(Bo—'fikXeoiii(Bs-fB|)» 
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sInBo  aiaB,  «ie^ 
ain  ^0  *  sin     *  sin 

<f  810(1;»  -  £^  cot  BtOollSofinBi  sIb  Bo 

-I-  810  (£t  —  jC^cot^oCot]9|8inBo8iDB|. 

So  wie  bei  dieser,  leisteo  auch  bei  vielen  andereD,  d88  all* 
gemeioe  dreiazige  Ellipsoid  betreffenden  Aufgaben  die  von  mir 
Pur  diesen  Korper  in  der  Abhandlung  Tbl.  XXXVl.  Nr.  Vlll.  ein- 
geführten Längen  und  Breiten,  redadrten  Längen  «od  redacirteo 
Breiten,  die  vortrefflictiaten  Dieoate. 

Ich  glaube,  daas  die  hier  aufgelöste  Aufgabe  wohl  praktische 
Anwendung  finden  kann,  was  auch  der  hauptsächlichste  Zweck 
ist,  dass  ich  die  Anflusung  hier  mitgetheilt  habe. 


Anhang. 

Wenn  gegen  die  den  Punkten  (^ToSToZo)  u^d  {x^y^z^)  auf  dem 
Ellipsoid  entsprechenden  Normalen  die  dem  Punkte  {xyz)  MiC 
dem  Ellipsoid  ent8prechende  Normale  unter  gleichen  Winkeln  ge* 
neigt  ist;  8o  hat  man  nach  2)  die  l»eideu  folgenden  GleicbaDgen: 

coe«i^ce80-|-c«s/locoe«-|>ea«|^eo«6  s  eosA, 
cose^  co8#  -l-cos  ßi  cos  •  -f-cos  yi  coscS  s  eoe  A; 

ans  denen  sich  die  Gieichong: 

(cosfl^— eeec%)oo8^-f(eesA>'~«MiA)^<*-f(Mro— c<»yk)<<*<®=0 
ergiebt  Nun  ist  aber  nach  Thl.  XXXVL  S.  83.  Nr.  5): 


3L 


X 
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nod  daher  die  vorstehende  Gieichong; 

oder,  weil  in  den  oben  eiogefahrteo  Bezeicbnaogen,  bekanoUicb: 

*g  yo  «b 

?!  Vi  «l 


ist: 


oder; 


"•"VainBo'c«  sioBicVc« 


Alle  Punkte  eines  Ellipsolds,  deren  Nernalen  ge«« 
gen  die  Normalen  zweier  bestimmten  oder  gegebenen 

Punkte  des  Ellipsoids  antet  gleichen  Winkeln  geneigt 
sind,  liegen  also  in  einer  durch  den  Mittelpunkt  des 
Ellipsoids  gebenden,  durch  die  vorstehende  Gieichong 
cbarakterisirten  Ebene. 


ThtU  XLVn.  15 


21d 
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Ans  dra  alteo,  aber  vtolw  immer  aoeb  Werlhvotfe  eetbaf- 
tenden  Anfgabeiibiicbe: 

Deliciae  malhematicae,  oder  A§ frthematisches  Sin- 
nen-Confect,  bestehend  in  Fünffhundert  vier  und  sie-' 
bentzig  auserlesenen,  snm  Theil  gar  Koostreichen 
Al^ebrai"  €reom«frl-  und  Jtlrdiiomlsebeii  Anffgaben, 
mit  vieleo'l^tlDstlieheo  Soiuiionen  and  Reguln  gesie«' 
ret  n.n.w.  Allen  Liebhabern  der  JfafAemafleeben  Wie* 
eeneebaffteo«  insonderheit  der  Edlen  Reeben-Knnet^ 
•nr  wohlgemeinten  Geniflhts- Ergetzung  auffgetragen 
Ton  Paul  Halcken,  Ariihmet  in  Buztehede,  in  der  So* 
cietaet  der  Knnet-Rechner  dem  Haltenden.  Hamburg« 
1719. 

will  ich  im  Felgenden,  mit  Teraebiedenen  Auelaesnngen,  die  Anf- 
gaben  abdraeken  lassen,  welche  die  Maxima  und  Minima  betref- 
fen» theils  uro  zu  zeigen ,  svle  die  alten  Recbnenkünstler  derglei' 
eben  Aufgaben  einzukleiden  beliebten,  theils  aber  deshalb,  weil 
ich  glaube,  dass  sich  von  diesen  zu  den  leichteren  gehurenden 
Aufgaben  immer  noch  einige  bei'm  Unterrichte  auf  Schulen  zweck- 
mässig verwerthen  lassen,  insofern  es  sich  um  die  Bestimmung 
der  Maxima  und  Minima  für  ganze  rationale  algebraische  Func- 
•  tionen  handelt.  Die  beiden  poetischen  Ergüsse  wären  vielleicht 
beeser  weggebliehen,  indess  mag  man  dieselben  —  weil  der 
Ramn  dasn  einmal  Torhanden  war  ~  immerhin  mit  In  den  Kanf 
nehmen.  Wer  die  alten  Petentbeseiebnmigen  nieht  kennt,  wird 
das  NStbIge  darfiber  Im  „Matbea»atiscben  WSrterbnehe. 
Tbl«  III.  Art.  Potenz"  finden.  Die  in  diesem  alten  Aufgaben» 
buche  enthaltenen  Aufgaben  über  rationale  Dreiecke,  oder  Aber-  « 
banpt  die  Aufgaben,  bei  denen  einer  gewissen  Bedingung  der 
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RationalUM  genGgt  werden  soll,  werde  ich  bei  nSchster  Gelegen- 
heit, 80  bald  wieder  eiomal  zufUlig  Raum  vorluioden  ist*  den 
obigeo  Aufgaben  folgen  lausen.  G, 

i£  lAxms  £T  nnius. 

Dl«  Qmaniiitieteu  oder  Zahlen  naefk  diem  Griseeeateii 
oder  kleineeton  so  beetlmen. 

1.  Eine  jede  beliebige  Zahl  a  in  drey  Tbeile  zu  zertheilen, 
davon  die  beyden  ersten  Tbeile  in  gegebener  Proportion  stehen, 
wann  man  je  zwey  derselben  Tbeile  mit  einander  muliipltciret, 
und  die  drey  Producta  additet,  dass  die  Summa  unter  allen  die 
grSsaeate  aey. 

9*  Eine  gegebene  Zahl  a  in  drey  Tbeile  zu  zertbeilen,  da- 
von die  beyden  ersten  in  gegebener  Proportion  stehen;  Wann 
man  jedeii  Theil  guadriret  und  die  drey  Qüadrata  additet,  so 
ooU  die  Summa  unter  allen  die  mGglicbst- kleinste  seyn. 

S«  Findet  eine  Zahl,  und  zwar  die  m8glicbst'<'kfeinestef  waao 
man  dieselbe  in  drey  Theil  zertbeilet,  davoo  die  lieyden  ersten 
sieb  verhalten  wie  3  gegen  4.  so  man  je  zwey  derselben  Tbeile 
mit  einander  muliipl.  und  die  drey  Producta  addiret,  dass  die 
Summa  333.  sey.  Was  ist  es  für  eine  Zahl,  und  welches  sind 
die  Tbeire?  Fadt  die  Zahl  ist  31^  und  die  Tbeile  sind  9.12. 10^ 

4»  Findet  eine  solche  Zahl,  und  zwar  die  mSglichst  GriMe» 
dieselbe  werde  in  drey  Theile  zertbeilet,  davon  die  beyden  ersten 
sich  verhalten  wie  3.  gegen  5.  so  man  jeden  Theil  ^uac^nret,  und 
die  drey  0üadrata  addiret,  das  die  Summa  1700.  bringe.  Frage 
nach  der  Zahl  und  deren  Tbeile f  Facit  die  Zahl  ist  70.  und  die 
Tbeile  sind  17|.  28f.  24h 

5*  Man  begehret  4  Zahlen  an  suchen,  deren  Summa  die 

Ueioste  sey  so  möglich  seyn  kau,  und  «tollen  a,  b,  e  gegen  ein* 
ander  steben,  wie  1.  2.  3.  und  d  sey  der  Rest,  wann  man  die 
4  Prödücia  abc,  hcd,  cda,  dab  zusammen  addiret  ^  dass  Summa 
6480  sey.   Was  sind  es  för  Zahlen?  Facit  0. 12.  18. 13r\.  Deren  ' 
Summa  ,  tbut  49iV« 

6.  Machet  aus  00  Tier  Theile,  daton  ^,  t  sich  gegen 
einander  verhalten,  wie  2.  3.  4.  Wann  man  die  4  Prodmeia  obe, 
bcd,  cdQj  dab  zusammen  addiret»  dass  die  grISsfo  Semna  komme? 
Facit       312«  41«.  324.  jede«  getb.  in  21. 

i.  Ifaii  heuchlet  KHK  in  fier  Ukelle  ao  seftheileo,  davon 

15* 
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A  ond  B  stehen  in  proportione  sesquiallera,  und  C  und  D  in 
proportione  Sesquiteriia ;  Wann  man  je  zwey  derselben  Tbeile 
mit  einander  multipliciret,  und  die  6  Producta  addirct,  dass  die 
Summa  die  allergrüsseste  sei?  Fac.  1250018750.  13660.  18200. 
jede  getheilt  Id  631. 

8.  Einer  Icaufft  fiinfferlei  Gewörtz,  zusammen  1058  %.  Be- 
kommt von  A  so  ofTt  2  als  von  ß  3  ^;  von  C  so  offt  3  als  von 
D  i  %  und  von  £  den  Rest,  gibt  vors  %  von  jeder  Art  so  man- 
chen Dreyling,  als  so  viel  derselben  %  sind,  and  ist  der  Belauff 
oder  die  Kauff- Summe  die  aller  klelneste  so  niöglioh  seyn  ka«« 
Wiertol  ff  hat  <t  von  jedem  bckommeo  ?  fac.  von  A  IM.  B 
m  C  m  1>  S4<2|.  oiMi  £  216!  %. 

%m  Man  begehret  eine  Zahl  oder  Linie  solcher  Gestalt  in 
sechs  Tbeiie  zu  zertheiten ;  Dass  A  und  B  gegen  einander  stehen 
wie  2  gegen  1,  C  und  D  wie  3  gegen  2,  und  E  und  F  wie  4 
gegen  3.  und  wann  man  jeden  Theil  Quudritetf  und  die  Quadrat» 
addint,  dass  die  Simina  die  aHerkletaeale  .say.r  Waitflies  süid- 
die  TheHe»  nach  den  kteinesten  Zahlen  in  gantsenf  Paclt  390. 
195.  376.  860.  364.  m 

lOm  Noch  begehret  man  eine  Zahl  in  7  T heile  zu  zerthei- 
ien;  also  dass  ^ch  Terbalfen  J  «nd  B,  wie  1  gegen  %  Cand  B, 
wie  3  gegen  6.  E  and  F,  wie  6  gegen  7.  und  Cr  aey  der  Best» 
und  aolie  die  Summa  der  7  Quadraten  die  Ideineste  seya«  Wel- 
ches ist  die  Zahl  and  deren  Partesl  Facit  die  Zahl  667.  und  die 
Tbeile:  5L  102. 6a  100. 7&  91. 86.  Nach  der  kleineaten  In  gaaben. 

11*   Findet  drey  Zahlen,  davon  a  und  6  in  proporUone  tripla 
stehen,  und  wann  man  von  ihr  beyder  Summa 34 «ii6frdUret»  das» 
c  restire;  So  man  aber  von  der  Quadraten  Summa  von  a  und  b,. 
das  Quadrat  von  e  mbtmkhet,  dass  alsdann  die  grDste  Zahl 
restire.  Facit  16.  48.  4a 

19.  Zertheiiet  45  in  drey  Theile,  dass  die  beyden  ersten  in 
Proportione  dupla  stehen;  Wann  man  das  Quadrat  der  ersten, 
muWpU  mit  dem  Prodtutt  der  beyden  andern«  das  Quadrai  der 
.andern,  mit  dem  Prodaet  der  ersten  und  dritten»  and  daa  Qum' 
drat  der  dritten,  mit  dem  Pradvet  der  beyden  ersten,  illMS  die 
Summa  der  dreyer  Producien,  nemllch  aa6e-|-ii66e-|-a6ee  die 
möglichst  grSste  sei?  ifacit  10.  2a  16. 

'IS*  Zertheiiet  90  in  6  Tbeile,  davon  a,  b,  c,  d  sich  gegen 
einander  verhalten,  wie  3. 4  6. 6  und  e  aey  der  llest$  Wsna  man 
die  6  Areilircia  abe,  bed,  ede,  dea,  eab  oddM,  ^ass  die  aller- 
grosseste  Swama  komme.  Flwit  13.  la  ttt  34*  iS. 
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Fiiulet  eine  Zahl  die  kleineste  in  gantzen,  wann  man 
dl«8«lbe  Iii  8  TbeiJe  xertbeilet  da«s  die  4  ersten  Theile  gegen 
ciiwnder  wpe  I.  2.  3.  4  steheD,  ond  dann  die  5  Producta  abed, 
bede^  €dett,'deab,  eaöe,  «Maminen  additßt,  d^  die  Soimiia  die 
«llergrDete  eey.  Faelt  die  Zahl  962.  ond  die  TheUe  75.  m  m 

9oam 

■ 

15.  Eine  gewisse  Zahl  a  ist  zertheilet  in  zuey  Theile»  welche 
sich  gegen  einander  verhalten  wie  3  gegen  11.  Wann  man  den 
kleinern  Theil  Cuöiret,  und  den  grö8sern  quadriret»  das  Quadrat 
und  den  Cubum  zusammen  addhei,  so  giebt  dieses  unter  allen 
die  kleineste  Summa;  Dann  wann  man  die  Zahl  a  in  zwey  an- 
dere TheUe  zertheilen  weite,  es  sey  iu  welcher  Proportion  es 
welle,  so  Wirde  deeh  die  SemiDa  des  Cubi  and  QuadraU  aUeaelt 
grösser  kommeo.  Wird  gefragt  naeh  der  Zahl  a  ood  deren  Theile? 
Padt  «  iat  \W.  und  die  TbeUe  sind  |?. 

HefTD  Johmm  Shurieh  Wolgemuht  tum  Aadeneken. 

Jach!  imnier  frlach  aad  'Wolgemvbt,  ^' 
O  Bruder  Claus,  läse  jtst  dein  Sorgen,^ 
JSfat  man  gleich  nicht  viel  Geld  und  Gut, 
AufS  gutes  Glück  man  hoffe  Moi^eo, 
iVur  lasset  heut  uns  fn'ilich  seyn, 
iVach  Hertzeng-VVunsch  uns  lustii?  machen. 
Hlir  Bruder  Hans,  ich  geh'  es  ein, 
ich  weiss  schon  l^ht  (sprach  Claus)  den  Sachen, 
iVun  sifid  hier  Neun  und  viertzig  Marek 
ßecht  just,  die  Summa  von  uns  beyden, 
in  uDsern  Taschen:  Lass  den  Quarck 
.  CuraH  gehn  efai  Theil  mit  Freuden. 
^  Ana  leg  da  Radtx  Tr^onal, 
Wie  ea  aua  deinem  Theil  entspringet, 
CH»  ieh  dahey  nm  meiner  Zahl 
üeg  Radix  Quadrat:  dieses  bringet 
Gantz  recht  die  grdste  Summa  hier, 
£y  lasset  un^  nun  freudig  leben 
jüfit  diesem  Post  beym  Wein  und  Bier  , 
I7nd  wer  die  Rechnung  weiss  zu  geben, 
i7ier  unsere  jeden  Geldes  Theil, 
Trinck  denn  mit  uns  zu  guter  Weil* 

Iff.  «ine  andere  ZaM  a  iat  In  Zwey  TheUe  aeitheilet,  welche 
In  propartione  ^Uipla  ateben ,  wann  man  den  kleinen  Theil  Zens- 
SlauUk  mt0pUBif9A,  and  den  gtüeaein  eaiMret,  die  beyden  Pro- 
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ämcien  addiret,  ao  kommt  die  kleineste  Summa,  so  unter  aodera 
Zcrtbeilangen  mSglich  seyn  kan.  Facit  a=27.  Die  Theile  6|.  iM)|. 

1§.  Man  begehret  die  Zahl  75}  In  z^een  Theile  zu  zerle- 
gen,  wann  man  den  kleinen  Zens-Zensice  multiplicnei ^  und  den 
grSssern  cubiret,  die  Product  zusammen  addiret  dass  die  klei- 
neste  Summa  kpmmey  so  unter  allen  niuglicb  seyn  kau.  Facit 

19.  Zertheilet  eine  gewisra  Zahl  a  in  zween  Theile,  also 
dass  der  groste  Tbeil  sei  32^,  nann  man  zum  Cubo  dieses  Theils, 
den  Zens  de  Zens  des  kleinern  Theiis  addiret,  soll  die  Summa 
unter  allen  die  kleineste  seyn.  Zuvernteben,  trann  man  die  Zahl 
a  in  zvveeo  andere  Tbeil  zert|ieilen  violte,  den  Cubum  und  Zens 
de  Zens  addiren^  so  wurden  doch  diese  Summen  allemahl  grüs- 
ser  kommen,  als  die  vorig  kieine;äte.  Was  ist  a  (üt  eine  Zahl? 
F«e.4IH. 

SO.  IVlan  hat  eine  Zahl  a  in  zween  Theile  zertheilet,  davon 
der  eine  Theil  grosser  ist,  als  der  andere;  Wann  man  den 

Zens  Ue  Zens  des  kleinen,  und  da^  Quadrat  des  grössern  Theils 
addiret,  so  kümnft  die  möglichst  kleineste  Summa.  Was  ist  a  für 
eine  Zahl?  Fac. 

•1.   Eine  andere  Zahl  ist  in  zween  Theile  zertheilet,  «Ifo 

dass  die  Differentt  ihrer  Quadraten  thut  7023?.  Wann  man  den 
Zens  de  Zens  des  kleinen  zum  des  griissern  Theils  addi- 

ret, so  kömmt  die  allerkleineste  Summa.  Ist  die  Frage;  Was 
es  für  eine  Zahl  sey?  und  derselben  Theile '1^  Fac. 

n.  Eine  gewisse  Zahl  a  ist  in  dre|r  Tbeil  zerleget,  da?oa 
stehen  die  beyden  ersten  oder  kleinesten  Theile  in  proporiiont 
tripla;  Wann  man  den  ersten  Tbeil  Zern  Zensice  mulUpL  den 
zweyten  c-u6/ret,  und  den  dritten  Tbeil  guadriret,  die  Pfoducta 
zusammen  addiret,  so  kömmt  die  kleineste  Summa,  so  unter  allen 
andern  Abtheilungen  möglich  seyn  kan.  Frage  ni^ch  der  Zahl  a 
und  deren  Theile?   Facit.  1 

M.  Herrn  Joachim  Mickael  Bnm^it  Andencken. 

«/fingst  weiten  Bernd  und  Cord  ein  fiandelschaffi  begioneo» 

Oh  sie  mit  gntem  GlOck,  i^as  hOnten  dran  gefrlonen. 

Jis  soll  ihr  beyder  Summ  die  alleigriiste  seyn» 

Cord  hundert  seehtiig  Uarcfc  legt  mehr  als  Bonmd  elni, 

Aiemit  war  Bernd  eonient:  Doch  wolt  er  es  se  passsn. 

Im  Fall  er  seine  Zahl  recht  wird  cubiren  lassen, 

Jfoss  Cord  denn  sefai  Qmdrat  dem  Oibo  legea  b^» 
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ifit  de»  Beding,  das«  diss  die  kUintto  Smraia  My» 
lit-  alao  dar  CMrael  nacb  beyder  Sios  voUsflgen. 
Com2  dodile  bin  iiod  ber,*weil  «r  dem  Wein  gewogen, 
fliltt*  er  wobl  Lool  gebobt  aoni  gotoo  Weino-Kanff, 

Jn  welcfaem  kein  Vertuet,  oad  wann  kein  Nute  daraaff, 
£5  wSre  denn  glelehTiel,  mn  bStf  Ibm  selbst  zum  bestOB, 
X*u8t-Frulich  könt  roaii  eoyn,  mit  guten  lieben  Gfist^ 
Bernd  aber  war  bedacht,  zu  kauffeo  gut  Confecit 
l?08ienen,  Mandeln  und  wa«  sonsten  lieblicb  schmeckt. 

würden  sie  bald  eins,  ein  jeder  solt'  anlegen 
iVacb  seinem  Sinn  sein  Geld  und  dann  der  Handlung  pflegen. 
Den  Rechner  fragen  sie:  Was  sie  geleget  ein? 
TVifl  er  es  recht»  so  ist  sein  Lohn  Confect  und  Wmo. 
Erinnerung:    Wann  hier  gesagt  wird,   dass  ihr  beyder 
Somni  die  grOote  aoyn  acü,  so  muas  man  dabey  betrachten,  daaa 
die  Svnuua  von  dem  Cubo  der  kleinaten  und  Quadrat  der  grSo* 
seni  ZabI,  soll  die  kleinato  oeyn,  weiches  aes  der  gegebenen 
iHf0MHU  160.  mag  gefanden  werden. 

94.  Findet  drey  Zahlen,  davon  A  und  B  gegen  einander 
stehen,  wie  2  gegen  3.  Wann  man  alle  3  Zahlen  mit  einander 
multipl.  soll  das  ihoduct  seyn  18ÜU.  Wann  man  aber  die  3  pro- 
dueta  ab,  bc,  ae  addirei,  soll»  die  Samma  die  kleinaste  seyn. 
Wae  sind  es  fBr  drey  Zahlen  gewesen!  Fae.  10.  15.  12. 

S5.  Findet  vier  Zahlen,  davon  A  und  B  in  proportione 
Dupla,  C  und  D  aber  in  proportione  Scsquialtera  stehen,  deren 
Produci  wann  man  sie  mit  einander  rnuliipliciret  sei  780.  und 
wann  man  ihre  Quac/ra^en  addivett  dass  die  allerkleinste  Summa 
komme.  Facit 

•6.  Zertheilet  30  in  vier  Theile,  dass  o,  6,  c  eich  gegen 
einander  verhalten,  wie  1.  2  3.  Wann  man  jeden  Theil  cu6iret, 
and  die  vier  Cubos  addiret,  dass  Hie  allerkleinste  Summa  komme. 
Fac.  6— IVO.  12— 2V6.  18— 3V6.  6V6-6. 

W9»  Findet  fier  Zahlen,  davon  a,  b,  c  rieh  verhalten,  wie 
1.  8.  3.  und  wann  von  der  Summa  der  drey  wsten  30.  ntbirakt' 
rot,  restiret  die  vierdte  Zahl ;  Und  wann  man  von  der  Summa  der 
drey  ersten,  den  Cubum  von  der  vierten  Zahl  subtrahhet,  dass 
die  mSglichet-gruste  Zahl  restire.    Facit  6  f  1V6.  12-|-2V6. 

is-i-sve.  6-i-&V& 

W9»  Man  hat  eine  Ordnung  in  Zahlen,  die  erste  St£tte  ist 
1367.  Die  zweite  987.  Die  dritte  685.  .Die  vierte  451.  &c.  Welche 
ordentUcb  abnehmen.  &s  ist  die  Frage:  In  wilcber  Stfttte  und 
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Th«il  die  hMoMte  Zahl  kome,  da  m'  «ichi  inalir  almaluMn 
kaa;  aondem  waiiA  »an  dia  Oidanoff  weMar  eomHmtltmk  walto, 
hernach  nieder  zunehmen  müste,  auch  weldiee  die  kleinste  Zahl 
eey  ?  Facit  fia  gaacbiebet  ia  dar  m  Stitta,  ond  iat  dia  kMoata 
Zahl  160H. 

MI.  Ea  iat  aiii  ParaUelep^itedum,  deaaan  eSrparlicher  Inhalt 
ist  15181.  daTon  vethalteto  aich  2  Seiten  gegen  eüiandeff,  wie  3 

gegen  5.  and  die  Summa  der  sechs  Flächen  auff  allen  Seiten  sey 
miter  allen  die  kleiaeate.  ist  die  Frage  naeh  den  dreyen  Seiten? 
Fadt  9.  15.  III 

SO*  Mao  hagehret  40  hi  drey  Tbaile  an  serthailaa,  davan 
dia  beydan  ersten  in  pfoporUane  Jhqiia  atahen;  Wann  mnjadea 
Pre«iinef  m  ihrer  aireyen,  dvrch  den  übrigen  dritten  ThaU  dMät 
ret,  und  die  3  QnoKenfen  oädU^^  daaa  die  Snmma  die  allee- 
kl»ioste  aey.  Faelt       VT^  W.. 

Sl»  Findet  drey  Zahlen,  davon  die  heyden  ersten  In 
porUone  dmpia  stehen,  und  tto.maa  von  der  Snmma  der  heyden 
eraten  20  «ij^lraAfret,  die  dritte  Zahl  rostire;  Wann  Inan  swe  der- 
selben Zahlen  mit  einander  mutUpL  and  jedes  Pr^tduei  dnieh  die 
Hbrige  Zahl  dividUet,  dass  die  Summa  der  drey  <}iiellen<sii  aber- 
mahl die  kleinate  sey.  Fae. 

SS.  Findet  eine  solche  Zahl,  und  xwar  die  grüsseste  so 
müglieh  seyn  Ican,  wan  man  dieselbe  in  drey  Thelle  sertheilet, 
davon  die  heyden  ersten  ia  proporÜoM  dupla  stehen,  nnd  ao 
man  ferner  Jedes  Product  von  ihrer  svreyeo,  durch  den  .fihrigan 
Tbeil  dividireit  und  die  3  ptoUenieH  addM»  daaa  die  Snmma 
48  bringe.  Fadt. 

S9f  Zertheilet  die  Zahl  19.  in  drey  Tbeile  solcher  Gestalt: 
Daaa  die  heyden  ersten  sich  gegen  .  daander  verhalten»  irle  2 
gegen  3.  Wann  man  die  Summa  von  ihrer  sweyen«  durch  den 
übrigen  dritten  Theil  dividint,  und  die  3  quotienien  ailcÜret,  dasa 
die  älleikleioste  Snmma  komme?  Fac. 

34.  Drey  Zahlen  der  Regul  Detri  zu  Coden,  davon  die  dritte 
3  mehr  thut  als  die  zweyte,  und  das  die  Summa  der  zweyt-  nnd 
dritten  5  mehr  sey  als  die  erste  Zahl,  und  waan  man  den  Begul- 
Satz  ordeatlieh  ausrechnet,  so  seil  das  FaejI  oder  der  vierdte 
Zahl  die  mOglichat'Uehieate  seyn.  Wie  lautet  der  Regul^tB? 

4  9  6.  PaeU  4.   Diatst  Fadl  4|  kt  dis  Uoi- 

nwte  &AI  «e  nrilglMb  Myn  kan,  dsas  waan  man  dfigr  andere  Zahlsa 
von  gleicher  Betchaffeahslt  nahmen  weite ,  m>  wifis  das  Fadl  immer 
|l*Ss«er  Icoanaa.  AI«  wann  gensmmsn  wiida^ ' 
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•  4  T.  Faeü  4}.  DiMM  Ut  grÖMcr       4^.  nad 

kW  «M  M  Wlcli«v  Gmril  nil  mainm  ZMm  wuit  vwtMliM.  Max 
10  .  •  — r-  ^ ,  JMK  ftf.  irt  iheimAI  mdir  «Ii  4(  A«, 

Wann  aber  die  Aufl^b«  solcher  GeAialt  vorgegeben  würde,  da«« 
die  dritte  Zahl  5  mehr  sejn  «oite  al«  die  Zweyte,  und  die  Saniin  der 
«weit-  und  dritten,  9  mehr  seyn  »o\te,  als  die  erale  Z«||I«  So  itt  dio 
Frage :    Was  es  vor  Zahlen  8e;^Q  müstea.  Fae. 

M*  Man  b^gehral  drey  Zahlen  zu  sucfaen»  davon  die  bey- 
den  erstell  lik  gei^iaaer  Proportion  «tehen,  das  Produet  der  3 

Zahlen,  wann  man  selbige  miteinander  mu/^p/.  sei  =a;  Wann 
man  aber  jede  Zahl  tjfuadrirett  und,  die  3  Quadrata  additet»  soll 
die  Summa  die  mu^lichst^-k leinest«  seyn.  Dieses  begehrt  man  io 
rah'ona/- Zahlen  zu  suchen.  Facit  Die  Proportio  sey  Septupla^ 
a  =  945,  8o  sind  die  3  Zahlen  3.  21.  16.  Oder  es  sey  a= 35000. 
so  sind  die  3  Zahlen  10.  70.  60.  Und  andere  mehr. 

36.  Es  sind  3  Zahlen,  wann  man  selbige  miteinander  mul- 
iipl.  kommen  700:  Die  erste  und  dritte  stehen  gegen  einander 
io  proportione  Sepiupla;  und  wann  man  die  Quadrata  von  den 
dreyen  Zahlen  addiret,  so  ist  die  Summa  unter  allen  die  klei- 
oeste.   Was  sind  es  vor  3  Zahlen?  Fac. 

« 

99.  Die  Zahl  100  begehret  man  in  6  TbeUe  zu  Mrtbeilw» 

also  dass  sieb  verhalte  a  gegen  b  wie  14.  gegen  13.  e  gegen  d 
wie  5  gegen  4.  und  e  sey  der  Rest,  und  «oU  das  ProdMCt  von 
a^äi^e^d^e  das  grosseste  seyn.  Fucit. 

3S.  Es  sind  zwo  Zahlen«  wann  man  zo  der  Summ  ihrer 
Quadraten  das  Product  der  beyden  Zahlen  addüett  kommen 
ö8b.  Wann  man  aber  den  cubum  der  kleinen  zum  Quadrat  des 
grussern  addiretf  so  kommt  die  kleincste  Summa  so  möglich  seyo 
kam  Was  sind  es  ffir  2  Zahlen?  Facit. 

M«  Findet  eine  solche  Zahl,  wann  man  dieselbe  in  zwey 
Theile  zerleget,  und  den  Cubum  des  kleinem  cum  Quadrat  der 
gritssern  addiret,  so  kommt  die  kieineste  SoauM  se  afiglieb  seyn 
kan«  Was  sind  es  für  8  Zablenf  Fadt. 

M*  Findet  eine  solche  Zahl,  wann  nan  diesellie  b  avrey 
Theile  »erleget,  und  den  OAtm  des  kleinem  nun  Quadrat  des 
grossem  addixti,  dass  die  Summa  die  mOgUchst  Ideineste  sey» 
jedoch  dass  sie  noch  6|  mahl  so  viel  sey,  als  das  Product,  wann 
nan  beyde  Theile  mMpL  ist  die  Flage  nach  der  Zahl  und 
deren  Theile.  Fae. 

äMM  Sa  Inf  dfaie>  Zahl»  «Num  saB  dMbe'ba  ti»ey>  ingleiclM 
TÜaüBvrtMM»  te^Ueanet»  ThcA  eiMel,  «ii4eB  grtasm 
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Vebuttgsaufgaben  für  Schüier. 


ftmärtnÜB  keMe  »qwuimmb  üidimt,  so  ist  SmiM  sntor  «U^n 
die  KMBMto,  dodi  ist  rim  ISÜ  niilil  lo  giOM,  iIi  die  eratge* 
OMldte  ZM,  Weldie  ist  dieeeiiiige,  md  detea  Tbeilet  Fae. 

4S.  Die  Zahl  322§?.  begehret  man  solcher  Gestalt  In  3  Theile 
zu  zertheilen,  wann  man  den  ersten  oder  kleinesten  Thell  Zern 
Zensicd  mtdiipl.  den  zweyten  cu^iret,  und  den  dritten  quadriteX, 
die  drey  Producta  zusammen  {tdduet,  dasfi  die  Summa  aus  allen 
die  Ueineste  sey.  Welches  sind  die  Tlieile?  Faeit 

43*  Man  erwelile  eine  lieliebige  Zahl  a,  und  zertbeilet  die* 
selbe  in  drey  Theile;  Wann  inan  den  Zem  de  Zern  der  ersten 
oder  kleinsten  Zahl,  den  Cubum  der  ztreyten,  und  das  Quadrat 
der  dritten  Zahl  zusammen  addixeXt  dasK  die  Summa  die  kleinste 
sey,  und  begehret  man  dieses  in  gantzen  zu  finden.  Welches 
ist  die  Zahl  a,  und  deren  Theile?  Fac. 

Neeli  begehret  man  ebe  gewltee  Zebl  a  in  diey  Tbeile 
wa  aerfliniliiif  Wann  man  die  beydea  kldnere  Theile  niit  einan- 
der vndÜpÜidieit  und  das  ProdMti  wim  grossem  Tbeil  tubtrahi' 
let,  ee  restiren  Wann  man  auch  den  Zens  de  Zens  des 

ecaten,  den  Cubum  des  ztveyten  und  das  Quadrat  des  dritten 
oder  grusten  Theils  zusammen  addiret,  so  kommt  die  kleioeste 
Summe.  Was  iet  a  fiQr  eine  Zahl  und  welches  sind  die  Theile  ?  Fac 

«•  Man  begehret  die  Zahl  CMML  selcher  Gestalt  in  5  Pm*  ' 
U$  an  sertbeilen,  dann  A  nnd  B  in  proporHone  Dupla,  C  vnd 
D  in  proporiiane  tripla  sich  Terhalten,  wann  man  Jeden  Thell 
eubitett  nnd  die  5.  Cubos  addiret ,  dass  die  Summa  die  mogliehst 
Uetoeste  sey.  Welches  sind  die  Theilel  Fac 

Bey  solchen  und  dergleichen  KuosCreicben  Ae^^aben,  rauss 
man  den  Grand  webl  erferschen,  damit  man  ein  fest  imd  sicher 
F\mdam€ni  habe,  sensten  irird  man  sie  schwerlich «snr  richtigen 
iSoIntiosi  bringen. 

46*  Eine  gewisse  Zahl  ist  in  drey  Theile  zertbeilet:  Wann 
man  den  ersten  oder  kleinesten  Theil  Zens  -  Zensice  multipl.  den 
mittelsten  cu6tret,  und  den  dritten  quadrirei,  die  Producta  addu 
ret,  so  ist  Summa  unter  allen  die  kieineste,  jedoch  ist  sie  noch 
51  mahl  so  gross,  als  die  erst  gemelte  Zahl.  Ist  die  Frage  nach 
derselben,  wie  aneb  deren  Tbeile?  Padt 

4V.  Es  ist  eine  Zahl,  und  sww  die  grOste  so  sein  kan.  In 
drey  Theile  zertbeilet;  Wann  man . den : Mten  Theii  Zens'Zen- 
M  rnnit^  dea  aweilaai  ciMet«  uid  dm: dritte«  0HMirM»..die 
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drey  Pmducia  xusamroen  addirei,  so  kommen  15544649^.  Hier* 
WOB  hat  man  die  Zahl,  und  deren  Tbeile  so  finden.  Faett. 

Wann  es  zom  Nutzen  geht,  wil  man  das  GrGste  z&hlen, 
Beyin  Schaden  und  Verlust,  das  kleinste  gerne  wehlen; 
Wer  diss  nicht  treffen  kan,  der  8uch  die  Mittel-StntfS« 
Da«  Mittel  sichrer  ist,  ko|nipt  be««er  pfft  m  pas«. 


M  i  s  €  e  1  1  e  ttf 


Ven  dein  Heraucgeber. 

Die  folgende  Anfgabe,  von  d«r  mir  gd^gMitlleh  ein«  aebr 
weitlSüfige  AuflSamig  ebtgegeDtrats 

•  Dvrcb  Bwei  Punkt«  einer  ElUpae  aiod  Berfibrende 
an  dieaelbe  gelegt  Bs  sollen  die  Coordinnten  ibree 
Dnrchecbnittepnnfcte  and  die  Gleiebnng  den  dnreb  die- 
nen Pnnkt  gehenden  Onrehmennera  genneht  werden, 
«Man  soll  ferner  die  Coordinaten  des  Panktes,  In  weN 
eben  der  Dorchmesserund  die  dnreb  die  beiden  Berfib- 
rnngspunkte  gehende  Sehne  sieb  schneiden,  bestim- 
men and  neigen,  dann  diener  Punkt  die  Sebne  balbirt 

wird  auf  die  leiebteete  und  el^giiileete  Weise  doreb  Ebiflttrung 
-der  Winket  selUst,  welehe  Ich  In  der  Abbaadhnig  TU.  XSUV. 
Nr.  XXIX.  ndt  dem  Ninnen  Anomaüen  lialegt  habe.  Sind  nSm. 
lieb  n^,  «1  die  Anomalien  der  lieiden  gegebenen  Punkte  der  Ellipse 
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oiid  folglMi  deomw^t  6«iotio  und  aoMui,  Asiii«!  derwi  Covrdt^ 
nafen,  ao  diid  (*. «.  O.  ^  4. 8. 375.)  die  GI«iebiiBg»ii  dar  Beiib- 
rendeo  der  Ellipse  io  dtoen  Ponktea: 

|eosi^)-|-|«iii«^sssl, 

Folglicb  erbSIt  man  fOr  die  Ooordioaten  st^,  ff  des  Durcbeeboitts- 
pukto  der  beide»  BerfiiirttDdeD  aogleieb: 

x' 

^«a(tio--iii)ssmiib  ^eini^  s2eioi(ti^--ii,)coei(ii^ -I- Iii) » 

^  siD(aiio-ifi)«eoeii|-eoeti^a2eiD|(i^— iii)ein|(iib-f  IH); 
eleo: 

Die  Gleichung  des  durch  den  Punkt  {x'y')  gebenden  Durcbnies- 
eers  der  Ellipse  ist  also: 

b 

ar  = -  ^taDg4(iio  +  «i). 

Die  Goordinaten  des  Mittelpunkts  der  Sehne  sind: 

laCeosMo-l-costii)  =  acos4(ii^-f  ii|)cos|(i^— Ki), 
|6{8ioii^  +  sin«,)  =  b  sin  i(fib4*»i)eos4(i(o-ti|); 

folglich  ist  die  Gleichung  des  durch  diesen  Punkt  gebenden 

Durchmessers  der  Ellipse: 
•    ....  ^ 

jrÄ-«tangi(tio+ii|)* 

Vergleicht  man  dies  mit  'dein  VerbergeÜenden,  «o  eiebt  man, 
dass  die  dareb  den  barchsebnittspankt  der  Berffbieaden  .vnd  den 
Mittelpunkt  der  Sehne  ^ögenen  Dnrebniesser  dmeb  dieeellie 

Gleiöhnng  charakterisirt  werden,  folglich  mit  einander  zusammen- 
fallen, womit  der  Satz  bewiesen  und  daiier  Alles  anf  die  ^n* 
Miste  upd  lelcbi^le  W,eise  .eiJed^  ist 
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Von  dem  Herausgeber. 

Fflr  Aufgaben  von  d«r  Art  der.lblg«iideii: 

Von  einem  Dreieck  sei  eine  Seite  a,  der  ihr  ge> 
genOberliegende  WtoM*Ji«»4  der  ßadine  r  .dee  ein- 
beeehrieb.enen  Kreise«  gegeben;  man  soll  das  Dreieck 
bestimmen. 

begegnet  man  öfters  ziemlich  weitlSafigen  Aufluaongen,  wogegen 
die  in  meiner  Abhandlung  ThI.  XXXVl.  Nr.  XVIII.  «ich  findenden 
Formeln  meistens  die  Auflösung  auf  der  Stelle  liefern.  Bezeich- 
nen vrir  n&mlicb  den  Halbmesser  des  nmscbriebenen  Kreises  wie 
dort  dareh       so  ist  ^a.  a.  O.  {.  8.  S.  390.): 


also  R  ans  den  Datis  der  Aafgalie  ielebt  m  berechnen.  Nmi 
ist  aber  (a.a.O. f. 3.,3«d3a>s  . 


r  SS  dJSsiniil  sinißsin 
also: 

*«f**«r,4^ia-...  ..  ,„,  ,, 

Weil  nno 

•  *'••'*' 
leesidlr:  C)  -  ^  G)  9  siai0aln|C 

ist«  so  ist;  .  .  -.'..•'"•!:•  »  ;  ' 


1(0— C)  bestimmt;  und  weil  man  nnn  \{Bi^C)^W^\4 
kennt,  so  sind  C  gegeben,  also  das  Dreieck  mittelst  der  ein- 
fachsten Regeln  der  ebenen  Trigonometrie  bestimmbar«  die  Anf- 
gabe  also  gelost. 

Leicht  erldllt.  ifiaa  nnmittelbar  in  den  g^pbjsa^,  3tArfcan, 
anagedfticfct: 

eosi(il  -  O  SS  «lAi^ -l-r  ^«i^- 


BemerküDg  sa  Tbl.  XLV.  Nr.  XI. 
Von  Hstia  ProfeMor  Dr*  Dieager  Ja  CarUrnk«. 
Ton  de«  swei  Kvrveiunvelgen  «ntsprieht  anr  der  mtere 


Digitized  by  Google 


230  MüeeUem. 

(ti<V3)  den  Bedingaogen  der  Aufgabe  (kleinster  Widerstand). 
Dies  ergibt  sich  aacb  sofort  aus  den  bekanuteu  Regeln  der  Va- 
riationsrecbnung*).  Da  nSnlleiii 

SO  ist: 
dara[*ts 

HiAi  tt«M,  WM  «to  MhifMni  «wlitiHleB  mIh  ioO,-  «Ii  s<r  ketümit 


+»^=0  (•) 

ilt infterbalb  dtn  Knrv«.  wo    «tue  Koosteal«.  Es  mOsste  alao  seio : 


Nai<  ist  der  Differeotialquotient  der  zweiten  Seite  negativ;  also 
nimmt  dieselbe  zu  mit  abnehmendem  u.   Für  u  =  v3  ist  sie 

[M3)4-^  Nianit  man  dio  M  kleiner  nie  diese  CMsee, 
eO'  Iii  die.€lleldiii6g  (a)  sieht  ii^kgikfi  fifr  il<V^   feiM  ist: 

Mdi*  GiMe  liar  dätta  pbeltiv  Ut,  wen«  ti  <  l/St. 
Damit  ist  die  Bebauptang  erwiesen. 


*)  Bei  raetner  olien  nn^efährten  Abbniidlong,  aaf  welche  eich  diese 
Bemerkungen  bezichen,  aollie,  wiu  au«  der  ganzen  Abhandlung  erhel- 
lst, der  Gdkaaeh  der  ^gentticliea  Variatioaueelraasg  gsii  anegeaehleaseB 
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Ueber  eise  neue  Liaiite.  . 
Vm  Harm  PwCmmw  Fraat  Dnfariiagtr  ia  Wiaa> 

Dm  der  Aoadrack 

fflr  anendlich  wachsendes  m  immer  swischen  den  Grenzen  i  und 
4  enthalten  bleibt»  i»t  leicht  su  erkennen  und  wnrde  schon  oft 
erwähnt,  namentlich  bei  der  Discnssion  der  harmonlsehen  Reihe. 
Im  Folgeaden  aoU  die  Greoxe  baatimmt  woidaa»  «rticbar  sich  der 
Avadrnek  (!)  mU  wm»mmAm  Vf^Hkna  nm  m  iniMr  Mahr  aih«it. 

FOr  ii<«i  Mi  /.  ' 

■ 

aeUen  wir: 

•  1         1    .    1    .    J  1 


so  wird  aaeb: 


SS  1  -  ^  5jI  +  JjÄl«— ^  ... 


and  Ar  «aacoi 


"i  1 


(3>  UmS  . 

s  1  ^Ub;^ .f  Un ^ -^Lin A  Ai« -f. .... 

Hl"  Hl*  ■  nj*  • 

Nun  ist  bekannUtteb,  wano  Bg,  ü^,...*  die  ßaraoalli'adMM 
Zdilaa  bedeotens 


M*.  $ 


alao: 

aalit  flMHi  hi«ia>a:l,  S.  3,....  aad  aabatttairt  ia       aa  falgt: 
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(5)  .  .  .  *  UiiiSj^al'-i-|.|-...aBlg2» 

wobei  lg  den  aatflilielieii  Logaiitbawt  bcaetduiet.  Bs.  iat  also: 

(6)  .  .  .  Lim  j^  +  ^  +  ^....+i)==lg2. 
Auf  dieseibo  Art  findet  niao  ancbt  .  • 

*  '    "  (     1  1  1  Ii 

Von  der  Richtigkeit  der  Gleichung  (6)  kann  man  sich  auch  auf 
folgende  Art  Sberzeagen.  BekaootUch  iat  die  Con^tante  des  lnte> 
gral -Logarithmus : 

(10).  .  .UvjCl-l-i+U  ..•+i-lg>»)aO-S773.^, 

i  i  .. 

also  iit  wtAt  . 
odet : 

W773....+Llm(|5^,+^^+...+  ^^   

mithüi«  wie  oben: 
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Vom  dem  Beraot^eber. 

« 

Dreieck«  in  bestimroefl»  deren  Seiten  ratienal  sind, 
vnd  in  denen  die  Summe  der  drei  Seite«  dreimal  so 
groce  ist  als  die  Hdhe  in  Beaeg  avf  eine  dieser  Seiten. 


Die  drei  Seiten  des  Dreiecks  seien  x»  z;  die  Hube  in 
Besag  anf  die  Seite  s;  sei  «.  Setsea  wir  wie-  gefrSbaUcb: 


so  ist  der  labalt  des  Dreieelm  bebaontUch: 

nnd  da  der  labalt  aadi  %ux  ist,  so  «rbalten  wir  die  Gleiebnng: 

U«a:«  =  4f  (j  -  j:)  (s        (s  ~  z). 

Naeb  der  Bedingung  der  Aufgabe  ist: 

alao  3its:2«,  u=^U,  tt*ss|jS;  folglicb  nacb  dem  Vorbeigebeadeo: 

1^4^  =  4f(«-ar)(#-2,)(i-j), 


AnflOsang. 


«  +  y  +  «  =  2«. 


also: 


Setst  man  Jetzt  y  ^  tssv,  so  bat  man  die.Gieiebvngen : 
aus  denen  aieb: 


alao: 


folgUeb  nacb  dem  Obigea: 


TJi«U  XL  VII. 


16 
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folglich : 

ergtebt;  alfo,  wadb  wir 

5i  —  Ö;c 


.  setzen: 
Leicht  erhSlt  man: 

« 

folgUeh  nach  den  Obigen : 
also  meh  leichter  Recbnnog': 

0(5-««)  * 

6(5— «0*)  *• 
Folglich  aiod  die  drei  Seiten  des  Dreiecks: 

6(5— flo*> 


IT« 


*  6(5— «■) 

Leicht  erhält  man  hieraus: 

.     .       18  —  2«»  2(fc«-9) 
a:-i-y-|-»=:  a:=z  o:, 

folglieh  nach  dem  Obigoos 
wie  es  sein  muss. 


Digitized  by  Google 


MteeUm.  235 

SeUt  man  z.  B.  «0=0,  so  ist: 

—  13  _J3 

.i;  —  jr,   y  —  JO*'    ^  —  10** 

also: 
folglich : 


18 

8 

10*"" 

10*' 

18 

13 

5 

10*"" 

10* 

-"10*' 

18 

13 

5 

10*  ~ 

iö* 

=  iö*' 

folglich  nach  dem  Obigen: 


2  1   1  A   .     4.I44_^  ^ 

ux  -  *iioiO  1010*  "~    10000  * 


und  hieraiM: 


2«  12.5   _6      «  _18 
100  *  —  6*'  »»»—5*» 


rolglich  nach  dem  Obigen  3u  =  2f,  wie  es  sein  soll. 

Naturlich  rouss  man  w  so  annehmen,  dass  die  drei  Seiten 
positiv  H-erdeo,  vras  wir  jetst  bi«r  nicht  weiter  verfolgen  wollen. 


Bemerkung  über  die  in  Tbl.  XL  VI.  Nr.  VII.  aufgelöste  Auigabe. 

Von  Hprrn  A.  Barslry,  Stadiraad««  an  der  Univenitit  in  Odos««. 

Der  vorstehend  genannte  Aufsatz  liefert  eine  Auflüsung  der 
folgenden,  zuerst  Ton  Herrn  Nicola  Cavalieri  San  Bertolo 
in  de»  Atti  dell' Aceademia  Pontifieia  dei  DuoTi  Iiia- 
eei.  Anno  XIX.  Sea«.  III«.  24.  Febbr.  186^  bebaodelten 
Aafgabe: 

Zwei  im  Punkte  A  unter  dem  Winkel  a  sich 
schneidende  Gerade  AX  and  AY  werden  von 
einer  dritten  Geraden  RS  in  den  Punkten  B  und 
C  so  gescbalttea»  dass  das  Dreleeir  CAB  =  ä* 
ist;  Tstbindet  man  nun  den  Mittelpunkt  P  tod 
BC  mit  A  und  theilt  AP  in  N  se,  dass 


t 


236  MitCßUen, 

NP:AP=l:k 

ist,  so  soll  der  geonetriscbe  Ort  des  Punktes  iV 
für  alle  Lagen  von  RS  bestimmt  ir^rdeo»  bei 
deneo  Dreieek  CAB  =  ist 

Diese  Aofgalie  iet  tSn  besonderer  Fall  eieer  aligemeinem, 
die  sieb  im  Wesentficheo  gana  oacb  dereell»ea  Metliode  lOeeo 
liest«  wie  die  speeiellere  tod  Heim  Thiel  behandelte  Aufgabe. 

Die  allgemeinere  Aufgabe  IMast  sich  auf  folgende  Art  ass> 

Sprechens 

Zwei  im  Punkte  A  unter  dem  Winkel  o  sieb 
schneidende  Gerade  AX  und  AY  werden  von 
einer  dritten  Geraden  /iS  in  den  Punkten  ß 
und  C  so  geschnitten,  dass  Dreieck  CAB  s=A' 
ist;  tbeilt  man  nun  BC  in  P  so,  das« 

CPiCß  ^Itn 

ist,  verbindet  P mit  il  ond  tbeüt  APlnlf  so»  dass 

so  soll  der  geometrische  Ort  des  Punktes  ilf  fflr 
alle  Lagen  von  RS  bestimmt  werden,  bei  denen 
Dreieck  CAB  ist 

Die  AnflSsuog  ist  dann  dieselbe,  wie  bei  Herrn  Thiel,  nur 
sind  die  Coordinaten  von  Pz 

I         n-l  ' 

n  '        n  ^* 

und  die  von  XV: 

h-\  (A_i)(„-i) 

*  =  -Är*"  f  =  — Mi — 

odert 

1  2(A— l)(fi-l),, 

*  =  -ll5-*»'    =  JiF,  

Die  Gleichung  des  gesuchten  Ortes  ist  daher: 

welches  die  Gleichong  einer  Hyperbel  zwischen  ihren  Asympto- 
ten Ist  Setst  man  darin  iiss2,  se  ethilt  mm  die  ven  Herrn 
Thiel  gefundene  Gleiehmig: 
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Die  Gleieliiiiig  dlaeer  Hyperbel  sirieeheo  ihren  Azen  icC: 

.also  sind  ilire  Ualbazen: 

a  =s  ■    ]^     V  (ft— ])cotia,  6  =  — jgj —  V  (»—  1)  tgia  S 
uod  die  Abscisse  ihres  Brennpunktes  ist: 

Ist  a=9Qfi,  eo  iat  dieee  Hyperbel  aoeb  gleleheeitig,  und  ihre 
Gleieboog  iet; 

Moltiplicirt  man  die  beiden  Halbaxen  mit  einander,  eo  erhilt  man ; 

und  folglich:  , 

/  An  y  ab 

was  folgenden  Lebreats  giebt: 

Zieht  man  vom  Mittelpunkte  A  einer  Hyperbel, 
naeb  einem  beliebigen  Punkte  iVdereelben  eine 
Gerade,  verlängert  nie  Uber  N  hinane  bi«  P, 
eo  dann 

NPiAPssUk 

ist»  abd  zieht  dnreh  P  eine  Gerade  bis  zum 
Onrehaebnitte  mit  beiden  Asymptoten  in  B 
und  C,  ne  daee 

PCiBCsslzn 

ist,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  Dreiecke  ABC 
ein  constanter,  nämlich: 
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VerallgeDieineruns  der  Tbl.  XLVI.  S.  359.  nihgetheilten  SiimmeDformelB 
(4)  uBfl  (5)  ud  einige  daraus  sidi  ergebende  spccielie  ftenltate. 

Vom  Berrn  M.  Curt««,  oHetttl.  Lehrer  sm  RAnif^i.  GjnmM.  tti  Thorn. 

Die  oben  genannten  l)ciden  Fornielt»  lasson  eine  heinerkens- 
werthe  Enveiterunjj  oder  Voralli^enieitK'rnnj;  zu,  die  ich  niir  hier 
noch  mit/.utbeiieii  erlaube.  Um  die  tonneln  niciit  in  übergrosser 
Breite  schreiben  su  nifisseo,  bediene  ieh  mich  durchueg  des 
Sammenceicben«. 

In  den  beiden  belsannten  Formeln 


sin  jt^ 


(I) 


setze  mar»  der  Reibe  nach  =  1,  2,  3,...,,  w  —  3,  n  —  '2,  n — 1, 
und  addire  sammtlicbe  Gleichungen,  so  erhält  man,  wie  man  leicht 
fibersiebt,  nenn  man  noch  beiderseits  mit  sin|^  roultipliclrt: 

«-1    n-1 

siiii^  £  (n— i)co0(9>-|-A— ltp)  =  2;  cos[9>-fi(f>~])iji]8ioif»^, 

•ini^'^Sin—k)  8in(9>  f  "i'8in[qi>-M<f»^I)V']8ini|i^. 

Jedes  l'roduct  rechts  verwandle  man  jetzt  in  eine  Differenz  zweier 
Sinusse  oder  Cosinusse  resp.,  dann  entsteht  nach  leichter  Höh 
formung : 

28lni^"i\n-'i)co8(9-|-Ä^^)  »  ^810(9-4^ ffi-l^]-»8in(9)-i^), 

«-1    n   

28lni^  £  (it>-l)8in(9-|-iL~l  ^)=:2;co8[9>-i^  f  fA~i^H*>C08(9)-i^). 

Die  Summen  rechts  gehören  ittr  9>=q[>  — ^ip,  prssn  re^p. 

80  Formel  (2)  and  (I)  und  wir  eiliaiten  fflr  sie  besflglicb ; 

sin  [y  -f  ^  (»  ~  ^)     '  8'"  i»^'      cos [y  -f-  j (n—2)     . «in  jn^ 
—  f —  *         ^  ■  . — ,  — • 

si[i|y  8in|y 

Dies  eingesetzt  gibt  endlich  die  Formeln: 

—  _sin[y-fK«-2)<P]'gin|«<r-«sin(y-|i|>).8in4TM 


£  (n-A)cos(y+A-l)V'=-^^^  ^^l^i^ 


"^^n— l)ain(9-fi-l^)  (4) 


^  cos  [y + 1  (n — 2)^] .  ain  —  n  cos  (y  —  ^) .  sin  ^ 
  Sain^ 
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Setzt  man  bierin  <p=sx  und  im  ReSulüite  Air  ^  wieder  9,  ao 
entsiebt: 

2;  (ii-4)co8(A-I)9  =  2iln«|^  

(6) 

Z  («-~A)sin(i-l)9>  =  2^1^14^  

Setst  nan  dagegeo  ipssp,  «p  erhfilt  man  die  io  der  Debet* 
scbrifl  ftenannten  Formeln: 

(llr-i)coal9>  =  ^sin^i^^  '  *  •    . '.^ 

*^ ,      «V  .  •        »«in  o)  —  sin  »ig»  ^ 

f  ("-«""»^=— 4a»*i^— •  w 

Sie  ergeben  eicb  aino  an«  dieiten  allgen>eiiipn  i^orroeln  Jn  der 
Gestalt,  die  ich  deneelbeii  abweichend  von  Herrn  Dorna  gege* 
ben  habe.  Setzt  man  weiter  g)  —  2^,  so  entetebt,  wenn  man  im 
Resultate  für  ^  wieder  9  sebreibt: 

<«) 

"y*  /•    2  w».  n    n  «     ein  j  (n  -j-  2)  y .  si  n  jny  ~  wain 

(10) 

£  («— X)«m(A  +  l)9=  2einHy  

Dagegen  erhSlt  man  Hlr  ^ss2y  die  beiden  Formeln: 

Setst  man  aber  in  (7)  nnd  (8)  ys2y,  so  entsteht: 

"v*/            .»1  sin*»y-«sinV 
2;  (»-X)cos2^  =  asinV  •  • 

"^.S      IV  •  at  nski2y^slB2iiy 

Verbindet  man  endlich  Formel  (7)  und  (9)  oder  auch  (8)  und  (10) 
durch  Addition  und  Subtractioo  mit  einander,  so  erhält  man  beide 
Mal  übereinstimmend,  wenn^man  noch  2^  statt  9  schreibt: 
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-z (.-i)c«(^+ = »^^ ..(16) 

•i' (. (2^■^ l)y =- '"^ (n+l)y^ln.y-«sin^  ^^^^ 

Aehnlicbe  Formeln  wfirden  sich  durch  weitere  Spacialisimn- 
gen  noch  in  Menge  ergeben ,  wir  sehen  jedoch  hiervon  jetzt  ab 
und  wolIeD  nur  das  Veriahren,  das  wir  auf  die  Formeln  (1)  und 
(2)  anwendeten,  nochmals  auf  die  Formeln  (4)  und  (5)  in  An- 
wendung bringen.  Zu  dem  Ende  setzen  wir  in  den  genannten 
Formeln  nach  und  nach  für  n  retip.  in,  m  —  l,  m — 2,....,  4,  3,  2 
und  addiren  sSnuntliebe  Resultate,  das  liefert: 


m— 1 


Sain [9 -f  i(fi  —  2) ^]  .sin  ift^- lm(M-f l>«iii(7~l^) .sini^  ' 


m 

Seo»     +  i  (f* — 2)  1/;] .  sin  l^'ip  —  4m  (m  + 1)  cos  (9)  —  if) .  sio  ^tp 
=  — .  2  sin -^4^  ' 

wo  rechts  bezflglich  —  itp).6in4t/;  addirt  and  subtrabirt 

ist.  Zerlegt  man  jetzt  nach  bekannten  Formeln  die  Producte 
onter  den  Summenzeichen  auf  der  rechten  Seite  in  Differenzen, 
80  erhält  man  nach  leicht  in  die  Augen  epringenden  Umformungen : 


tn — 1 


^     *  28ioH^  • 

"I*  (j»-i)(iii-i+l)riD(9+Ä=lt) 
m   

Ffliirt  nun  dio  Worthe  der  Snnmoo  auf  der  recfttm  Mte  naeii 
Gleidiinig  (1)  nod  (3)  ein,  so  erUIt  naii  eodücli; 
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(m— A)(m-A  +  l)cos(<p+X— H)  .  .  .  .  (17) 

{— C08[9P  -|-i(m~l)^].sin4m^-f  mcos(<p— i^)siDi^co8^  \ 
—  m'gin  (y  —  ^)%vBk^^   ; 

2810»^ 

^  (m  — A)(m— A  +  l)sin((p  +  i— 1^)  .  .  .  .(18) 

i— 0in[9-|-i(m — l)t/;].8inimi;>  +  msin(qp— J^)siii4^co«|^  ^ 
  -f  in*cos(y--^i|j)gio*ti|>  '  / 

Seilt  man  bierio  ^sa3q^,  so  •otstohi,  wfe  leicht  sn  sehen: 

Y(«-*){-H-i+l)«-(M-l)9=2i2i=|=^  (110 

Yc- »)(— i  +  D-P-i-O^-^^i!^— ^.  (20) 
let  d«g«§eii  ^as9,  so  eDtetehl: 


Z  (m— 1  +  I)ee«a9  (21) 

m  cos      81  n  ^9 — iw*  s  i  n  ^rp  —  co8  \{m  + 1)  y  sin  ^niy 

28in  ' 

'^\m—Jt)(m-l -1-1)8111^9  .....  .(23) 

m(ii>-f  i)s'»n^«9?cos^y  —  8in^(m-f  l)y  s\n\mfp 

2siii»i<p  • 

a.  8.  w.  Die  Vergleichung  von  Formel  (14)  und  (19)  liefert  ooeb 
die  iotereesente  Besiehnng: 

(28) 

sin  fp£  (»  -  i)  (n  -  ;i  -f  1)  eos  (2il  - 1)  9  =  2"i  (« — l)  sin  2^9. 


Von  dem  Herantgebar. 
Drei  Gleichungen  von  der  Form: 


> 


y^s  se 

wflrde  nan  wohl  am  Beaten  auf  feigende  Art  I8aen: 

16' 
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3f=  2  '   »  =  §  . 

— ^  =r  a*f 

3«*— 26ar  =  Ä^-(Ä»+c^, 
2o*— (6*  +  c«) 


3 


4rss  ^  , 

y  =  6  


26-3c+V6a2_26«— 3c». 
zs  g  , 

Sil  Beiiehong  der  oberen  nod  untereo  Zeicheo  aof  eioander. 

Bei  alleo  solchen  AufgabeD  ist  aof  die  Beziehung  der  oberen 
und  nnteren  Zeieben  mit  der  grOaeten  Ser|^t  m  achten,  was 
▼on  Schillern  sehr  oft  nicht  geschieht;  deshalb  als  Beispiel  diese 
gelegentliche  sehr  elementare  Hittheilong. 


Druckfehler. 
Tbeil  XXIV.  Seite83.  Z.4.statt  y^-f 'SmC}*^«^  Mtae  man 

Theii  XLVl.  äeite  433.  Z.  I.  statt  n^m-i-p  s.  m.  7t-m-|-l. 
$,        t$  „    435.  Z.  1.  statt  C5C5  s.  m.  C5C0. 

„        «         „    451.  Z.  9.10.11.12.  V.  u.  ist  statt  2*  über- 
all 2*  zu  setzen. 
„        „         »    483.  Z.  19.  satt  4. 21  s.  m,  7.21. 
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Die  vier  merkwördigen  Funkle  des  Dreiecks^  analytisch 

behandelt 

Vor 

Uerrii  Hofgerichts  -  Registrator  Carl  Meitler 

in  Dftrniatadt. 


ABC  stellt  ein  beliebiges  Dreieck  vor,  die  Winkel  desselbeo 
sind  A,  B,  C,  die  gegenüberstehenden  Seiten  a,  h,  c.  Die  Linie 
c. liegt  in  der  Abscissenaxe.  Der  Anfangspunkt  in  der  .Spitze  A. 
Das  System  ist  rechtwinklig,  a,  ß  »imi  die  Coordinaten  der 
Spitze  C  de«  Dreiecks.    (Taf.  VI.  Fig.  1.). 

Voraasgesetzt  wird,  dass  die  Hohen,  die  Senkrechten  aas  der 
Mitte  der  Seiten,  die  Transversalen  und  die  Halbirung^iioieti  der 
Winkel  eioes  Dreiecks  io  eioem  Puokte  eicb  schneiden. 


fi.  2. 

Sehneidepnnkt  der  HShen  dee  Dieieeke  (sb^,  y'}* 

(TbC  vi.  Fig.  2.). 

Die  Gleichung  der  Senkrechten  aus  der  Spitze  C  ist  x'  =  a. 

Die  Gleichung  der  Senkrechten  aus  der  Spitze  B  auf  die 
Seite  6  ist,  da  sie  durch  den  Punkt  (c«  0)  geht  and  aof  der  Linie 

b,  deren  Gletehung  y  =  -  .c  ist,  senkrecht  steht,  3f  s  —  ^(a  —c). 
TImU  XLYU.  17 
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Seilt  man,  mn  deo  Schneidepankt  der  HShen  sq  finden»  in 
den  resp.  Gleichnngen  m  and  f/  gleich,  so  erbftlt  man : 

j^sso;  5*=  —  ^(«— c)  =  j(c— «). 


Scfaneldepanilrt  der  Senkrechten  ane  den  Mitten  der 
Selten  {ar^        (Taf.  VI.  Fig.  3.).    (Mittelpunkt  dee  um* 

sehriebenen  Kreieee). 

Die  Gleichung  der  Senkrechten  aus  der  Mitte  der  Seite  c 
ist  X  =  . 

ß 

Die  Oleicbang  der  Linie  6  Ist  y  =  ~;r.   Die  Goordlnaten  den 

Mittepunkte«)  dieser  Linie  sind  i/z::2\ß,  ;r  =  ^o.  Die  Gleichung 
der  Senkrechten  aus  der  lUitte  von  6  ist  also: 

^--¥/S=  —  ^(«— 4«)- 

Den  Schneidepunkt  dieser  beiden  Senkrechten  findet  man, 
wenn  man  in  ihren  re«p.  Gleichnngen  s  nnd  y  einander  gleich 
eetit;  man  erhilt: 


§.  4. 

Scbneidepunkt  der  Transversalen  des  Dreiecks  (a^,  tf), 

(Taf.  VI.  Fig.  4.). 

Die  Linie,  die  die  Mitte  (^^»  ^  ^  der  Seite  a  mit  dem 
Anrangepvnkte  (Ol  0)  Terbindet,  bat  zur  Gleichung  yz^-^x. 

Die  Linie,  die  die  Spitze  B  (c,  Ü)  mit  der  Mitte  ^ 
der  Seite  h  verbfaidet,  hat  aar  Gleichung  y  =  -^ö-  {x^c). 
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Setzt  man,  om  den  Schneidepunkt  beider  Linien  za  fiodeo« 
X  and  y  in  beiden  Gleichungen  gleich,  so  erhält  man: 

5. 

Schoeidepnnkt  dar  di«  Winkel  des  Dreiecks  lialbi- 
reodee  Linien  (0'^,  jf'O*  (Taf.  VI.  Fig.  5.).  (Mitteipnnkt 
des  eingesciiriekenen  Ereises). 

Die  Gleichung  der  den  Winkel  A  halbirenden  Linie  AE  ist, 
wenn  man  HG  mit     bezeichnet,  da  diese  Linie  durch  A  geht: 


Die  Gleichung  der  den  Winkel  B  halbireuden  Linie  BF  ist, 
wenn  man  JG  mit  fr  lies^elinet^  da  sie  dereb  die  Pnokte  B  (c,  0) 
qnd  J  (tt,  ßT)  geht: 

Um  nun  ß'  und  ß"  aus  diesen  deichunijen  auszuscheiden 
und  statt  ihrer  ß  einzuRihren,  erwtäge  man,  dass,  da  AE  und  BF 
die  Winkel  A  und  ß  haibiren,  folgende  Proportionen  stattGnden: 

ACiAGssCHiHG  and  BC:GB^CJ:JG, 

eder: 

biass  ß^ß^iß^  und  tt:c— «  =s (J— j^t/T, 

oder: 

6+«:as=:  jS— /3'+/3':/5'  und  a  +  c— a:c— «  ssjS— |3"  +  lJ":/J*, 
das  ist: 

b-^a:a^ß:ß'    und    a  +  c  — o:c  —  o  =  ^:/3"; 
es  isl  also:  4 

6-f«  a+c — « 

Setzt  man  diese *Wertbe  in  die  Gleichungen  oben,  so  ist: 

IT» 
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Seist  mao,  vni  den  Schoeideponkt  beider  Lioien  zu  finden» 
«  and  |f  te  den  reep.  Gleicb^ngen  gleich*  so  erhilt  omb: 

„/F  -ir-i^l*)^; 

*    ""a  +  6  +  c     *        0  +  6+C 
odtr,  frann  man  a-f-ft-fes«  setst: 

Setzt  man  für  die  Seite  a  ihren  Werth  V^A^-f  e*-  2cm;,  mt 
ist»  da  dieselbe  immer,  positi?  ist: 

Bntferming  Je  swel  dieser  Sehneldepankte  Ton 

einander. 

IHe  Baifennng  der  Punkte  (st',  ^  vnd  («^,  ists 

a'«  =  (a:'-a:T  +  (y'-y")*» 
«nd  seist  man  hierflir  ihre  Werthe  ans    2.  ond  }i  3.e 

d^«  (-^  ^  

7. 

Die  Entfennrag  der  Punkte  (x^,  9O  nnd  («^*  /*)  ist: 
und  setst  man  Ar  x  ond    ihre  Werthe  aus  {.  2^  und  {.  4.  i 


§.  8. 

Die  Jßntfeinoog  der  Punkte       y*)  und  (oF^  y*)  ist: 
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ud  Mfst  mu  fttr  «  aod  y  die  Werthe  au  f.  3.  and  {.  4.: 

_  (^8«g^^gg)»+(/g«-^a««-3«c)« 

9. 

Bringt  man  die  Warthe  von  6'\  di'*,  d^*  aaf  einerlei  Beaeo« 
nung  und  eetst  der  Kflrze  wegen: 

(42«^T  W*+(dbiw=F3i«^»T««  « 
»o  erhSIt  man: 

9P  iP      ^      P  , 


36^*  ^^ap»' 

oder; 

^-'W'  ^^'W* 

Diess  spricht  ans,  dass  in  jedem  Dreieck  d'  das  Dreifache 
und  d"  das  Doppelte  von  ö"*  ist,  so  wie,  da««,  da  d"+d'*  =  d', 
die  drei  Punkte  (x',  (^'»  y")  ""d  (ar*',  y*)  in  jedem  Dreieck  in 
einer  geraden  Linie  liegen  und  zwar  der  Punkt  (x"',  y'")  zwischen 
den  Punkten  (x',  y')  und  {x",  d^  ist  also  der  dritte  Tbeil 
von  d'. 

10. 

Die  Eetreromg  der  Pnnkte  (si^,      und  (a^^,  y'O  i*** 
oder,  wenn  man  flir  «  mid  y  die  Werthe  ens  §.  2.  nnd  §•  6.  eetst: 

f^=(.-2£i±>+(??^-&)* 

fi.  11. 

Die  Bntfeiiiwig  der  Pvnkle       9^  md  («'^  y'O.ivt: 
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oder,  ireno  man  ftr  o»  «od  y  die  Werthe  aus  J.  3.  mid  $.  S.  eetst: 

§.  1% 

Die  Entfemniig  der  Poekte        y*)  und  («"^,  ist: 
eder»  wenn  man  fttr    und    die  Wertlie  aus  §,  4.  nnd  {,  S.  setat: 


§.  13. 

Werth  der  d  In  symmetrischen  Fttoctloeen  der  Seiten 

des  Dreiecks. 

Es  Ist  /3*  =  6^— a«  und  «s= — ^-^^  .   Setat  man  diese 

Werthe  in  die  Gieiebangen  fiOr  d,  so  ist: 

A*a  —  ^  /«^ + 3/a»6*c« 

*  "l/a'^b^—fa*  ' 

*  2fa'^b't~fa*  • 


*)  /  soll  besdohsm  die  Ssrnno  aiiniuUlelm  GUed«r  dsw  aymi 
trisehen  Fasetioii,  a.  B.  /s*d*  W  dos  drai  CMMen  a,  ^,  e 
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14. 

BeE«ichii«t  man  a-^b-^e  mit  ob-^ae-^be  mit  v«l 
a6e  mit       so  bt: 

_      ~  W*m" + 8m^*i»^  f  8m^»m'^  >^  15  w  Wm" + Qm"'«  *) 

^   —  -»'♦+4i«^iii*'-Ä»'fii*    • 

j«,_4  -t- 8«'*»^^ 4^ 8m^»ii»^ 16m W^m*' -f Qm*^ 

—9  -jii'*+4m'V-6m'iii'"  ' 

*    "9*  — m^*  +  4m'»m"— 8m'm'"  » 

— m'*+4m'^i?^8f«'m^  ' 


— m'*  +  4m'«m''  —  8m'm**  * 


Gleiehimi^,  welche  die  drei  Seiten  de«  Dreiecke  sn 
WorselD  hat  mit  la  d  aeegedrflcIcteB  Coefficieaten. 

Die  Gleichungen  in  §.  14.  enthalten  auf  der  rechten  Seite 
drei  Gr6s»en  m't m",  welche,  wie  bekannt,  als  die  Coefficienten 
einer  Gleiebuog  de«  3ten  Grades,  der  Gleichung 

+  m"y -m»  =  0, 

angesehen  werden  können  und  welche  mit  abwechselnden  Zeichen 
darin  vorkommen,  weil  die  Selten  des  Dreiecks  o,  6,  c  die 
Wnraeln  Jener  Glelchang,  als  |iositiT  ansuoebmen  sind. 

DrSekt  man  mit  Hfllfe  dn^er  dieser  sechs  Glelchmgen  diem  in 
d  ans,  das  heisat,  eliminirt  man  die  m»  so  erhält  man  die  Coeffi- 
cienten jener  Gleichung  in  durch  die  d  ausgedrOekt.  Unter 
diesen  drei  Gleichungen  der  9  darf  alier  nur  eine  der  drei  ersten  sdn, 
weil  diese  drei  ersten  nur  eine  Relation  ausdrflcken;  ich  werde  hier 
die  erste,  die  vierte  und  die  fünfte  Gleichung,  d.  h.  die  Wertbe 
von  d'*,  i'^^  und  6^^  nehmen,  weil  diese  Gleichungen  einerlei 
Nenner  haben. 


•)  Bs  gibt  TaboUea,  fai  welebca  die  Fasetioa  faß*öß,„.  dorch  die 
Coefficieaten  der  Gleichung  4n  Mm  Grade«  ausgedrückt  ist.  Die  tob 
Meyer  HirBch  gehen  his  zu  n  =  10.  DiTHcIhe  halte  «ich  aher  die 
Hälfte  der  Berechnung  und  mehr  sparen  können,  wenn  er  bemerkt  hätte, 
da«i»  die  7;2te  Horizontalroihe  und  die  mte  letzte  Vertikalreihe  bei  einer 
anderen  aU  der  von  ihn  beliebten  Anordnung  gleich  «iad. 
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Die  directe  Elimination  der  m  igt  jedoch,  da  dieselbeo  fitl- 
fach  als  Factor  in  Zähler  und  Nenser  erscheinen,  äusserst  com- 
plicirt;  es  ist  deshalb  vorzuziehen,  durch  die  Ausführung  der 
angedeuteten  Division  der  Werthe  der  ö  ein  einfacheres  V'erfahren 
herzuleiten.  Dividirt  man  diese  drei  Werthe  durch  den  Nenner, 
den  ich  mit  iV  hezeichneu  will,  und  berücksichtigt,  dass  m'  Factor 
aller  Glieder  desselben  ist,  so  ist: 


Bezeichnet  nan  die  vier  hier  vorkommenden  Grossen  m'*,  tn'\ 
^  der  Reihe  nach  mit       m",  P',  P",  und  dräckt  m" 

dnrcb  die  P  tarn,  to  erhilt  man  wieder  drei  Gleichnoi^  mit  drei 
UobeitaDDteD.  Es  ist: 

^  =  —  w'*  -f  4m'2m"  — 8m'm"'; 

dividirt  man,  an  m"  altsaeondeni»  dmcli  4«'*»  ee  liat  maB: 


Maa  liat mit  P'  lieieiehnet;  ee  iet  aiso:  N^-pi^l 
felglieb: 


eder,  weU   ^  gleicii  P'  and  m'*  gleich  P  geaetat  ist: 

hierdurch  werden  die  drei  GleichoBgen  der  d: 
d'«  =  -  P' + ^  +  ^+4P"  +9/>'  =s  -  Y  +  IpP+A^'+Öi**. 

dW  -«fjr'+p». 

Aua  der  ersten  dieser  Gleichungen  erhält  man: 
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Aw  der  nreiteii  Glddraog  folgt: 


Also: 


oder: 

2/^—^  =s  2a«— 4«*«... .  (ilf). 

Am  der  dritten  Gl^ehung  ergibt  sieh: 
|>^=5|»»-i^«   and  P*«— 

Wenn  man  nun  dieeen  Wertb  Ten  io  des  Awdrock  (Jf) 
•abetitiiirt»  eo  iets 


(4dri +4«'»^— 2d'«)P"' =  M**. 

dae  lett 

_  dW 

Es  ist  ferner: 


Oben  bat  mmi  erhalten: 

P*  «  ^  +  8P'  +  16P*  -4^» 

(2d^-|*2d'^— d^  ^  JW 
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Nacbd  em  die  P  durch  die  d  ausgedrückt  sind,  bleibt  zu  Her- 
stellung der  Gleichung;  y^~m'y^\m"y — m*"  =  0  mit  Coefficieiiteii 
in  ö  nichts  übrig,  als  die  m  in  P  zu  übersetzen,  wodurch  ihre 
Wertbe  Id  6  gegebeo  sidcL  Nnn  ist: 

m'2  =  P', 

ako: 

iiir=Vf=\  ^  W^^Wf"^:^  y 

4P"'    4  (;ld'f -1^261  f  ^^ö'^^ 4öf* 

4X26>2T2di''*^d'*) 


^  =s  P",  m'"  =  P"m'  =  P'V#^ 

Gleichungen  der  Linien,  die  durch  zwei  der  Punkte 

{x,  y)  geben. 

§.  16. 

Die  Glelcbiiog  der  Linie,  die  durch  die  Punicte  {af,  iy')  und 
geht,  i»«: 

oder,  «veno  mao  für  ;c  und  ^  die  Werthe  setzt: 

«(c — g)    6* — «c 

6'—  «c  ^     -  3ac+2a« 
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Setzt  inao  y  =  0,  so  ist: 

Setzt  mao  ;zr  =  0*  so  Ut: 

Setst  man  in  diesen  zwei  Gleichungen  o  =  ^  (Fall  des  gleich- 

schenl^iigen  Dreiecks),  so  i«t  und  y  =  go. 

Für  die  Linie,  welche  durch  die  Paokte  y')  und  (o:^,  ^"'), 
eowie  für  die  Linie,  welche  durch*  die  Puolrte  (x",  y")  und 
{^»  sT)  8«ht,  findet  man  dieselbe  Tangente»  da  die  drei  Punkte 
(4/,  f),  {aft  jT)  tT)  geladen  Linie  liegen. 

fi.  17. 

Die  Gleichung  der  Linie,  die  doreh  die  Punkte  (je'»  y)  und 
(»'^  y'O  geht,  bt: 

«der,  wenn  «um  fir    und  ^  die  Werthe  aelat: 

tt(c — g)  /3c 
ßc         ß         s         (a  +  6)c 

FfirysOist: 
FfirdPsOtot: 

^     /S(ar— oe— >Ac)* 


Setit  man  in  diesen  beiden  CMüehnngen  «»^  (Fall  des 
gleichschenkligen  Dreiecks),  so  ist  «  ss  2d-|-  Ca  ^  =  |  »d^  9  &s  od  • 
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Die  Glefobmig  der  Linie,  die  dordi  die  Ponkte  (d^«  jO  »ad 
ar'n  gefct,  ist: 

oder,  wenn  man  für  x  and  ^  die  Werthe  setzt: 

6* — ae  ße 

'  *     f  ""c    (ai^ö)e^^        t  /' 

Seilt  man  ysO,  so  ist: 

—       6c(a  +  &)(6-c) 
*  — j(6e— ac)— 2c(6«— a«) 

Seilt  man  «  s  0^  so  ist: 

Seilt  mtn  In  diesen  vrei  Gleldinngen  « ^  |  (der  PaU  des 
gielebselienidigen  Dreleeics)«  so  ist  «  as  86 -f  e,  '  ^  |>  jr » 

$.  19. 

Die  Glelelinng  der  Linien  die  dwcli  die  Ponkte  (a^,  y)  imd 
»'n  grtt» 

oder,  wenn  man  üBr  x  nnd    die  Wertlie  selstt 

ß_ßc 

»     f      «  +  c  _  (o  +  6)c^*        «  ^' 
3  s 

S'""  #  — «(a+c)— 3c(a+6^*~  t 
Ist  ysOt  so  ist: 
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Ist     =  0,  so  ist: 


_  ßcjb^c) 

Seilt  HMD  ia  diesaD  beiden  GleielMingeB  «  =  §  (Pitll  «ies 
gleichecbenMigee  Oieieefcs),  eo  ist  «  ss  26<f  e»  «  » |,  y  a  oo . 

§.20. 

Die  sSmmtlichen  in  den  Forhergeh enden  vier  Paragraphen 
anfgeföhrten  sechs  Linien  fallen  also,  wenn  das  Dreieck  gleichschenk- 
lig ist*  io  die  io  dem  Mittelpunkte  von  c  auf  c  errichtete  Senlcrecbte. 

Stellung  der  Schneidepankta* 

(Die  Veiindenng  des  Dreiecks  geechleht  dnreb  yariimng  des 
Winkele  C  von  IW  hUt  HP  bei  eonstantem  e  nnd  beliebigen  «)• 
'Unglelchseit^(ee  Dreieck  nnd  Dreiecke  Obeilwnpt 

§.  21. 

In  Taf.  VI.  Fig.  6.  ist  ABC  ein  beliebiges  ani^leichseitiges 
Dreieck;  Winkel  AC'B<,90^,  Winkel  AC'B  =  90^  und  Winkel 
AC'^B'>9Q^.  Fällt  man  aus  der  Spitze  C  die  Senkrechte  CD, 
so  ist,  wenn  man  AB  mit  c  und  AD  mit  a  bezeichnet,  DB—c  —  et 
und  (C"/>)*=a(c— «);  ebenso,  weil  C'Z>>  CD,  (C/))»>o(c— o) 
nnd,  weil  CD^CD,  {C^D)^<,a{c-^a),  ' 

Wendet  man  diess  auf  die  vorliegende  Frage  an  nnd  behält 
die  seitherige  Bezeichnung  bei,  wonach  namentlich  die  Senkrechte 
ans  der  Spitze  C  des  Dreiecks  durch  ß  dargestellt  ist,  so  ist: 


fär 


ACB  spitswlnklig :  a(e-a)  oder  /l>  ; 

(Or  ACB  rechtwinklig:  p=a(,c--a)  oder 

rar  ACB  Btumpfwinklig:  /3«<a(c— a)  oder 

oder,  da  — —  =  y': 
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I 

f&r  das  spHswinklige  Dreieck:  y'  < 

für  das  reelitiriDklige  Dreieck:  y'=ß, 

fär  du«  fitumpf^vinklige  Dreieck:  ^  >/3; 

ee  ist  also  im  ersten  Fafl  der  Punkt  (x^,  y')  unter  der  Spitie» 
im  zweiten  Fall  in  der  Spitze  und  ira  dritten  Fall  über  der  Spitze 
C  des  Dreiecks.  Da  der  Punkt  {x'y  y')  stets  in  der  Senkrechten 
ß  Hegt  und  diese,  wenn  man  den  Winkel,  aus  dem  sie  gefallt 
wird,  als  varürend  betrachtet,  stets  zwischen  den  ^Schenkeln  des 
Dreiecks  liegt,  so  befindet  sieh  der  Punkt  {x' ,  y')  im  ersten  Fall 
innerhalb  des  Dreiecks,  im  zweiten  Fall  in  der  Grenze  (der  Spitze) 
desselben  und  im  dritten  Fall  ausserhalb  des  Dreiecks. 

Es  ist  diess  flir  alle  ungleichseitigen  Dreiecke  ausreichend, 
man  darf  nur  die  geeignete  Seite  in  die  Abscissenaxe  legen.  Ist 
aber  das  Dreieck  anders  gestellt,  so  lasst  sich  die  Gültig- 
keit dieser  Sätze  auch  leicht  nachweisen.  Ist  z,  B.  der  stumpfe 
Winkel  in  Ay  so  ist  a  negativ;  folglich  y'  negativ;  also,  da  das 
Dreieck  oberhalb  der  Abscissenaxe  liegt,  (x',  y')  ausserhalb  des 
Dreiecks.  Ist  B  der  stumpfe  Winkel,  so  ist  a  positiv  und  grosser 
als  e»  also  y  negativ  iiod  {x',  y')  unterhalb  der  Absciasenaze 
ansaerhalb  des  Dreiecks.  Ist  der  rechte  Winkel  \n  A,  so  ist 
«'  SS  0,  daher  jf' s 0;  also  der  Pnnkt  {af,  in  der  Spitae  des 
rechten  Winkels;  ebenso  wenn  der  rechte  Winkel  In  B  Ist,  weil 
alsdann  «sc,  folglich     ss 0  Ist 

Man  kann  hiernach  von  dem  Ponkte  {x',  y')  sagen,  dass  er, 
wenn  man  C  von  180**  bis  0**  ▼ariirend  annimmt,  aas  dem  positiv 
Unendlichen  abwSrts  nach  der  Spitse  C  sich  bewegt,  dort  bei 
CskW  anlangt;  bei  weiterem  Abnehmen  von  C  Innerhalb  des 
Dreiecks  in  der  Senkrechten  ß  nach  der  Grnndlinie  sich  hlnsiebl^ 
welche  Greese  aber  erst  bei  C  =a  0*  erreicht  werden  konnte. 

Betrachtet  man  dasselbe  Dreieck  wie  im  Anfange  des  vorigen 
Paragraphen,  so  ist  ebenfalls: 

^>«(c_a),   /5«  =  «(c— ß),  ^2^o(c-a), 

je  nadidem  die  Spitse  C  desselben  in  C,  C  oder  (f  li«gt. 

Aus  diesem  folgt: 
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<  ^  <        *P  <  *P  ^ 

Es  Ist  ab«r: 

Ist  also  —gp— 80  ist  C<Q(y>  und     ponitiv.  Je  »«insr 

C  ist»  desto  mehr  erhebt  sich  der  Pankt  (d;^  Aber  die  Grand- 
lioie,  bei  C  ss  0  (der  atterreichbaren  Grenze)  'liegt  der  Ponkt  in 
der»  in  der  Entremmig  ^6»  mit  der  Abscissenaxe  Parallelen. 

kt  ^^-^  r=0»  SO  ist  C  =  90»  nnd  9''  gleieh  Noll,  folglich 


(^"t  tf")  ^  Grandlinie  e  de«  Dreiecks,  in  der  Mitte  von  c, 
da      stets  gleich  Ic. 

A2  nc 

Ist  — ^  <a  SO  ist  0  W  und  y  negaHv»  «nd  wSehst,  je 

stumpfer  Cwiril,  desto  mehr  negativ  bis  zur  unerreichbaren  Grenze 
für  C  =  180**,  wo  (a:'\  y")  im  minus  Unendlichen  liegt. 

Da,  wenn  die  Winkel  eines  Dreiecks  an  der  Grundlinie  spitz 
sind,  wie  hier,  wo  der  Winkel  C  als  variirend  angenommen  ist, 
die  Senkrechte  aus  der  Mitte  der  Basis  wenigstens  bis  zur  halben 
Hohe  des  Dreiecks  innerhalb  desselben  liegt,  weil  dieselbe  erst 
in  der  halben  Hübe  und  nur  dann,  wenn  einer  der  Winkel  an  der 
Grundlinie  gleich  90**  ist,  in  den  Schenkel  (die  Hypotenuse)  föllt, 
so  ist  {x",  y")  für  C  spitz  innerhalb  des  Dreleefcs»  fiir  C=s90» 
In  der  Mitte  der  Grundlinie,  flir  C  stumpf  aasserbalb  des  Dreiecks. 

Diess  ist  für  die  ungleichseitigen  Dreiecke  ausreichend,  man 
darf  nur  <lio  Seite,  die  dem  variirenden  Winkel  gegenüberliegt, 
in  die  Abscissenaxe  legen.  Ist  aber  das  Dreieck  auch  anders 
gestellt,  so  lassen  sich  diese  Sätze  leicht  nachweisen. 

Ist  A  stqmpf»  so  ist  «  negativ  und  positiy.  Ist  B  stumpf, 
so  ist  a>c;  in  diesem  Fall  muss  aber  6>«  sein,  weil  dem 
grussten  Winkel  die  grtaste  S^ite  gegenfiberiiegt,  also  ff*  eben- 
falls positiv,  weil  ac<6*  (a  kann  nicht  grösser  als  b  sein).  In 
beiden  Fällen  ist  aber  {af\  ausserhalb  des  Dreiecks,  weil,  wie 
oben  nachgewiesen  worden,  (x",  y")  unter  der  dem  stumpfen 
Winkel  gegenüberstehenden  Seite  liegt,  also  im  ersten  Fall  rechts 
der  Seite  a  und  im  zweiten  Fall  links  der  Seite  6,  in  beiden 
Fällen  aber  ausserhalb  des  Dreiecks. 
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^  b"^  b 

kt  il  SS  W,  ••I»!  «  =!  0  ODd      =  2^  =  2]^,  =  2  ('^•M 

^  =  6*— o*),  also         y*)  in  der  Mitte  der  Hypotenuse  a. 

6«— c«  _  - 

aieo       f/')  in  der  Mitte  der  Hypotenose  6. 

Mas  kann  biernacb  von  dem  Punkte  {af\  9^  sagen,  daas  er* 
wwu  man  C  von  180^  bis  0*^  varürend  annimmt,  von  der  Richtung 
des  negativ  Unendlichen  her  aufvrärts  nach  der  Grundlinie  c  sieb 
bewegt,  dort  bei  ^=90**  anlangt,  bei  weiterer  Abnahme  von  C 
innerhalb  des  Dreiecks  in  der  auf  der  Mitte  c  stehenden  Senk- 
rechten sich  aufwärts  bis  zur  Huhe  ^6  hinzieht,  welche  Grenze 
sber  erst  bei  C  =  0"  erreicht  werden  könnte. 

{.23. 

Ans  den  TorhergehendeD  beiden  Pan^^mphen  gebt  ber?or, 

dass  (x^  y')  und  {a/'»  y")  stets  gleiebaettig  aosserhalb  oder  inner' 
halb  des  Dreiecks  oder  in  dessen  Grenzen  Metren.  Das  Erste  ist 
der  Fall  für  ein  stumpfwinkliges,  das  Zweite  für  ein  apitswinkliges 
und  das  Dritte  fflr  ein  recbtwinlüiges  Dreieck. 

$.24. 

y')  und  (a:'\  y"). 

(jr'y  y)  Hegt  in  der  Senkrechten  ß;  (x",  y")  in  der  im  Punkte 
x  —  \c  errichteten  Senkrechten.  Je  näher  a  (Abscisse  fdr  {x'»  y') ) 
der  Grösse  \c  (Abscisse  für  {x",  y"))  ist,  desto  näher  an  einander 
sind  diese  Linien.  Für  a  =  \c  (Fall  des  gleicliscbenkUgeu  Drei^ 
ecks)  fallen  beide  Senkrechten  in  einander. 

(d/,  y')  zieht  sich  aas  der  Richtung  des  positiv  Unendiicben 
bar  nach  der  Grundlinie,  (or",  y")  aus  der  Richtung  des  negativ 
Unendlichen  nach  der  Höhe  ^6;  es  fragt  sich,  da  hiernach  beide 
Punkte  an  einander  vorbeigeben,  wann  y'  =.y"  ist.  Die  Linie« 
die  beide  Punkte  mit  einander  verbindet,  ist  nach  {.  16.: 

«c— «*     6«--3«c  +  2o» 

bt  die  Tangeut«  dieser  Linie  gleich  Noll,  so  ist  die  Lfaile  der 
Absdssenaze  parallel,  also  y'  =  Diese  Ist  der  Fall  fb^ 
y--.8tte4-i«^  =  0>  oder,  da  ^ass/P-fi^,  für  /S«=:3a(c— «), 
weram  ß  ss  V^3tt(c--o).   Ee  iet  aber  «(c— «)  as  (C"D)*,  wenn 
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AC'D=:9QP  (Taf.VI.Fig.7.);  es  ist  ü\aoy'=y\  wenn  ß=C"D,V^ 
Diese  tirCsse  ß  iSsst  sich  leicht  construiren ;  es  ist  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  3«  und  c— o,  auch  ist  sie  die  Seite  des 
gleichseitigen  Dreiecks  im  Kreise  von  dem  Halbmesser  C"D,  In 
der  Taf.  VL  Fig. 7.  ist  C^D  diese  Grosse  VMc^). 

Solietitlirt  tun  In  die  AusdrOcke  für  y'  und  y",  nämlich  io 
— —  nrnd  (iOr    den  Werth  ^Mc—«)»  «o  erbilt  mui 

5'=     s  1  i  Alan  siebt,  dess  in  dieMm  Falle 

(^t  y)  von  der  Spitie  C  doppelt  so  weit  entfernt  ist«  als  y") 
von  der  Gnindlinie.  Es  ist  diese  nllgemein  der  Fall»  denn  die 
Entfernung  von        y')  von  der  Spitie  C  ist  ^— das  ut 

6^  crc 

 P         oder,  da  a«  +  /5«  =  6*,  — y--   Die  Entfernuog  von 

(«^.       wn  der  Gmndlinie  ist  die  Hilfte  von  5^^. 

bt  die  Tangente  unendlich,  so  ist  die  Linie  senkrecht  auf 
der  Abacieeenam.  Dieen  ist  bei  obiger  Gleichung  der  Fall  für 
e^SttsO  oder  «  =  le,  also  beim  gleicbsehenldigen  Dreieck. 
Snbetitnirt  umui  diesen  Werth  ie  Ufr  a  in  den  Zftbler  des  A«s> 
drucks  üBr  die  Tangente,  ao  erhält  man  6*«e*.  lat  auch  diese 
gleich  Null,  so  bt  6  =  c,  das  Dreieck  gleichseitig  nnd  die  Linie 
redueirt  sich  natfirlich  anf  eineU  Pnnkt 

Wird  ß  grösser  als  3a(c  — a),  so  wird  C  spitzer,  (x',  y') 
rflckt  nach  der  Grundlinie  nnd  ix",  y")  nach  der  UObe  ^6.  Wird 
ß  kleiner  als  3«(c  — a),  so  wird  C  stumpfer,  y*)  siebt  sich 
nach  der  Spibe  and  {af*,  y")  nach  der  Grandlinie;  Seist  man  in 

die  Relation  /?2  =  3a(c  — a)  fär  p  seinen  Werth  6>-»-a*  und  für 
< 

a  seinen  Werth  —  ,  so  findet  man 

> 

(a«-6«)a  =3  c*(2c«— 6*-o«). 
eine  Rdatbn  awiaehen  den  Drebekeeeiten. 
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S.25. 

y'")  liegt  nach  §.  9.  stets  zwischen  y')  und 
und  zwar  von  ersterem  Punkt  noch  einmal  so  weit  entfernt,  als 
von  letzterem.  Es  ist  ferner  {x'",  y'")  stets  innerhalb  des  Drei- 
ecks, denn  die  Linien,  die  von  der  Spitze  des  Dreiecks  nach  der 
Mitte  der  gegenüberliejiendeQ  Seiten  gezogen  werden,  sind  to 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  inoerlialb  des  Dreiecks,  folglich  sind 
es  aadi  Ibre  Scfaneidepimkte. 

y*"  ist  gleich  |,  gleich  ^;  y'  l«t  gleich  ^^^^^^  gleich 

ist  nun  /S*>3a(c— a),  so  ist  y"''>y';  iu  diesem  Fall  ist  aber 
(voriger  §.)  y'  <y"',  also,  da  (a:**,  y"')  zwischen  {x\  y')  und 
{af\  y")  liegt,  y"'<y"^  Nach  ShoKcher  Sehhissfolge  ist  ftr 
i5«<3«(c-«),  y'"<y'  und  y'">  if'.    Für  p»  =  3«(c-tt)  ist 

x"'  kann  grosser,  gleich  oder  kleiner  als  4c  sein.  Diess  iat 
in  der  Gleichung  w'"  =  i(c£+c)  =r  jc-f  m  enthalten,  wo  in  positiv. 
Null  oder  negativ  genommen  werden  rauss.    Diese  Gleichung  ver* 

wandelt  sich  in  2a:se46si  oder»  da  «s  ^        ist,  is 

y-f^— c«       .  -       .        .....  (a-[-b)(b-a) 

— =  =e-l-6m  oder  eodlicb  in  fn=«.  . 

«  c 

ist       a,  so  ist  m  positiv  und  ;r'">^.   Ist  6<a,  so  ist  m 
negativ  und  x  ^ic.     Ist  a  =  6,  so  Ist  m  =  0  and  x*"  = 
Construiren  lässt  sich  diese  ChrSsse  m  leicht»  sie  Ist  der  secJwte 
Theil  der  vierten  Proportieoale  so  a-f-d»  a—h  and  e. 

(a;'*^,  li«g*  ebenso  wie  (a:"',  3/'")  stets  innerhalb  des 

Dreiecks.  Diess  geht  schon  daraus  hervor,  dass  die  Linien, 
welche  die  Winkel  eines  Dreiecks  balbiren,  stets  zwischen  den 
den  Winkel  bildenden  Seiten  liegen:  folglich  auch  der  Schneide- 
punkt dieser  Linien  stets  innerhalb  des  Dreiecks  sich  beünden 

8c  e 

mnas;  es  folgt  diess  aber  anch-ani  ivaaani- 

c  c 

sprich^  dass       stets  kieber  als     weil  j  =  a^6-^ 
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Schter  Bruch  ist,  in  Verbindung  mit  dem  Umstände,  dass  x^^\ 
a  mag  grusser  oder  kl^ner  als  \c  sein,  stets  zwischen  den  Punk- 
tmi  der  AbMisseiilioie,  in  irelcbeo  ß  ond  ^  dao  Winkel  C  hal- 
bironde  Lioie  dieeeibe  trift,  eich  befiodet,  die  Seekreehte  jr"^ 
aieo  etete  swischen  dieee  Lioleo  nad  um  eo  mehr  siriaclien  die 
Schenkel  6  und  ü  den  Dreiecks  fSIlt 

Veigleidit  men  y'^  nit       eo  ieC  y'^ay^  dee  iet 

Diess  redacirt  sich  auf  3c=:<  oder  c  =:     -f  6).  Ist  also  c >  Ka  4-  6), 

so  I0C  y'^>yi  ist  c<i(a  +  6),  se  ist  y^^Ky";  Ist  endlich 
e=s|(a  +  6),  so  Ist  y'^'sy»  d.  h.  die  Punkte  (a;'",  y")  und 
(«'^  jr")  liegen  in  einer  und  derselben  der  JC*Axe  parallelen 
Linie.  Das  Letztere  geht  auch  fue  der  Gleichung  herrer,  weiche 
diese  beiden  Punkte  mit  einander  verbindet  und  welche  nmk  f.  19, 

nimlicb  der  Abscissenaxe  parallel,  wenn  ihre  Tangotte  gl^dl 
Null,  nämlich  t  =  3c  oder  c  =      -f  6)  ist. 

Die  Linie  Ist  senkrecht  nnf  der  Abscisseoaie,  die  Punkte 
fallen  also  in  eine  auf  die  JT-Axe  senkrechte  Linie  ÜBr  flr(«~3e) 
-f  c(< — 36)  =  0,  welches  eintritt  fiir  «  ss  |e  und  «  s  6»  also  üDr 
das  gleichschenklige  Dreieclc 

Liest  nun  deft  Wfaikel  C  you  180*>  bis  ^  abnehmen,  so  geht 
y)  ^  positiv  Unendlichen  nach  der  Grundlinie 
wShrend  (sr'^,  y"^  von  e  aus  auMrts  strebt;  es  mfleeen  folglich 
iieide  Ponkte  in  ihrem  Zuge  an  einander  vorbeigeben.  Hat  der 
Winkel  C  bis  abgenommen,  so  ist  (x',  y')  in  der  Spitze  C, 
Bei  Kleinerwerden  von  C  steigt  {x',  y')  in  das  Dreieck  hinab 
und  kann  nun  erst  (x^^,  y^^)  begegnen,  weil  dieser  Punkt  be- 
ständig innerhalb  des  Dreiecks  ist 

Betrachtet  man  Taf.  VL  Fig.  7.,  in  welcher  die  Linie  CD 

der  Gll^chnng  ^z=zZu{e — a)  entspricht,  so  Ist  f3r  diesen  Fall 
/l«e"/)=C"Z).  V3,  weil,  wie  bekannt,  {C*s^),  a'D^a(c^). 
Diese  Linie  erreicht  ihren  hSchsten  Werth,  wenn  CD  am  grSssteo 
ist.  Diess  tritt  bei  a=z\c  ein;  ßz=C"D  ist  alsdann  icV3.  In 
diesem  FaU  ist  das  Dreieck  gleichseitig*;,  iolgiich  «-|-6=:2c 


••ss/^^s»ss|(B^-|-|(C*)sB^,  sim  *=r.  Da  onn  f&r 
:|s,  «s#»  so  iit  asdnse.  Dasi  «in  ffarfsMim  ist. 
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oder  casKa-f-d).  Bei  eilen  WertheD  von  o^ic  let  eise  ß,  da- 
her a  +  6  kleiner*),  und  folglich  2c>a  +  6  oder  c>i(a  +  6).  Es 
liegt  daher,  wenn  ß  bereits  die  Höhe  V^3a(c  — «)  erreicht  hat, 
nach  dem  Vorhergehenden,  wonach  für  c>i(a  +  6),  y^^'>y"'* 
der  Punkt  (x^^,  y''')  aber  dem  Punkte  {x'",  y'")  und  auch  über 
dem  Ponkte  (ar',  y  ),  weil  bei  /I«=3«(c-a),  y'  =y"  und  {x'",  y"')  ' 
stell  sirieehen  (dr',  /)  QnH  (d/',  y")  eieh  befindet.  Das  Aoeie- 
andervorbeigleiten  der  Ponkte  {?^^^  y^^)  ond  ist  aleo» 

wenn  ^  die  HOhe  3a(e— «)  erreicht  bat»  bereite  geacbehea,  nwaste 
aleo  bei  /3*<3«(e->a)- geseheben  sein,  und  airar,  nach  17., 

—  dem  Nullwerthe  der  Tangente  der  Verbindungs- 

«nie  der  Punkte  (a?'';  y'O  «»d         y')         Es  ist  also  für 

ftidet  men,  wem  msa  dat  Dlilsraitbile  =^=0  Ar  di«  Gleiehnng 

^•=3o(<:  — a) 

raehti  ama  findet  ^  =  'lif^^-=o  and  hieran«  «ss^e. 

Die  Lfaile,  welche  die  QlelehunK  /9>=3a(c  — a)  dttralelit,  Ist  in 
Tat  VL  Fig.  7^)  derch  den  Peakl  heseiehael;  sie  itl  eine  gecchl««- 
Mne  Cnrve  mit  vier  «jninielTitdken  SSwefgea. 

In  der  Saiten- Beltlion  ($.84.)  (^*— n*)*  =  <;«(2i;*-.d«  — «i») 
i«t  ^  eotweder  gleich  a  edcr  ven  «  Tcnchieden.  Ict  ^=sa,  i«t 
«•»a*=:a,  elao  Se« —      du  ict  9^— Sa«=!0,  folglich  sssC; 

0  =  ^=r  und  das  Dreieck  gleichseitig.  Ist  b  von  a  vanehieden,  m» 
iit(**  — ö*)'^  poiitiv,  aUo  2c«>  d*-f  a«,  c«>i(Ä«+««).  > }(2**<|-2ff*), ' 
<r>i1^2d»-f  2J^.  Nun  ist  aber  2('>M  2fl«>fl»  +  d«  +  2ffA,  da«  int 
Ä*  +  fl*^2flÄ.  Dies«  wird  klar,  wenn  man  die  grönsere  Seite,  %.  B.  ^, 
mit  a  4*  ^  bezeichnet.  Man  hat  aladaan  a^-\a'^\  2am  ■\-  >  2a(a  -f-  m> 
edar  fi^'-j-lSW-f  OT»>2a«-f  2g»l>  wa«  offenbar  richtig  ist;  es  ist  also, 
da  ¥U*-^fa^'^1f  a*-^6*+2a6,  da«  ist  groasaer  al«  a-\-öy  aocli 
I*t  falglich  0  TOB  d  ▼amahladan,  d.  h.  da«  Dreiack  an- 
gleichseitig,  so  ict  K«>-|-^)<«-  Bier  iat  «ateratellt  fi*  =s  8a(tf~a), 
wo  /?  die  Seite  C^D  des  in  den  Kreis  vom  Balbinesser  €"0  elagaaahrie- 
benen  gleichseitigen  Dreiecks  ist.  Ist  also  bei  diesem  Werthe  von  ß 
a  nicht  gleich  ^,  co  ist  ^(a-|-^Xc  uad  ict  as=^,  ce  Ict  dac  Onlack 
gleichseitig. 

Snbstituirt  man  in  ^*s=— (c»a)  für       dca  Warth  4*— «• 

and  für  a  oder  b  seinen  Werth  aas  der  Relation  ö«  =  b*\c*—2ac^  co 
erhält  man  eine  Gleichung  in  b  oder  ö,  deren  Wurzeln  das  Dreieck  be- 
ctimraen,  wofür,  für  ein  gefebeoec  C  und  «(,  die  Ordiaatcn  y'  nnd  yiV 
gleieh  clod. 
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/l«^3a(c— a),  y^>y.   Für  i8»  =  3«(c— «}  ist  a-f6  =  2e,  das 

ist  e  s  |(a  f  6)  nur,  wenn  «  den  Werth  |e  bat;  es  kann  daber 

Air  /J«<3«(c~a),  4(a  +  Ä)  =  c  oder  i(a  +  6)>  c  nicht  Statt  finden; 

•8  liegt  also  für  /S«<3a(c-«),  (ar"',  y'O  stets  Aber  {x'", 
Da  nun  für  /3*<3a(f  —  a),  y"  <,y',  so  sind  die  vier  Ordinaten  y, 
der  wachsenden  Grösse  nach  <;eordnet,  für  /3^<3a(c  — «),  y,  y"\ 
yi^\  y'  vor  v^^'  =  y'  und  y",  y/,  nach  y'^  =  ?/.  Der 
Punkt  (ar",  y")  lieijt  in  diesem  Falle  unter  {x"\  y'"),  denn  (a:",  y") 
ist  bei  C  stumpf  unter  der  Grundlinie,  also  unter  {x"'y  y'"),  das 
«tets  innerhalb  des  Dreieeics  ist.  Beide  Punkte  steigen  aufwärts, 
l^leich  sind  sie  erst  iiei  ß^s3tK(c—a),  also  ist  ffir  ^  <3a(c— a). 

Bei  /S«  =  3a(c  — ß)  ist  y^^  >y"\  aber  y'  —  y"  =:y'".  Die 
Stellung  der  Punkte  zu  einander  ist  hierdurch  bestimmt. 

Wird  /3*>3a(c— «),  das  ist,  nimmt  der  Winkel  C  mehr  ab, 

so  ist  also  y"*<i  y"  und  ^y'.    a  und  6  werden  mit  ß 

urüsser,  also  tritt  hei  ^*>3a(c  — a)  einmal  der  Fall  ein,  wo 
«  +  ^>2c,  folslich  c<^(a  +  6)  und  y'^'<y"'  Statt  findet,  üeber 
=  3a(f  —  ß)  hinaus  sind  also  Anfangs  die  vier  Ordinaten  ab- 
nehmend geordnet,  y^f^ ,  y",  y'",  y',  dann  y" ,  y'f\  y'",  y' ,  zuletzt 
aber  und  bis  an's  Fnde  der  Wanderung  der  vier  Punkte  y'\  y"\ 
ytf,  'y\    Der  Punkt  (a:",  y")  erreicht  den  Punkt  (a;^^  y'f^  erst 

fOr  j8«>3a(a— €)  und  swar  in  dem  Punkte,  wo  (§.  18.) 

IKf  f tt  c) 

=  2^^^  ;  denn  (ae",  y")  ist  Air  C  stampf  unter  der  Grundiinie^ 


(«'^  y'O  Aber  derselben,  also  fiber  (y,  y').  Bei  /3Ss=3a(e^«) 
ist  y'O  noch  über  (a^,  y");  es  tritt  also  y'^=y"  erst  bei 

/5J*>3o(c  —  a)  ein.  Die  Anordnung  der  Ordinaten  ist  daher  bei 
/S«>3«(c-a)  Anfangs  y\  y"\  y',  dann  .y",  y^^,  y'.  Die 
Gleichheit  von  y"  und  tritt  früher  ein  als  die  Gleichheit  von 
y"*  und  y^^\  das  hei.-ast,  {x",  y")  erreicht  {x^^y  y'^)  früher,  als 
(x'",  y'")  den  Punkt  (x^f  ,  y")  erreicht;  denn  fände  y"'>y^^ 
früher  Statt  als  y">y'^,  so  würde  {x",  y")  den  Punkt  {x'",  y'"), 
den  es  bereits  bei  =  3a(c  —  o)  eingeholt  bat,  nochmals  pas* 
siren  müssen,  ehe  es  In  gleiche  Linie  mit  (a^^,  y^^)  kXme;  da- 
ber die  Anordnung  y",  y'",  y^^,  y'  die  letzte  Ist. 

Die  Ordinaten  y  sind  also  der  wachsenden  Grösse  nach  ge* 
ordnet: 

Cflr  (J*<3«(c-«);  y'\  f  ^  V^^ ^  v' * 
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für  /3«= 3a(c-«) :  y'  =     =  y'",  y'^ ; 
mr  ^>3a(i?-«):   y\  y'",  y",  y^f  , 

y'.  y"\  3/'^.  y"* 

Wenn  die  vier  Punkte  in  einer  und  derselben,  der  A-Axe 
parallelen,  Linie  liegen  sollen,  so  muss  gleichzeitig  /S' =  3a(c--o) 
und  c=i(a  +  6)  Statt  finden.  Substituirt  man  diesen  Werth 
\{a\h)  für  c  in  die  Seiten-Relation  (§.  24.  am  Ende)  (a^-ö^)* 
3BC*(2e*— d*— a^,  findet  man  a— 6  s  0^  das  ist  as  6;  also 
as68«.  Das  Dreieck  ist  also,  wenn  r:  =  y'» s yi^, 
glekilisalf^;  In  weleliem  Falle  die  vier  Punkte  in  einem  Ponkte 
snsamraenfallen.  (Siebe  die  sweite  Aomerknng  au  diesem  Para» 
graphen). 

Dies«  in  Bezug  auf  die  Entfernung  der  Tier  Punkte  von  der 
Akscisseoaxe  an  aufwärts,  also  in  Bezug  anf  die  GrOsse  der  Or« 
dinaten  jf.  Was  die  Entfernung  der  Punkte  Ton  der  Ordinaten« 
aze,  das  ist  die  GrGsse  der  Abscissen  <r»  betrifft,  so  geben  die 
folgenden  Ansfithrongen  Anfseblnss. 

x^^  kann  grösser,  gleich  oder  kleiner  als  ^  sein,   üiess  ist 

in  der  Gleiebung  dr'^'s  {a-\rb)c  ^^^^  entbalten,  wo  m  positiv. 

Null  oder  negativ  an  nebmen  Ist.  DIess  giebt  ^  \V>e s  er^-f  2ml 

oder,  da  a  =  ^  nnd  tsa-f^+e  ist,  6*— aH-^— «c==2iiit 

und  m  =  — %a\b\e) —  — ^ > «»  so  positiv 
ond  x^^  grosser  als  |c;  ist  6<a,  so  istm  negativ  und  jr'^<|e; 
ist  endlicfa  6ssfl^  so  ist  m=0  und  «^'^sle.' 

a^V  ist  also  gleich  ic  +  i(6-o);        aber  (§.  25.)  gleleb 

Ist  h — a  positiv  und  6  +  o>3c,  so  ist  x'"  und  x^^^\c  und 
<«*),  und  x"'>arJ^;  es  liegt  also  der  Punkt  (a:'^  ^/'^  der  Or- 
dioatenaxe  näher  als  der  Punkt  {x"\  y'"),    Ist,  bei  ö  —  a  positiv. 


*)  Für  b~-a  positiv  liegt  der  grössere  Thcil  des  WinknU  C  und 
der  grÖMere  Theil  der  Seite  c  link«  von  ßi  e«  fallen  desshalb  di«  Linien, 
die  den  Wlsfcrt  C  «ad  die  Mte  ^,  von  der  SpifM  C  anegesogen,  HielleB, 
iimks  von  In  diesen  Linien  nflsMO  aber  die  PenkCe  (a^»  vnd 
(«ir,  jf/F)  liegen;  und  x^^'^  sind  daher,  bei  b^a  positiv,  kleiner 
als  «.  Bei  b^a  eegadv  ist  die  Snebe  nmgflkebrU 
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6-f  a<3e,  so  Ist  und  «"^>)e  und  <a  und  4r^<xr'^;  es 
ließt  also  der  Pufikt         y"*)  der  Ordinatenaze  nSher  als  der 

Punkt  (a;''',  y'O-  Ist.  bei  6— a  positiv,  6  +  ö=3c,  so  ist  a:'" 
und  :r'^  >ic  und  <a,  aber  A"'=:ar''';  die  Punkte  (x'",  y'") 
und  («'^,  y^^)  sind  also  gleicbweit  von  der  Ordinatenaze  entfernt 

Ist  k—>a  negativ  und  ^•|>a>3e,  so  ist  md  jr'^<|o  und 
>«  und  d;'''<.T^^;  der  Punkt  {x'",  y"*)  liegt  atso  der  Ordinaten* 
axe  nSher  als  der  Punkt  (ar^^,  y^^).  Ist  A  — a  negativ  und  b-\-a 
<3c,  80  ist  X'"  und  a:^^'<ic  und  >a  und  a;'">a:^^  ;  Her  Punkt 
{x^^',  y^^  )  liegt  aisu  der  Ordinateiiaxe  näher  als  der  Punkt  (ar'",  y'"). 
Ist  bei  6  —  a  negativ  6  +  ö  =  3c,  so  ist  a:"'  und  a;''' <  |c  und 
>«  aber  x"'^x^^  und  die  Punkte  (a:"',  y'")  und  (a;'' ,  y'^sind 
gleichweit  von  der  Ordinatenaze  entfernt.  —  Ist  also 

tt>|e,  M  ist  6>a* 

und  es  sind  der  Gritsse  nach  geordnet  die  Abscissen  m 

für  6  + a>  3c;  a:",  a:" ,  a:"',  ar' 
dir  6-|-a<3c;  x^'',  ar' 

a  <  |c«  so  ist  6  <  o, 
und  es  sind  dla  Abselsaen  9  der  GrSsM  naeh  geordnet 

für  6  + a> 3c;    a:'.  o;"',  a:'^,  a:" 
für  6  +  o<3c;   x\  a?'^  a^", 
mr6+a=:3c;        3?"'=«^^,  a/'; 

«sr^,  10  fat  6s«  nnd  jp'sy sa^  =  «'^=|«. 


§.27. 

Bei  der  «eitberigen  Unteraachung  war  £e  GrUese  von  «  wUt- 
'  Mbflich  geblieben;  aie  gelten  also  für  jeden  Werth  von  «  kleiner 
nie  e;  ebeiiao  geht  ans  dem  Vorhergehenden,  nnmentlleh  noe  §.  85. 

und  §.  26»  hervor,  dass  die  vier  Senkrediten  auf  der  Abscissenaze, 
io  welchen  die  vier  Scbneidepunkte  liegen»  um  so  naher  einander 
sind,  je  kleiner  der  Unterschied  zwischen  den  Seiten  a  und  h  ist, 
und  dass  sie  folglich  in  eine  Linie  zusammenfallen,  wenn  dieser 
Unterschied  aufhört,  d.  b.  wenn  das  Dreieck  gleichschenklig  ist. 
Dieser  Fall  bietet  einige  Besonderheiten  dar  und  soll  desshaib  io 
den  folgenden  Paragraphen  besonders  erörtert  werdra. 
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i.  2a. 

Gietehaclienkliges  Dreieck. 
Im  gleichechenkUgen  Dreiecke  ist: 

eleo: 

8d« 


=3lc, 


6V46«— c« 


_  c(^^c)  __  6to-3d> 

Im  gleichschenkligen  Dreiecke  liegen  also  die  vier  Punkte, 
da  X  für  alle  den  Werth  ic  hat.  in  der  auf  der  Mitte  der  Grund* 
linie  errichteten  Senkrechten. 


§.  29. 

(x',  y*)  und  {x'\  ^"). 

lef  6<e,  eise  C^fXIP,  se  iet: 

26«<2c»,   26»~c«<c«,   66«- 3c«  <  3c«; 

demnach  y'  >  In  diesem  Falle  liegt  also  der  Schneide|Niokt 
der  Höhen  über  dem  Schneidepunkte  der  Senkrechten  aus  der 
Mitte  der  Seiten.    Ist  aber  <90<',  so  ist  4C<45<»,  also 

^>45*^  und  ß  (die  dem  Winkel  A  gegenüberstehende  Seite)  >ic, 
^«  >  xc«.   Hält  man  diese  mit  der  Gleichung 

,__„c«  i£!_«5£!-i£'p 

^  ~2V4J*:^""*V4P'^''    "  i»*'^ 

zusammen,  so  ist»  weil  «e*</3^>  der  Factor  von  ß  ein  ächter 
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Braeh;  fo^lleh  |p'</l  und  pMlfiv.  alio  {sc',  y')  imieiballi  des 
DraMtsi  tm  i*t  dlier  anch  lfi^§^-^h^>^.  w«l  t^>^. 
das  bt  36*>c*  oder  26*— <!*>0  oder  positiT;  forgltcb  f  pocitk. 
Ferner  ist  ^  >  /S*  —  m  (m  eine  onbäitininite  positive  GrOsoe); 
fblgiicb: 

^>6*— end  |P>i6*-ic>-|- i6>«m, 

also: 

<l>*^— j       -i-     ß      und  daber  ^>Jf^+2^=-j —  odor  <i>y, 

weno  man  die  anbestimmte  wUikübrliche  Grösse  m  gleich  ^6« 
setzt.  Es  sind  demnach  bei  C>  60»  und  <  ilO»  die  Pttolite 
it^' »  y')         ('^''  y)  innerhalb  des  Dreiecks. 

Ist  C  =  90«,  80  ist  iC  =  450  „„j  ^  =  450^  also  ß=z\c, 
ß*  =  oder  4/3*  =  c*.  Führt  roao  dieseo  Wertb  von  e*  in  die 
GleicbuDg 

c*  ^  c* 

^0,  so  ist  y' =-^  =  ß;  es  föllt  also  bei  der  Schneide- 

pnnkt  der  Höhen  In  die  Spitse  C  des  Oreieicks.  y  ist  aber,  wea 

6«=  jS2  +  l<«  =  ic«  +  i<?«  =  4c»  oder  66S  =  3c*, 

Noll;  der  Schncidepunkt  der  Senkrechten  aus  der  Mitte  der  Sei* 
ten  fällt  also  bei  C  =  90o  in  die  Mitte  der  Grundlinie  c, 

Ist  C> 90»»  so  ist  A<4B^,  also  ß<^  end  /l*<|€*.  Be- 
rfiebsicbtigt  man  diese  Uagleicbbeit  bei  der  Gleicbnng 

|e«  je«  1^ 

•    so  Ist  ^>1,  also  y>/l. 

Der  Sebneideponkt  der  Höben  rflebt  also  von  C  Ober  00»  an  Über 
die  Spitze  C  des  Oreieeks  biaane  ond  flUlt  fuisserbalb  des  Drei- 
ecks in-  die  Verläogemng  von  ß. 

Femer  ist,  da  ß<ic  und  /J«<i«'*,  wenn  man  diesen  Werth 
von  ß  in  6^=/3«-fic<  berficksichtigt,  6*  <  oder  26<<c*,  also 
26*^e«<0  oder  negaUv;  es  ist  also»  da  26*  — ^  der  Zähler 

von  y  =  ist,  y"  negativ  and  der  Pukt  (oT,  f)  fUlt 

demnacb  von  C  Aber  00<^  an  aoler.  die  Grandlinle  in  die  Veriän- 
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gOToog  von  ß.  Die  Grense  ist  Mar  C  es  180^,  Id  dtoseai  Falle 
i«t /ls=0,  also  |f^s= — 00  and  jr'»  4*001. 

Ist  bssCf  80  ist  das  Dreieck  gleichseitig»  und  (7=60**;  in  die- 
sem Falle  ist  66^  — 3c*  =  3c*,  folglich  y'  =  7j".  Bei  dem  gleich» 
seitigeo  Dreiecke  fallen  also  die  Punkte  zusammen  und  es  ist  dalilr: 

i^^oT^ifi   «od   j^=|r=:g^=-g-=^  =  §. 

kt  6  >  e,  also  C<W»  se  ist  86«  >  2«>  and  2t»~e*>e*, 
ferner  66«— 3c*>3e*  oder  y'^^ffi  in  diesem  Falle  liegt  also 

der  Schneidepankt  der  Hüben  unter  dem  Schneidepunkte  der 
Senkrechten  aus  der,  Mitte  der  Seiten.  Bei  C<60<>  ist  \C<,2ßf* 
und  A  >  60**,  also  ß  >  \c  Es  ist  daher  nach  denselben  Ans- 
fiihrunpen  wie  bei  0  60»,  aber  <  90»,  {x',y')  und  {x",y")  in- 
nerhaib  des  Dreiecks.  Die  Grenze  ist  hier  ^  — J5=90^,  also  da 
uzshcosA  und  ß  —  b&\nA,  a  =  0  und  ß  =  b,  in  welchem  Falle 
^  =  0  nnd  y"  =  ^,  hier  gleich  wie  op. 

Erwägt  man  das  Vorhergehende  nnd  betrachtet  C  von  ISO** 

an  bis  0**  abnehmend,  so  geht  (a/',  y)  vom  negativ  Unendlichen 
aas  nach  der  Mitte  der  Grundlinie  und  {x' ,  y')  aus  dem  positiv 
Unendlichen  nach  der  Spitze  C.  Diese  Punkte  werden  bei  C=90" 
erreicht.  Von  C=90^>  bis  C=60o  befindet  sich  {x'\  y")  im 
ersten  Drittheil  von  ß  und  (a:',  y')  in  der  Länge  von  der  Spitze 
C  bis  zu  Bei  C  =  60o  treffen  (arS  und  {x" ,  y")  in  ijS  zu 
sammeo.  Von  C^60o  bis  C=:(^  geht  {x\  y')  bis  zur  Grand- 
thiie  rnid       y")  von  ij?  bis  zur  anerreichbaren  Grenze  \b. 

{^*  y')  und  {x"  t  y")  sind  also  stets  gleichzeitig  innerhalb 
oder  ausserhalb  des  Dreiecks. 


fi.  ao. 

Ist  6<e,  also  0  60»,  so  Ist  46»- c« < 3c«.  also  y"*<y'% 
femer  66«— 3e*  <  46»— c««  also  2^''<jf'".  Der  Paokt  <d;^,  s^'') 
liegt  also  in  dles^  Falle  zwischen  den  Punkten  (a^,  ff)  nnd 

Ist  6  =  c,  also  C  =  60"  (Fall  der  Gleicbseitigiceit),  so  ist 
y'"z=:y"  =  y'.    Die  drei  Punkte  fallen  also  in  einen  zusammen. 

Ist  6>c,  also  e<60**,  so  ist  46»— c«>3c2,  also  y'">y'; 
ebenso  ist  bei  6>«,  26»>2e«.  66*>3c«-f46s,  66«>3ca-H!»*f46<, 
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a^_3c«>46«~c*,  also  y">y"'.  Der  Puokt  {x"',y"')  liegt 
also  in  diMtn  Fall«  dbenlkUs  awlidim  dtn  Ptonfcteii  {x\  y')  und 

Es  liegt  also  (.r"',  y"*)  zwischen  (a:',  y')  und  (ar",  y")  oder 
es  fallen  diese  Punkte  in  einen  zusammen.  {x"\  y'")  ist  aber  stets 
innerhalb  des  Dreiecks,  da  y"'=z\ß  für  jedes  Dreieck  gilt  und 
ausserdem  bei  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  {x'",  y"')  in  der 
Hohe  ß  liegt. 

Eine  weitere  Vergleichung  der  Ordinaten  y'"f  y  \  y'  ist  nicht 
noth wendig,  denn  für  C=90**  liegt  {x' ^  y')  in  der  Spitze  C, 
(a;",  y")  in  der  Grundlinie  c,  also  {x'",  y'")  zwischen  beiden.  Für 
C>  900  liegt  (j:',  y')  über  der  Spitze  C,  (a:",  y")  unter  der 
Grundlinie  e,  also  (jr"',  y'")  ebenfalls  swiscben  beiden. 

Der  Zug  von  (^"',  y'")  geht  also,  wenn  man  den  Winkel  C 
von  180°  bis  0^  abnehmen  Vixs^i,  von  c  aus  nach  oben,  {x' ,  y') 
ist  über,  (a/',  y")  unter  ihm,  bis  der  Winkel  C  auf  W  kommt. 
Hier^  fallen  die  drei  Punkte  in  einen  Punkt  zusammen.  Wird 
C<90o,  so  ist  nunmehr  (x"',y  ")  über  («',y')  und  unter  {x",y"). 

§.  31« 

(a;'^»  y'O  aod  Vergleicbnng  der  Ordinaten  y. 

Ist  6  <  also  Winkel  C>  (MF,  so  ist  6fte  <fie*,  Ist 
66c-^3r^<3c^,  also  y'^<y';  ferner  ist  in  di€Mm  Faila  W<66e 
md  66s--3c*<6te— 3c»,  also  <y'r. 

)  ist  also  ftlr  060»  swiscben  {x',y')  und  (a?",y"). 
Der  Pnairt  {a^,  y'")  liegt  ebenralla  swiscben  diesen  Punkten,  nnd 
swar,  da  fBr  C>W  die  GrOsse  |(e-f6)<e  (fär  C=aOi» 
ist  «4-6  =  3^  und  i(a-|-6)  =  <?)  nach  {.26.  Aber  dem  Pnnkto 
(^»  y'H-  Die  Ordnung  der  Ordinaten  y  ist  also  bei  C>60^ 
niacli  waebsender  GrOsse  jy",  jf"',  y'^,  jf'. 

Dass  ff**  <  gebt  andi  ana  folgender  Betrachtuofc  berror. 
Ist  6  <ü,  so  ist  b'^e — m,  also 

46«— =  4(c  -«)*— c»  =a  3c*— ^oi-f  4ia^; 

« 

ebenso  ist: 

— 3c«  =  6(c  -  m)  c  -  3c«  =  3c» — 6cm. 

Jener  ist  der  Werth  von  y'",  dieser  der  Werth  Ton  y^^.  Zieht 
man  beide  GrSssen  fx»n  einander  abr  ao  erhfilt  man: 
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es  ist  aber  w<ic,  denn  in  jedem  Falle  i(«t  {e  {h  ist  die  Hy- 
potenuse und  je  eine  Cathete) ;  es  ist  also  2m  <  c,  4ni*  <  tcin, 
folglich  4m* — 2cm  <0,  das  ist  negativ,  also  y"'<y'^. 

Ist  C=1^0^  oder  >  90**,  so  ist  in  der  Anordnnng  der  y  kein 
Unterschied,  nur  dass  (ar',  y')  und  (ar",  y")  resp.  in  die  Sjiitze 
C  und  die  Grundlinie  c  oder  über  jene  und  unter  diese  fällt;  y" 
bleVbt  aber  immer  kleiner  als  y^^,  weil  in  <jlic«eo  beiden  Fftlleo 
i(a  +  6)  <  e  (§.  26.),  und  beide  Punkte  liegen  svrieehen  den  Punk- 
ten      y')  and  (a/'.  y"),  well  C>W». 

let  b^c,  «e  iet  C=:60<>;  das  Dreieck  iet  gleickseitig,  und 
da  In  dieeem  Falle 

3c«  =  46»— c*  =  66«— 3c*  =  3c«, 

das  ist  fi^zszff**^ff=i^>  and  alle  y  in  die  Hohe  ß  fallen,  so 
liegen  die  sftnimtlichen  vier  Punkte  in  einem  einsigen,  und  swar, 
da  jf^&sl/}.  In  dem  Punkte,  dessen  Coordinaten  (ic  iß)  sind. 

Ist  6>c,  also  Winkel  C<60o,  so  ist: 

66c>6c«  und  66c ~  3c«  >  3c«; 

also  y'^>y';  ebenso  ist  in  diesem  Falle: 

66«  >  66c,   6«>-3c«>66c— 3c«, 

also  y^^<y"'  Der  Punkt  {x'^,  y^^')  liegt  also  für  C<60*>  eben- 
falls zwischen  den  Punkten  {x'y  y')  und  ix",  y").  Der  Punkt 
(x'",  y"')  liegt  aber  bei  C<60o,  da  hier  i(a  +  6)>c  (§.'26.)  ist, 
über  dem  Punkte  {x^^ ,  y^^)-  Öie  Anordnung  der  Ordinalen  y 
ist  also  bei  der  wachsenden  GrOi^se  nach  gesetzt,  y',y^^f 

Dass  y"">  y^^  geht  auch  aus  Folgendem  hervor.  Ist  6  >  c, 
so  ist  6  =  c  +  m.  Die  Werthe  der  Zähler  von  y'"  und  y^^  sind 
also  von  jenen  vorderen  nur  durch  das  Zeichen  von  m  unterschieden. 
Man  hat  also  als  Differenz  der  Zähler  von  y'"  und  y^^  die  Grösse 
4in«-|-2cm,  einen  positiven  Werth;  es  ist  also  > 

Der  Punkt  (jr''%  y'^')  liegt  ebenso  wie  der  Punkt  (x*'\  y'")  • 

stets  innerbalb  des  Dreiecks,  denn  y^^'  liegt  in  der  Senkrecbten 

PC  c  c 

ß  und  ist  gleich  das  ist  gleich  ß,-,  welcher,  da  -  ein 

ächter  Bruch  ist,  kleiner  als  ß  ist.   Es  geht  diess  auch  aus  fol- 
gender  Betrachtung  hervor: 

kann  nicht  negativ  «ein,  d.  h.        y^y)  nicht  unterhalb 
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e  kommen,  sonst  wäre  3c(26--c)<0,  26<c,  mit  Worten:  die 
Somme  der  beiden  gleichen  Seiten  kleiner  als  die  dritte. 

y^^  kann  nicht  Null  werden,  d.  h.  {x^^,  y^^)  nicht  in  die 
Grundlinie  c  fallen,  sonst  wäre  3cCi6  — c)=0,  da»  ist  26 =r, 
mit  Worten ;  die  Samme  der  beiden  gteicbeu  Seiten  gleich  der 
dritten. 

kann  niclit  gleich  ß  eefai,  das  heiset  {ae'^,  ^)  nicht  in 
die  Spilse  C  fallen,  denn  es  ist: 

IF—  g^g— '^g*  _(66c--3c«)V46«-^    3c(26-c)  V^46«~-c» 
*   ~6V4Ä*^c*~        6(46* -c«)  6(26-c)(26+c) 

_gV46«:r^ 
-  2(26+1?) 

und 

/J  =  iV^46»— c*. 
WSre  nun  y'^=j3,  so  hStte  man: 

2(26^.0  =*V46«-c«  oder  3^  =  !, 

das  ist  e«264f  oder  S6ssO,  6=0. 

y'^  kann  nicht  grSsser  als  ß  sein,  das  heisst  (ar",  y^'^')  nicht 
über  die  Spitze  C  binausfalleo,  eonst  w&re.  nach  voriger  Äus- 
fübruDg, 

2^>1,  O^-^e.  26<0. 

.  alee  b  negativ. 

Werthe  der  d  im  gleichscbenkligeo  Dreieck. 
Im  gieiduchenkligen  Dieleel^e  ist: 

Sobstitttirt  man  diene  Werthe  in  ,fUe  Auedrticke  Ar  ^  fai  f.  0.  bis 
12.,  so  ist: 

(c+6)(c~6) 
V46«'e«  * 

(c  +  6)  (c-^ 
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_c(c--6) 
b{b-c) 


3   T  2ft+e 


§.  33. 

Gleichseitiges  DreieeiL 

Ffir  den  Faii  der  Gleichseitigkeit  des  Dreiecke  ist: 
et=^,  6stf,  f^isi^^^^i^^lißssit»  «od  ßss^VZ; 
also : 

y  «H73(^-l^)=2v3=2:3=Wr 


*^  — »   *■    2/J       cV3  ""i?V3"'2V3 

we  sB«46-f^* 

Die  Coordinaten  der  vier  Punkte  sind  also  gleich;  die  vier 
Punkte  liegen  folglich  in  einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  ^c,  iß 
sind.  Es  gebt  diese  schon  «m  4«d  ▼erhetgebendeu  Paragrapheo 
beiTsr. 

^34. 

Geometrische  Orte  der  Schoeide^iunkte. 

Wenn  man  ans  den  Gleiebnageii  der  §§.  2.  bis  (K.  fitr  die  vier 
Sebneidepnnfcte  Relationen  eatirtekcilt«  welche  nasser  «  und  jf, 
den  Coordinaten  der  ScbncidepnnhCe»  nnr  swel  eonslante  GrSssen 
enthalten,  so  passen  dieselhea  auf  nehr  als  ein  Dreieck,  da^ 
Dreieck  dnicfa  drei  Stficko  hi^tlwwl  ist.  In  der  Reiatien  eher  nnr 
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zwei  vorkommen.  Diese  Gleichung  ist  die  einer  Curve  and  bildet 
den  geometrischen  Ort  der  Schiieidepankte  für  alle  die  Dreiecke, 
bei  weichen  jene  zwei  constanten  GrOssen  dieselben  sind,  welche, 
mit  Bttdurtaben  basflidiiiet,  jedes  nVgüdie  ToliSllniM  su  «liiaii- 
der  haben  kOnnen. 

Legt  man  nun,  wie  in  TafVL  Fig.  8.,  die  Ueinere  ?on  sivel 
Seiten«  e,  in  idie  Abeciaeenaze*  ihren  'Endpunkt  in  den  Anfanga» 
pnnirt  A,  und  iSaat  man  die  grOaaere  Seite*  6,'  am  den  Punkt  A 
alch  drehen,  so  erbilt  man  alle  möglichen  Dreiecke  bis  auf  swei* 
das  gleichseitige  und  daa  gleichschenklig -rechtwinklige  Dreieck. 
Die  Gleiehuog,  welche  nur  die  Coiistanten  b  und  c  enthält,  ist 
also  der  geometrische  Ort  aller  Schneidepunkte  dieser  Dreiecke. 
Setzt  man  b  =  c,  so  ist  sie  der  geometrische  Ort  der  Schneide* 
punkte  alier  gleichschenkligen  Dreiecke«  zu  welchen  auch  jene  ' 
beiden  geboren.    (Taf.  VI.  Fig.  9.) 

In  den  folgenden  Paragraphen  sollen  dieae  Relationen  för  die 
vier  Schneidepunkte  aufgesucht  werden. 

^  38* 

Geometrischer  Ort  der  Punkte        ^').  « 

Um  den  geometriaehen  Ort  der  Sehneidepunkte  der  HShen 
d^r  Dreiecke  an  finden,  seheide  man  «la  4ob  4iUeicbaageB 

«'  =  «f  af'=p(«— «)* 

welche  den  Sclineide{Hinkt  eines  besonderen  Dreiecks  bestimmen, 
a  und  ß  aua* 

Manerhilt,  da /3*86*-i>^: 
Ffir  bszc  wird  dIeae  Gleiehnng: 

§.  36. 

Geometriacher  Or«  der  P«nik>te  (af',  y"). 
Der  geemetriaehe  Ort  AwPiiliht»  ^tif)  ist  hi  der  GMehnig 
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enthalten,  denn  diese  Gleichung  iat  Dir  von  €  abbSngig.  Für 
alle  Dreiecke  ist  also  x''  =  \c.  Der  gesuchte  geometrische  Ort 
ist  also  die  durch  die  Gleichung  «"s^  dargestellte»  auf  der 
Mitte  von  c  errichtete  Senkrechte. 

Setzt  man  in  die  Gleiehvog  y*= — fiir  §  seinen  Werth 
:tV4»— i^,  M  eigibt  eiehi 

eine  Function  der  Variabein  ff*  vnd  c,  und  man  erbftlt  den  Werth 
ven  y  fär  jedes  Dreieck,  wenn  man  den  Werth  Ten  «  des  ein> 
Betnen  Dreiecks  in  diese  Gleiefanng  anbstitnirt 

Für  6  as  e  trlid  diese  Relation : 

V'Cc*— c»)  =  (<?«-«c)»,  V«(c  +  o)  =  c>(e-a). 

1.37. 

Geoaetrischer  Ort  der  Punkte  (:r"%  ^'*). 

Um  den  geometrischen  Ort  der  Schneidepnnkte  der  Trane-' 
versalen  der  Dreiecke  sa  inden,  nrass  man  aiM  den  Gieiehnngeo 

welche  den  Schneidepnnkt  eines  durch  die  Grössen  a,  ß  hestimm- 
ten  hesonderen  Dreiecks  bezeichnen,  diese  Grössen  a  und  ß  aus- 
scheiden und  eine  Relation  zwischen  ac^",  ^"  und  den  beiden  Sei- 
ten b  und  c  des  Dreiecks  bilden. 

Es  ist  »«'"-cssa  und  y"' =: da =  Iat; 
also: 

oder: 

+  ftj-"U-6car '  SS  6» — c« 

die  geenchte  Relation'. 

Ist  6 sc,  60  wird  diese  Gleichung: 
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§.  88. 

Geometriscliet  Ort  der  Pookte  (s"",  y'^). 

Um  den  geometriacben  Ort  der  Scbneidepnnkte  der  die  Win- 
kel dee  Dreieeke  belbirenden  Linleo  in  ttoden*  miiMi  man  ans  den 
GleiehvDKeD 

welche  den  Schneidepunkt  eines  besonderen,  durch  a,  ß  und  a 
bestimmten  Dreieckes  ausdrücken,  die  Grössen  or,  ß  und  a  aus- 
scheiden. Man  setze  a-^b-\-  c  =  s  und  lasse,  der  Kurze  wegen, 
die  Accente  weg.   Man  erhält: 

»=s-^  ^ — =— ^,  »»«  Vä6e«»— Ä», 

yV*=s36ec«— I*«*,  y*s-f  jBSs^26ejrssO, 

» 

,     >  (s,j 


nod  flir  baset 


Üm  a  anexiischeideD»  aebme  man  die  Gleicbung 
ao  Hfflle.  Eeiat: 

femor : 

3e(«-f  6)  as  =  (6-l-e-f  a)  (He— e) 

lUtd  . 

 —  ä=so+e— o. 

Aq8  dem  obenstebendeD  Ausdrocke  filr  ae  erbUt  man  aber: 

Ea  iat  alio: 
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2d;s=6-|>ca  and   a  =  6  +  c— 2jr. 
S«tit  man  diesen  Wertk  Toii>a  in  die  Gleichungen  iß),  eo  ist: 


und  für  6 sc: 


^»£!£r-!to)  ar> 


§.  30. 

DiecaseioD  der  Gleichungen  für  die  geometriephen  Orte 

der  Sehneidepnnkte. 

DiscussioQ  der  Gleichong  y'^il^—ac'^i^sc^Hfi-^^l  b>e. 

x'  (c  —  x') 

Setzt  man  -=^==^^   so  ergeben  sich  swei  gleiche 

Werthe  für  y'  mit  entgegengesetzten  Zeichen.  Der  negative 
Werth  bezieht  sich  auf  ß  negativ;  es  ist  aber,  da  ß  =  bs\nA,  ß 
negativ,  uona  sin^l  negativ  ist,  also  wenn  ü  mit  der  Abscissen- 
axe  einen  Winkel  >  180^  macht,  d.  b.  wenn  das  Dreieck  unter- 
halb der  X'iLXB  liegt;  Die  Corve,  dargestellt  durch  diese  Glei- 
chung, hat  also  ober-  und  unterhalb  der  Abscissenaxe  einerlei 
Form.  Setst  man  :f*=z:^b,  so  ist  ^  s=:  od.  Setzt  man  :r'  >  ±  6, 
so  ist  y'  iraaginfir.  Die  Linie  erstreckt  sich  also  nicht  über  die  lo 
den  Punkten  ^^6  der  Abscissenaxe  errichteten  l^nkrechten  hin- 
aus, sie  liegt  zwischen  diesen,  und  da  sie  dieselben  erst  in  der 
Unendlichkeit  erreicht»  bilden  4iese  Senkrechten  Asymptoten  su 
der  gesuchten  Linie. 

Ist  jB'ssO»  SO  ist  y=0;  ist  a^=ie,  so  ist  ^'=0;  die  Linie 
geht  also  durch  den  Anfangspunkt  und  durch  den  Punkt  (c,  0). 

Für  ar'  >  0  und  <  c  ist  y'  =  +  A  Die  Curve  liegt  also  von 
a;'  =  0  bis  x'z=c  iirznei  symmetrischen  geschlossenen  Tbeilen  ober- 
und  unterhalb  der  rechten  Seite  der  Abscissenaxe. 

Für  y  >  0  und  >  c  aber  <  b  wird  =  +  iW;  y'  verändert 
also  im  Punkte  (c,  0)  das  Zeichen,  der  Theil  der  Curve,  der 
früher  oberhalb  der  A"-Axe  lag,  zieht  sich  nun  unterhalb  dersel- 
ben hin  und  umgekehrt;  es  ist  desshaib  der  Punkt  (c,  0)  ein  dop- 
pelter. 

Ffir     <0  oder  negatir,  ^  mag  kleiner  als  c  oder  grSssM 
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als  c  bis  zu  — b  sein,  wird  sz^N;  y'  verändert  also  im  Punkt 
(0,  0)  ebenfalls  das  Zeicbeo,  uud  es  ist  dessbaib  dieser  Puakt 
ebenfalls  eio  doppelter. 

Für  :r'>c  und  <6,  mag  es  nun  positiv  oder  negativ  sein» 
wird  y'  stets  grösser  nod  grßsser,  bis  es.  für  ae  db  6»  ^io  bo' 
reit«  obeo  bemerkt,  vnettdlieb  wird. 

Dass  die  Pnnkte  (0,  0)  ond  (c,  0)  doppelte  stodj  sowie  dass 
die  Carve  onr  diese  Paolcte  als  doppelte  hat«  fiodet  man  aneli, 
wenD  nan  die  Differeotiale  der  Glsiebsog  is  Besag  auf 
und  y'  nimmt,  und  die  Wertie»  welche  dieselbe  anfNull  briogen 
Bod  der  Gieichuag  selbst  Genüge  leistea»  sacht;  man  fiodet: 

» 

ond  hieraus  ner: 

y'ssO  and       =s  0,  «'sse 

als  Werth'e,  welche  der  Gleichong  Genüge  tbon;  es  sind  deeshalh 
«'sO  und  mit  ff^Q  die  doppelten  Punkte  der  Corve. 

Dm  so  aatersacbeo,  ob  die  Carve  (tfaxima  oder  Minima  hat, 

entwickele  man  das  Differentiale  und  setze  dasselbe  gleich 

^ull.   Man  findet: 


y — 26*;r'-j-6^c  =  0  fuhrt  auf  die  reducirte  Gleichung  des  zwei' 
ten  Grades  l»-|-9f=^0  ,  wo  pas— 26*  und  q^l^  ist  Die 

Wurzeln  dieser  Gleichung  in  t  sind  Ü  und  ='-\±^^) 
Seist  man  filr  p  und  q  ihre  Werthe»  so  ist: 

*=■— 2-  +  V  4727  

Da  6>c«  so  ist  dieser  Ausdruck  imaginir;  es  sind  desshalb  die 
drrf  Wurzeln  der  Gleichung  in  x  reell,  die  sich  aber*  ehe  man 
die  Wertbe  von  b  und  c  weiss,  nicht  finden  lassen,  man  mfisste 
sie  dann  durch  eine  Reihe  aosdrficken. 

Es  ist  indessy  um  den  Lauf  der  Carve  angeben  sa  können, 
nidit  nOthIg,  die  Worzeln  seihst  za  wissen,  der  Zog  der  Carve 
ISsst  sich  Im  jHlgemeioeo  doch  hestimmeo. 
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Die  Gleichung 

ist  ohne  zweites  Glied,  die  Summe  der  Wurzeln  gleich  Null, 
daher  die  Wurzeln  von  verschiedenen  Zeichen.  Die  Curve  ist 
awischen  y=0  und  x'=Cy  in  welchen  Punkten  sie  die  Ah^cissen- 
axc  passirt,  eine  geschlossene  Linie  r=  4- P,  und  es  kann  nur 
in  diesen  Grenzen  von  einem  IVlaximum  oder  Minimum  die  Rede 
sein,  da  für  o:' >  +  r  oder  x'  negativ  y'  beständig  im  Wachseo 
ist.  Nun  kann,  ucuo  eine  geschlossene  Linie  iu  zwei  Plmlltsii 
die  Abscissenaxe  schneidet,  in  dieser  Aosd^bimog  nur  eine  un- 
gerade Anzahl  Mazima  oder  Miuima  atattfindeo;  also  iiier  iiSeb- 
ateaa  eins,  weil  die  Gleiehnog 

nicht  bioa  positive  Wofseln  hat,  und  es  mnss  diese  ein  Maadmom 
sein,  weU  ein  Minimum  in  der  Ausdehnung  von  a:  =  0  bis  a:  =  c 
noch  swei  Hazima  notbwendig  machte.   Gebt  man  auf  das  sweit« 

Diflferential  über  und  setzt        =  2v  • 

Null  wird  dieser  Ausdruck  nur  für  ar'=:6V|.  Dieser  Werth  von 
sb'  ist  aber  keine  Wurzel  des  Zählers  vom  ersten  Differential, 
folglich  wird  dieser  Ausdruck  für  keine  W^urzel  des  Zählers  von 

^  Null,  und  es  ist  demnach  die  Wurzel  des  Maximum«  <iV|. 

Obwohl  es  nach  diesen  Ausführungen  unzweifelhaft  ist,  dass 
die  Curve  ein  Maximum  und  nur  eins  zwischen  den  Punkten  (0,  0) 
und  (c,  0)  hat,  sowie,  dass  sie  die  in  Taf.  VI.  Fig.  10.  durch  die 
Punkte  bezeichnete  ist,  so  kann  man  diess  doch  noch  weiter 

darthan  durch  Aufsuchung  de«  zweiten  Differentials  jß^-  Es 
ist  dies« 

Der  Ausdruck  x'^  —  dcjc'  -f  26^  ist  für  x'  negativ  und  Null  offen- 
bar  positiv,  er  ist  es  aber  auch  fitr  «'s- und     se-f  ni; 

wm 

(c-i-ms;6).   Die  erstere  Substitution  ergibt; 
+  l(c«-3c«n+2^«n«),  das  ist  -^(-c«(n— 1)  +  2n(6*ii-c«)). 
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•Setzt  man  Rir  6,  die  grössere  Seite,  den  Werth  c-f^j  fio  er- 
bftlt  inaQ: 

K  [-  c«(n  - 1)  +  2nc*(n — 1)  +  2n»  (2cp  . 

.einm  Auadrnck,  der  offenbar  poeitiv  iet  Die  sweite  Subetitutian 
e-fm  erglbtt 

2(*+c)(6— c)  — m(ü— m).  ' 

Nun  ist  m  <6  —  c,  da  m  nur  ein  Theil  von  b — c  ist,  und 
c  —  7n<6-fc;  es  ist  also  dieser  Ausdruck  positiv.  Da  nun  die- 
ser Ausdruck  x'^ — 3c^'+26'  für  alle  mügiicheu  Wertbe  von  x' 

positiv  ist*  so  ist         fiir  alle  noglicbon  Wertbe  negativ  (der 

Nenner  iassert  anf  das  Zeicheo  keinen  Einfloss»  da  6>J7');  es 

baben  also  y  and  ^^r^»  ^onn  der  Punlct  oberbalb  der  d;-Axe 

(wann  Nichts  erwähnt  vrird,  wird  das  Dreieck  als  über  der  Ab» 
scissenaxe  liegend  betrachtet)  ist,  verscbiedene  Zeichen,  und  wenn 
der  Punkt  unterbalb  der  Abscissenaxe  liegt,  einerlei  Zeichen, 
folglich  wendet  die  Curve  im  erstcren  Falle  der  Abscissenaxe  ibro 
coocave,  im  letsterea  Falle  ihre  convexe  Seite  zu* 

Hiernach  bat  die  Carte  noch  keine  Flezionspnnkto  und  keine 

9««' 

Spitze,  denn  gibt  x'  =  b,  ein  Paokt,  für  welche  die 

Ordinate  erst  in  der  Unondllcbkeit  die  Cnrre  trifft,  nnd  jk- vr^^O 

 ^  (o-*  r 

glbtar^«^  .  ^  Dieser  Werth  ist  nur  mOglich  für 

=  3c  V2    

9c*  ^      oder     ^    ^  6.  In  beiden  Füllen  ist  aber     ^6,  da  von 

negativ  an  bis  «'s=6  der  Ausdruck  >3c«'<h26*  stets  posi- 
tiv ist,  also  eine  Warsei  desselben  nicht  iwischen  a^ss^b  liegt. 


§.  40. 

Dlseussion  der  Gleichung  y'*(c -f  ^rO  ~d:'*(c— «0;  bisc. 
Bringt  man  diese  Gieiching  unter  die  Form 

so  ergeben  sich  swei  gleiche  J^orthe  für  y'  mit  eotgegengesets- 
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teo  Zeicbeo ;  die  Cnrye  wifd  also  anch  bei  deo  gleicbachenkligeo 
Dreieckeo  too  der  Absetoaeiiaze  in  swei  sjrBHBetriscbe  Tbeile 
getbeilt,  wovee  der  oegattve  Theil  wie  in  (f.  40.  Rir  Ä^IW  gilt. 

Für  x'—Q  und  x'  —  C  ist  y' Hie  Curve  geht  also  durch 
den  Anfangspunkt  und  den  Punkt  (c,  0). 

För  jp=s— c  ist  y'  =  00.  Di»  Senkrechte  in  dem  Punkte  — c 
der  AtMciaaeaaze  kommt  also  erst  in  der  Unendlichkeit  mit  der 
Linie  sosamnien«  bildet  also  eine  Asymptote  zu  derselben. 

Für  af^c,  positiv  oder  negativ,  ist  ^  imaginär;  die  Curva 
liegt  also  swisebeo  des  beiden  in  den  Panlcten  «--c  der  AIh 
sdssenaze  erriehtetea  Senkreehten. 

Für  ar' <  +  c  ist  y'  =  ArP.  Die  Curve  wird  also  für  diese 
Werthe  von  x'  von  der  Äbscissenaze  in  zweX  symmetrisch  ge* 
schiossene  Tbeile  getheilt 

Ist  a:  <  c  aber  necrativ,  so  ist  y' —  "^  M.  Die  Curve  geht 
also  durch  den  Anfangspunkt  und  der  Theil  der  Curve,  der  für 
X  positiv  oberhalb  der  A-Axe  war,  kommt  unterhalb  derselben 
und  der  Theil  unterbalb*"der  A'-Axe  über  dieselbe.  Der  Anfangs- 
punkt ist  also  ein  doppelter.  Diess  findet  man  auch,  tvenn  man 
das  Differential  der  Gleichung  in  Bezug  auf  x'  und  y'  nimmt  und 
die  Werth«  von  und  aufsaebt»  welebo  diese  Differentiaie 
aof  Noll 'bringen  und  angleieh  der  Gleichung  genOgen ;  man  findet: 

Diese  Ausdrücke  ergeben  für  den  doppelten  Ponict  d^'rzO,  ^ssO, 
den  Anfaogsponirt. 

Um  die  Werthe  zu  finden,  fSr  welche  y'  ein  Maximum  oder 

Ifinimum  wird,  entwickle  man  ^   nnd  setze  es  gleich  Null; 


erhfilt: 


BjP  ~  '2y'  (c H- x~)  ' 


und  nenn  man  für  y'  seinen  Werth  setzt: 

a:'«  +  cx'_c2^0  gibt    ar'=r=-^^^,    :::^cVÖ  .^^^ 
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ZeiclMii  abgeMben,  grOsser  als  e,  w4Q  |€V5  >  ^c;  dieser  Werth 
Niadit  ^  imaginSr,  der  andere  Werth  ^ie-|-leV&  ist  positir  nad 
Ueioer  als  c.  Snbstitoirt  man  diesea  Werth  in  die  Gleichung, 
so  ist: 

Dieser  Werth  von  y'  Ut  ein  Mazimom;  denn  nininit  nan  das 
iweite  Differential,  so  ist 


Substituirt  man  in   diesem  Ausdrack  Air  »'  den  Werth 

 2  ' 


so  ist 



(8«')»  ~  ^(l  +  V5)V"2(-l+V6)* 


c  c 

Der  Werth  — 2*^S^^  ^''^  Mazimam,  weil  er  das  «weite 

Differential  negatir  macht 

Entwickelt  man  das  zweite  Differentiale  für  alle  Punkte«  so 

ist.  wenn  man  ^^-ß^^  ••tat. 

2AB*VÄB  ABWaB 
_e«(s?'-f  c)*(a:^— 2c)  cHx'—2c) 
AB*ynB      "  AB^'tfAB' 

Dieser  Ausdruck  ist  für  negativ,  null  und  positiv  aber 
<2c,  stets  negativ;  die  Curve  wendet  also  der  A'-Axe  für  y'  po- 
sitiv ihre  concave  und  für  y'  negativ  ihre  convcxe  Seite  zu. 

^^=0  gibt  x'  =  2c,  ein  Werth,  welcher  keinen  Punkt  für 
die  Curve  liefert. 

av 

^^^ssQD,  gibt  x  =  Jt:C,  der  Werth  — e  überschreitet  die 

Grenzen  der  Curve;  der  Werth  *f  0  gibt  den  Grenzpunkt  (c,  0). 
Die  Carve  hat  also  weder  einen  Beogpankt  noch  einen  Wieder- 
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k«hrpunkt;  m  bat  die  Form  in  Taf.  VL  Fig.  II.  aod  lat  eine  Fo- 
eale,  die  im  Anfangspunlrt  die  T-Aze  unter  einem  Winkel  Ton 

r\  f 

4Sf^  dureltsclineidet«  weil  x'  =  0*  das  Differential  ^  =  i  macht, 


{.  41. 

Diaeosaion  dei  Gleichungen  für  den  Punkt  {ad',  y")- 

Die  Werthe  von  ^  liegen  sämmtlich  in  der  auf  der  Mitte 
YOtt  ü  efriebteten  Sealvecliten  and  es  ergeben  aieb  diese  Wertbe, 
wenn  man  in  den  Gleicbnngen 

4^«(6*-«*)  =  (6«— ac)*  und  4/ V  +  «)  =       -  «) 

für  «  die  möglichen  Werthe  setzt,  welche  aladaan  auf  jener 
Seniff echten  abgestochen  werden  kOnnen. 

Dieae  Gleichungen  stellen  aber,  da  sie  die  Relationen  swi- 
achen  den  Veriabeln  a  und  ff  enthalten,  ebenialU  Linien  dar, 
welche  durch  die  stetige  Anfoinanderfolge  der  um  das  Differen- 
tiale sieh  verlndemden  Wertbe  flir  «  gebildet  werden. 

42. 

Diaeussion  der  Gleichung  4^(6*— i^(6*—ae)*;  6>c. 

ft^— ttc 

Bringt  man  diese  Gteicbung  auf  die  Form  ff*  =  J:  ^  .^t 

80  ergeben  sich  zwei  gleiche  Werthe  för  y  mit  entgegengesetzten 
Zeichen.  Die  Corre  wird  also  von  der  Abscissen-Aze  in  2  sym- 
metrische Tfaeile  getbeilt  und  gilt  wie  in  f.  40  der  negative  Theil 
für  A>\W. 

Nimmt  man  a>  so  ist  tf  imaginär,  die  Linie  liegt  also 
zwischen  den  in  den  Punkten  b  auf  der  Ab8cissen<>Axe  errich- 
teten Senkrechten. 

Nimmt  man  a  =  ^[^  6,  so  ist  y  =  oo ;  die  Senkrechten  in  den 
Punkten  4:  b  kommen  also  erst  in  der  Unendlichkeit  mit  der 
Curve  zusammen,  sind  also  Asymptoteo  zu  derselben. 

bt  «  negativ,  mag  es  nun  grOsser«  gleich  oder  kleiner  als  c 
sein,  80  nimmt  ^  für  a  von  b  an  kleiner  werdend,  immer  mehr 
und  mehr  ab,  weil  bei  dem  Kieinerwerden  von  a  der  ZShler  ab 

und  der  Nenner  zunimmt,  bis  ffir  as=0,  y^^id:^  Ist 
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kt  a  positiT  und  kleiDer  als  c»  so  isty"  <±|  und  grosser 

alslV6*~c';  denn  ist  a<c,  so  ist  «*<«c;  — 6*  +  ««<«c— 4*; 
6«— «c;  VÄ*-o«>  V  6*-oc.— .      ist  aber  - 

Da  ouD  so  ist: 


also: 


I  V'p^  <|V6«-«c  oder  y'<4V6«— ou; 


es  ist  aber  auch  ^6  =  \Vb'^>\!^ b^—ac.  Da  oun  y"<^^V b'^—ac 
so  istaucb  y<g  fiSr  a<e. 

Ferner;  a<c  gibt  cf(a — c)>f(a— c)  [denn  a — c  ist  negativ]  ; 

Für  a  =  c  ist     =  ±1^^^==  =  ±iV6«:^. 

Ist  a  positiv  und  grüsser  als  c,  so  ist  y>4V^ 6' — c';  denn 
«f>c  gibt  «(« ■— c) >  c(a  —  c) ;  a*— ac>ac — c*;  — 2«c>— — c*; 

Es  ist  also  für  et  positiv,  wenn  a  >^  >i V  6*—  c';  irejui 
«sse,      =  i V^6^=^  VDd  mn  «<c,  ^>kV6^-i^.  Fflr  a 

negativ  ist  9xic\k  grüsser  als  |V  6^ — c^,   Aua  diesem 

folgt;  &mWW^  fiir  f  ein  Bünimmii  ist 

Diess  zeigt  sich  auch,  wenn  man  das  Differential  ent- 
wiekelt  und  gleich  MuU  setat  £s  ist 
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Gleich  Mull  gesetzt  erhält  man  a  ==  c.  Um  zu  erkennen,  ob  diess 

«ia  Mazimoni  oder  Minimum  ist,  mvM  man  «ntfriclceln; 
erbSit 

6*  (6« 3tt6«(g  «-»<?) 
*       2(6*— c2^*V^62^ 

SeUt  man  hierin  «  —  e,  bo  erhält  man 

es  ist  also  iS^O'^—c'^  ein  Minimum,   da  das  zweite  Differential 

dasselbe  Zeichen  wie      bat  und  man  für  a  =  c,     =  ^V^^-— 
erhält. 

Es  ist  aber  auch  das  zv^eite  Difforentiai,  wenn  man  den  ge- 
nieinschaftlichen  Factor  6^  herauszieht  und  für  — s^nen 
Werth  ß'^  setzt 

Dieser  Ausdruck  ist  für  a  negativ  oder  «  grosser  als  c  positiv; 
folglich  wendet  in.  diesen  Grenzen  die  Curve  der  Abecissea-Axe 

ihre  eonveze  Seite  zn.  Ist  -w  .2  =0,  so  enthält  die  Corve  eine 

Biegung;  diess  ist  der  Fall,  wenn  (3*  —  3«(c  — «)  =  0  das  ist 
b^-^2u^ — 3ac=:0;  hieraus  ergiebt  sich  der  doppelte  Werth  für 

3c  4-  V^ÖF^  -  86'^ 


Dieser  Wwth  für  o  ist  nur  möglich,  wenn  9c^^86^  das  ist 
^^^1  ist.  Ist  ~>         ftl^o  der  Beugungspunkt  (NoUiveith) 

unmöglich»  so  bleibt  welches  von  der  ersten  Bewegung 

des  Schenkels  6  nach  rechts  au  positiv  ist^  positiv,  weil  es  nur 
nach  dem  Nnllwerth-  negativ  werden  kann,  und  die  Curve  bat 
keinen  Flexionsponk^  sondern  nur  ein  Minimum.  Ist  6  s  wie 

3i/2  b 

in  der  Gleichung  des  folgenden  Paragraphes,  so  ist  ~4f~>^(— 
der  eine  Beugongspunkt  ist  in  «(  =  2'       andere  Punkt  in  a=c, 
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wo  93wt  die  Conre  dnrcli  die  Axe  gebt  Die  Fig.  12.  (Taf.  VII.)  ist  die 
Carve  ohoe  Biegung,  Hier  ist  ^  =  |  also  |>^^  s  l,05.» 

Diese  verschiedenen  Werthe  von  i/'  auf  der  Senkrechten  in 
ar*  =  2  abgestochen,  ergeben  die  Terflchiedenen  Werthe  Ton 

fttr  das  Dreiecic,  die  also  Ton  « =  — b  an  sich  aus  dem  Cnend* 

liehen  berabsenken,  bis  sie  für  a  =  c  das  Minimum  b'^—c^  er- 
reichen, roll  da  an  aber  wiedet  wachsen,  bbsie  fflr  a  =+6  wie- 
der in«  Unendliche  sich  erheben. 


§.  43. 

DisenssioD  der  Gleichung  4y^(e-|'a)  =s  e*(o—a);  ^sc. 

Bringt  man  die  Gleichung  auf  die  Form  ^ss  +  ^^y  c-f^* 

so  ergeben  sich  ebenfalls  zwei  gleiche  Werthe  für  y['  mit  entge- 
gengesetzten Zeichen.  Die  Curve  wird  also  von  der  A'-Axe  in 
swei  symmetrische  Theile  geschnitten  und  gilt,  wie  iu  §.  40.  der 
negatiTO  Werth  fßr  A>\W. 

Nimmt  man  a>c  negativ  oder  positiv,  so  ist  y"  imaginär; 
die  Linie  liegt  also  zwischen  den  in  den  Punkten  ■jt.c  auf  der 
Abscissen-Aze  errichteten  Senfcreehten. 

[st  a  —  — c,  so  ist  y"  =  QO.  Die  Senkrechte  in  —  r  kommt 
also  erst  in  dem  Unendlichen  mit  der  Curve  zusammen  und  ist 
demnach  eine  Asymptote  zu  derselben. 

Ist  a  negativ  und  kleiner  als  c,  so  ist  y"  mit  dem  Kleiner- 
werden  von  u  beständig  im  Abnehmen,  weil  der  Zähler  ab  und 

der  Nenner  Kunimmt,  bis  es  f&r  a  =  0  den  Werth  :£|  erhSlt 

Ist  et  positiv  «nd  kleiner  als  e,  so  ist  y  =  :^1'<J:|»  denn 
y~==<l  gibt  :j:2Y  chF«^^2'  ^""^  ^^^^  »it  dem  Wachsen 

▼on  a  st^  ab,  da  in  der  Zähler  ab  und  der  Nenner 

snnimmt,  bis  fiHr  «  =  c  man  ff*  =  Q  erhält. 
Differentlirt  man  die  Gleichung,  so  Ist: 
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Illiess  kuiD  nteht  gleich  Noll  gesetzt  werden;  es  Urt  eher  filr 
«sc  aoendJicb«  daher  die  Greoze  flir  «;  daa  sweite  Differential 


bat  einerlei  Zeichen  mit  y"  bis  a  =  ^  f    nachher  verschiedene 

Zeicheo  mit  y".   Die  Linie  wendet  alao  der  Abseiaaen^Axe  bia 

«  s  ^  Ihre  convexe  Seite  so»  in  dieaem  PnolLte  iat  eine  Biegang, 

von  welcher  an  die  Curve  bis  zu  a  =  c  ihre  concave  Seite  der 
X-kz.Q  zuliehrt  Die  Curve  hat  also  die  in  Taf.  VII.  Fig.  13.  dar- 
gestellte Form,  wovon  jedoch  .nur  der  obere  Theil  gegeben  ist. 

Die  Werthe  ▼on  y",  welche  bei  diesen  Dreiecken  auf  der 
Senkrechten  aus  der  Mitte  von  c  alis^estochcn  werden,  nehmen 
alao,  wenn  A  von  löO^  bia  0^  abnimmt,  beständig  bia  zu  Muli  ab. 


§.44. 

Diacnssioii  der  Gleichung  9y**s=6^flla^-f  Ocsr'''-^;  6>ü. 

c 

Gibt  man  dieaer  Gleichung  die  Form  — =  ^ 

und  vergleicht  sie  mit  der  allgemeinen  Gleichung  des  Kreises 
Cy— (^~P)*==^'^7  so  sieht  man,  dass  sie  die  Gleichung  eines 

Kreiaea  iat,  deaaen  Coordinaten  des  Mittelpunktes       0^  und 

deeseo  Ualbmesaer  ^  sind.   Beschreibt  man  also  in  der  Entfer- 

e  b 
nung  ^  yoB  A  aua  D  mit  der  LSnge  ^  einen  Kreia»  ao  Ist  der- 
selbe der  gcometriacbe  Ort  der  Punkte  {puf",  y"). 

LSaat  man  die  Glelchwig  nach  ^  auf,  ao  erhill  man: 

Die  Curve»  der  Kreta,  wird  alao  Ton  der  Abscissen- Axe  in  zwei 
symmetrische  T heile  geachnitten  und  gil^  wie{.  4(K,  der  negativa 
Werth  für  A>lfiQ9. 

Iat  6c«»-9«^6*-<S«=0,  ao  iat  ^=:^e±b),  wnA  ^=0; 
ea  aind  dieaa  die  Punkte  E  und  F  (Taf.  VIL  Fig.  14.).  Da 
a;'^sK«-fc),  so  Ist  a  in  diesem  Fall  ^b.  Ea  aind  dieaa  die 
Grensen,  der  aich  a  bei  aeinem  Wachaen  nach  rechte  und  linka 


I  ^ 
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nähert,  ohne  sie  erreichen  zu  dfirfeQ,  wenn  das  Dreieck  existiren 
soll. 

Ist  6cy— 9;r'"2i62— c*<0,  das  ist  Qa;"'^  — 6ca:'"  +  c»— 6»>0; 
also  a:'">^(c  +  6),  so  ist  y'"  imat^inär.    Alsdann  ist  a>Ä. 

Ist  Ocar'"— 9ar'"«  +  62-c2>0,  das  ist  ^x"'^—Oca/"-^c^—b^<,0, 
also  a;'"<i(c:i:6),  so  erhält  y"*  zvrei  gleiche  Wertbe  mit  entgegen- 
gesetzten Zeichee»  von  deoen  der  oegative  sich  aaf  die  Lage  des 
Dreiecics  unterhalb  der  Abscisseo-Axe  besieht 

Ist  a:'"=0,  so  ist  y"'=±iV 6«— nnd  «=— c;  das  Dreieck 
bat  alsdann  die  Lage  AßC^» 

Igt  x"'=:\c,  so  ist  y'=4;^Ä  und  «— 0,  das  Ureieck  hat  als- 
dann die  Lage  ABO^'  (rechtwinkelig;  o=6cosil=0;  cosil=0, 

Ist  x'"=\1c,  so  ist  a=c;  das  Dreieck  ist  ABC^"',  recht- 
winkelig bei  B.   y'"  ist  ebenfalls  =  ±\W  b'^—c*.  ' 

Ist  ar'"<ic  also  ic>i(a  +  c)  so  ist  a<0  also  negativ;  die 
Seite  b  liegt  In  diesem  Falle  links  der  Ordinaten-Axe. 

Ist  x"'=ic,  so  ist  cc=lc,  y'"=lV  b^~ic^=±ißf  da  6«-ic*=^; 
das  Dreieck  ist  alsdann  gleichscbenkelig  und  bat  die  Lage  ABC^'. 

Ist         -  1^      so  Ist  «  =        DIess  Ist  die  l^ABO^ 

des  gleicbschenkeligen  Dreiecks,  wo  AC  die  ungleiche  Seite  ist; 
denn  es  ist  a*=6^-^c^— 2ac,  oder  far  o  seineu  Werth  ^  gesetzt 
a«sc^,  a  =  c,  oder  AB^BC". 

Differenfiirt  man  die  GleiehoDg^  so  ist  ^^t;  =  '* 

man  =  0«  so  ist  j;'"  =  ic»  der  Werth  für  ff"  ein  Mazimam, 
«  ist  alsdann  glelefa  Noll  und  das  Dreieck  bat  die  Lage  ABO^, 

§.45. 

Discnssioo  der  Gleichung  3/'*  =  2c«^ -Sj;«^;  6  ~  c. 

Gibt  man  dieser  Gleichung  die  Form  f'"*-!-«"'*— IScarssO 
oder  ^'"^-FCo;"'— i«^*  =     und  TergleiGfat  sie  mit  der  allgemeinen 

Gleichung  des  Kreises  — qy^-i-ix—py^^t'^,  so  findet  man  wie- 
der die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Coordinatea  des  Mittel* 
Punktes  (ic,  0)  nnd  dessen  Halbmesser  |e  sied.  Besehreibt  man 
also  aus  D  in  der  Entfernung  ie.Ton  A  mit  eben  dieser  Linge 
|e  einen  Kreis,  so  ist  dntselbe  der  geometrische  Ort  der  Punkte 
W'ft^t  wenndieDreieekngleiehschenfcelignind,  (TatVILFig.16.) 
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LOsst  man  die  Gleicbnng  nach       auf,  so  erhält  man : 

die  Grosse  unter  dem  Radical  ist  Null  für  a:'"  =  0  und  j;"'=|2c. 
Für,  diese  beiden  Wertbe  v  on  x'"  ist  also  y"  =  0.  Oa  allgemeia 
4^'=J(a  +  c),  so  ist  für  y'=0,  a  —  '—c  und  für  a;'"  =  |2c,  a=-fc, 
es  isind  diess  die  beiden  Grenzen  der  Lage  des  beweglichen 
ScheDkels  c,  welche  er  nie  erreichen  darf,  wenn  ein  Dreieck  be- 
stehen soll,  denn  ist  K2ea^'— 3a;'"«)<  0,  also  Jr»'>i2c»  so  ist 
imagisir,  also  a>  e. 

Ist  i(^i<»B^--3fl^''2)>0,  also  «^'<i2c,  so  iiat 
Wertbe  mit  eiitgegeDgesetsteii  Zeichen,  von  denen  der  negative 
sieh  aof  die  Lage  des  Dreiecks  anterlialb  der  Absdsseo-Ase  be- 
sieht 

Ist  «^<|e,  so  ist  «t<0,  also  negativ.  Die  bewegliche  Seite 
c  bat  alsdann  eine  Lage  links  der  Ordinaten^Axe. 

Ist  d;"'=ic,  so  ist  ^'"=:H«  und  tts=0,  der  bevregliche  Schen- 
kel e  bat  abdam  die  senkrechte  Lsge  und  das  Dreieck  ist  ABC 

Ist  a"*yie,  so  ist  a>0»  also  positiv,  der  beweglicbe  Schen- 
kel e  bat  eine  Lage  rechts  der  Ordinaten-Aze. 

Ist  «"^ic,  80  'i6ty''*=±^^=i^  und  o=4c.  Das  Dreieck 
Ist  alsdann  gleicliseitig  nnd  ABC\ 

Ist  «"'  =  i(c+V"c«^=^),  so  ist  «=±V^c»— /J«,  das  Dreieck 
hat  alsdann  fiir  «  negativ  eine  Lage  links  nnd  för  a  positiv  eine 
Lage  recbts  der  F-Axe. 

Differentlirt  man  die  Gleich ong,  so  i8tg^;7,  =  — — •  Setst 

man  c— 3:r"'=0,  so  ist  für  x'" =^c  y'"  ein  Maximum,  wie  oatCirlitA, 
da  die  grösste  Ordinate  des  Kreises,  die  im  Mittelpunkte  ist. 

Diseussion  der  Gleichungen  für  die  Paukte  C«'^,  jr")* 
(Der  KAise  wegsa  bleiben  die  Aoeeote  weg.) 

I.   Diseussion  der  Gleichungen  U. 
a)  bleich.  (U  ):  y^^^££z^^(ttS:z£>;         (Taf.Vll.rig.  16.) 

Giebt  man  dieser  Gleicbnng  die  Form  fi=Jr\j  ^^~*^K^ 

V      o+c — X 

so  neigt  skib,  dass  die  gesncbte  Linie  ami  cvrel  dnrth  die  Ab* 
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8ci8sen-Axe  getrennten  symmetrischen  Theilen  besteht  mit  ent- 
gegengesetzten Zeichen,  der  negative  Werth  gilt  für  ^>]8(^^ 
also  fär  die  Lage  des  Dreiecks  unter  der  X-Axe. 

Ist  X  negativ,  so  ist  y  imaginär j  die  Curve  hat  also  keinen 
Punkt  links  der  Ordinaten-Äxe. 

Ist  X  gleich  Null,  so  ist  y  =  0;  der  Aofaogspuakt  ist  also 
ein  Punkt  der  Curve. 

Ist  X  positiv  and  kleiner  als  c,  so  hat  y  stets  einen  Werth» 
bis  es  bei  x  ■==.  c  wieder  Null  ist;  die  Curve  bildet  also  eine  ge- 
schlossene Linie  von  «=:0  bis  x=S''{rc,  ia  welchen  beiden  Punkten 
sie  die  JIC-Axe  trifft. 

Ist  ar>c  aber  <6,  so  ist  ?/  imaginär.  Zwischen  den  beiden, 
in  den  Punkten  e  und  6  der  Abscissen  -  Axe  errichteten.  Senk- 
rechten liegt  also  kein  Punkt  der  Curve. 

Ist  x^b,  so  ist  y=0,  die  Linie  trlft  also  bei  6  wieder  die 
A'-Axe. 

Ist  x^b  aber  <6-|-e»  so  bat  y  Wertbe,  die. Curve  also  Pnakte 
in  dieser  Ausdehnung. 

Ist  «=:6-f-c,  so  Ist  y  uoendiicb,  die  Senkrechte  ia  «  ==  6-f  c 
trifft  die  Curve  erst  in  der  Unendlichkeit  und  Ist  demnach  eine 
Asymptote  su  derselben. 

Ist  a;>6-f  so  ist  y  imaginär,  die  Curve  erstreckt  sich  also 
nicht  Uber  x^b-^-e  hinaus. 

Die  Lage  des  Dreiecks  für  ein  xi  nämlich  der  Werth  von 


Die  gesuchte  Curve  besteht  also  aus  zwei  getrennten  Thei- 
len, von  denen  der  eine  «wischen  und  x^e  liegende  Theil 
eine  geschlossene  Linie  bildet»  der  andere  aber  ein  unendDcber 
Zweig  swischea  x^b  und  x^b-^e  ist  Die  Curve  flir  die  Punkte 
{^^9  Uogt  aber,  wie  Torber  nachgewiesen ,  stets  innerhalb 
des  Dreiecks;  es  kann  also  dieser  unendliche  Zweig  der  Linie, 
der  durch  die  Gleichung  (U')  dargestellt  ist,  hei  der  Curve  für  die 
Punkte  {x^^,  y^^)  ausser  Frage  bleiben,  da  die  gesuchte  Curve 
für  die  Punkte  {x^^,  y^f^  nur  der  zwischen  x^O  und  x=iC  lie- 
gende Theil  sein  kann. 

Um  ma  neben»  ob  die  Curve  doppelte  Punkte  hat»  diffetentlire 
aun  die  Gleidiung: 
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2^  Meizier:  Die  Pier  merkwüntigen  Punkte 

in  Bezog  auf  x  und  y.   Man  erhält:  « 

Sjyl^sO  gibtysO.  Far  diesen  Werth  von  y  kann  o;  our  =0, 
s    s  6  «ein;  da  aber  diese  drei  Wertbe  Ton  «  der  Gleichung: 

a»  — " 

nicht  genllgeD,  so  hat  die  geenchte  Linie  keine  doppelten  Ponkte. 

Cm  die  Maxima  oder  Minima  der  Linie  zu  finden,  entwicl^ele 
man  ^  für  die  Gleichung: 


xix—c){x  —  b)  VA  , 

T+c  -X     "  Vß  * 


man  findet: 


8y  _  9(A),B-B(ß)A  ^  — 2agH 4(6  +  c) j?«  - 2(6 -j^  c)«;r  +  bc{b -j- c) 

gl  =  0  gibt: 

3ir*— 4(H<»)^-f3(6+c)*dP— 6e(6H-e)»C^-  •  •  (M) 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  sfiinnitlich  reell,  da  ihr 
erstes  Differential  die  beiden  reellen  Wurzeln  t[2(6-|-c)  J:(6-f  <^)] 
bat  Eine  der  Worseln  der  Gleichung  (M)  liegt  zwischen  x^e 
nnd  x^b,  denn  ihre  Werthe  DDr  diese  beiden  Snbstftntioneo 
sind  (filr  c),  6c(6  — e)  posilir  und  (flir  6)»  ^he{b — c)  negativ. 
Die  Cnrve  hat  aber  swischen  den  Abscissen  e  nnd  b  keinen 
Punkt,  diese  Wurzel  fällt  also  liSr  die  Curve  aus  und  es  hieiben 
f)lr  Maxima  und  Minima  nur  noch  zwei  Wurzeln,  von  denen  alMn* 
nur  eine  zirischen  :r  =  0  und  x  ■=  c  liej^en  kann ,  weil  die  Curve 
zwischen  diesen  beiden  Wcrthen,  für  welche  sie  die  -X-Axe  trifft, 
eine  geschlossene  Linie  ist,  folglich  in  diesen  Grenzen  nur  eine 
ungerade  Anzahl  Maxima  und  Minima  liegen  kann;  ja  es  kann 
diese  Wurzel  nur  ein  Maximum  bedeuten,  weil  ein  Minimum  noch 
zwei  Maxima  bedingen  würde. 

Ueber  den  Punkt  x=c  hinaus  kann  von  einem  Maximum  keine 
Rede  «ein»  da  ffir  die  von  da  an  möglichen  Punkte  der  Curve 
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(voD  x  =  b  bb  xs^b-^c)  die  Ordioaten  bestäudig  im  Wacbsen 
siod. 

tue 

S«txt  man  ^  =  ~  ^od  in  <    so  6i^t  •Ich: 


4(6  +  c)rt»c«  .  2(6  -f  c)*me 


1  53  T  —  6^-6c», 


oder: 


c\2mim  ~  «)')    6c^(  -  (2m — n)^)n  -|-  6«c(2ot  —  n)«» 

Der  Factor  io  m  and  n  den  ersten  Gliedes  ^ist  flir  «  positiv» 
unbedingt  positiv,  beim  zweiten  Gliede  unbedingt  negativ,  beim 

dritten  Gliede  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  2m  grosser  oder 
kleiner  als  »  ist;  ferner  ist      — ft)n*>(2m— fi)Sii,  «reil  fi>fli, 

ebenso  6^>6^>c';  es  ist  also,  wenn  2ni'Cii,der  Aasdmck(M), 

einerlei»  welche  Werths  6.  nnd  o  ha^  positiv;  also  ist  voa^s^ic 
bis  aesse  Icein  Zeicbenwechsel,  dieser  \omnit,  weil  (M)  fiSr  sr^^O 
negativ,  in  der  Ausdebnaog  «  =  0  bis  «  =  |e  vor. 

Will  man  den  Ort  des  Maximums  n^iber  untersuchen,  so  gebe 

man  dem  n  bestimmte  Werthe.    Setzt  man  n  =  100,   so  liegt 

38c  40c 
das  Blazimani  awischen  s^s  j^  und  Anf  das  Ver- 

hlltniss  von  b  m  e  kommt  es  an»  ob  das  Maztmom  swischcn 

38c     ,  39c    .       .   .      39c     .  40c  ,.  , 
X  =       und        oder  zwischen        und  |^  liegt 

Die  dritte  Wurzel  von  (M)  liegt  über  ö  rechts  bioaus,  denn 
setzt  man  x  =  6-|-nc,  so  erhält  man  für  (M): 

3c>teS^3c>ii«(6-'2c)-|-2c%i(c-26)  f  6c(c-6) 

einen  Ausdruck,  welcher  jedenfalls  einmal  das  Zeichen  des  ersten 
Gliedes  (+),  für  n  variabel,  erhfilt,  also  das  der  Substitution 
VOD  b  für  X  entgegengesetzte  Zeichen;  von  da  an  bleibt  der  Aus- 
druck  stets  positiv*). 

Es  ist  swar  sweiTeltos,  dass  der  fragliche  Punkt  der  Corvo 
awisefaen  srsO  -and  ass^  ein  Maxlraom  ist;  es  g;^ht  diess  aber 


*)  Für        OB  ergeben  rieh  vieder  die  Grenzponkte  C^,  0),  (c,  0),  (6, 0) 

TbtuxLvii.  an 
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SfiS  M9t»i€r:  DU  Pier  meriMnU^e»  Funkte 

ancb  «00  dem  Werlhe  von         hervor.  Man  erbilt  Air  dieoeo 

zweite  Differential: 

Setzt  man  im  Zähler  dieses  Aasdrucke  fiir  A  und  ß  ihre 
Werth«,  10  istt 

1* 

Sotst  man  »  s;  -»  ao  iat: 
II 

_ bc (4c^(l-n)  -t- 6c»it(-  4  +  n«(4- n))  +  2^c»»»(2-^) - b^*) 

Deir  ZShIer  dieae«  Anadniciaa  bt  f&r  jeden  positiven  Werft 
von  n  (aaeh  weaa  er  aieh  aia  naMter  Brach  daratellt)  negativ, 

der  Nenner  aber  peaitiv,  denn  STAB  lat  mit  dem  positiven  Zei- 
chen an  nehmen,  wenn  man  den  oberen  Tbeil  der  Cvrve  lietrach- 

iet,      and  ß*  sind  an  sich  positiv  und  A  ist  fflr  ebenfalls 

positiv.    ^^"^2  ist  also  (vir  jeden  positiven  Werth  von  n  negativ, 

also  aach  für  den  Werth  des  hier  untersucht  werdenden  Punktes; 
folglich  ist  dieser  Punkt  ein  Maximum,  und  die  Curve  wendet  in 
der  ganzen  Ausdehnung  von  a;=0  bis  ;rs=c  der  A'-Axe  ihre  con> 

eave  Seite  aa,  da    ond         eatg^engeaetate  Zeichen  habea. 

Um  sa  prfifen,  ob  die  Corve  Bengungspnnlrtie  hat,  moaa  man 
gleidi  Natt  aad  anendlieh  aetaea.  Der  Nallwertfa  gllit: 

ia!*—iib-tc)a:*'^4bcib  ^  c)«— äc(6  +  c)«  =  a 

Dieae  Gleichnng  hat,  wenn  man  ^Oafl  hhisanigt,  drei  Almedha- 
langen  und  eine  Folge  der  Zeichen,  also,  dem  Anach^ne  na^, 
drei  poaitive  Woraela  aad  eine  solche  negative. 

Seist  man  xssb—ne,  so  erhSit  man: 

4»^— 4A»(36— c)  +  126cV(6— c)  -  6c(6— c)S(4ii4.1). 

Da  nuD  dieaer  ikuadruclL  Jedenfidla  efaimal  daa  Zeichen  dea  eialeo 
Giiedes,  -f*  bei  ii  variabel,  erhil^  die  Gleidbmig  IBIr  «=0  aber 
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einen  negati Iren  Werth  bat,  so  liegt  ein  Zeichenvrechsel ^  folglich 
auch  wenigstens  eine  Wurzel,  links  der  Ordinatenaxe»  und  ist 
diese  Wurzel  die  negative,  welche  aber«  da  y  ffir  a  oegatiy  ima- 
ginSr  ist,  für  die  Curve  ausfallt 

Ziriteben  x^O  und  »sc  liegt  keine  Warne!,  da  in  dienen 

Grenzen  der  Ausdruck  (siehe  vorne  •^=~)  für  jeden  positiven 

Werth  von  n  stets  negativ  ist,  also  ein  Zeicbenwecbsel  nicht 
Statt  finden  kann.  Die  Curve  hat  also  in  diesen  Gränzen  keinen 
Beugungsponkt  und  wendet  der  Abscisaeoaze  stets  ihre  concave 
Seite  zn. 


Setst  ninn  «ssA-f  — *  no  erhilt  man: 

Am*c*i^4chn^n  (36-c)  -|-  Ubchn^n^  (6-c)  -|-  bc  (6— c)»n»(4m~  w) 


Diener  Anadraele  int     4m  ^     dan  ist  m  ^  |,  also  ^  =  6  -f 

(ebem  Werthe  ^^  ^)  ntetn  poeittr,  welebe  Werthe  m  und  n 

nnch  haben  mugen;  die  CHeicIrang  hat  also  Uber  diesen  Punlct 
liinaon  nnmOglich  einen  Zeiclieniveehsel ,  folglich  keine  Wunel, 

und  die  Curve  wendet,  da  von  diesem  Werthe  y  und  ntetn 
einerlei  Zeichen  haben,  der  JT-Aze  ntetn  ihre  eenvnxe  Mte  an. 

Int  4ffl<fi»  so  wird  der  Zähler  Ton  ^^a* 

—  6c  (6 — c)»»*  +  ibcm{b — c)»  »» + 126c*m«  (6 — c)  «* 
44e*ni>(36— e)ii-|'4ni«e«, 

eder,  wenn  man  dem  Buchstaben  m  den  Werth  J  verschafft«  was 
fluw»  da  II  keine  gune  Zahl  »  nein  Iwaadbt,  ntetn  knani 

Dieser  Ausdruck  erhält,  bei  2  variabel,  einmal  das  Zeichen 
des  ersten  Gliedes,  — ,  und  behält  es  von  da  an  stets;  es  ist 
also  zwischen  x  =  6  +  ic  und  diesem  Werthe  von  Z,  der  den 
Ausdruck  negativ  macht,  eine  Wurzel  der  Gleichung,  und  bis 
x=zb  nur  eine,  weil  ^  für  a:  =  6  negativ  ist  Die  Curve  wendet 
Ton  diesem  Punkte,  einer  Biegung,  an  der  Ji-Axe  ihre  concave 
Seite  no. 

so* 
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Meitler:  Ute  vier  merkwürdigem  Punkte 


Was  die  beiden  andern  Wnneln  der  Gleichung  ^^^=0 

lietrifft,  so  werden  sie,  wenn  sie  überhaupt  mugiich  sind,  zwischen 
den  Punkten  (c,  0)  und  (6,  0)  liegen,  wiewohl  man  durch  die  Sab- 

•titotioD  voa  c  -f-  ^^-"J^-^  eder  b  —  fiir  s  einen  Aoedmck 

eriiilt,  der  waliracbeinlicb  in  allen  Pillen  negativ  let.  Eine  wei- 
tere Ontennebong  ist  Jed^eb  nnnOtblg,  da  die  Curre  swieelran 
diesen  beiden  Punkten  nicht  fortsetzt  und  aneb  selbst  der  unend- 
liche Zweig  der  von  der  Gleichung  (U')  dargestellten  Linie,  eigent* 
lieh  nicht  zu  der  Curve  gehurt,  die  hier  iintersuebt  irerden  soll» 
au  der  Curve  der  Punkte  (x^^p  Jf^^h 

Setst  man  /s~^=  ^»  AB*VAB  ssQ,  so  kann  diess 

nur  Statt  finden  filr  xssO,  =c,  =6,  Der  Wertb  b-t-e 

(äWt  aus»  da  die  betreffende  Ordinate  die  Curve  nicht  trifft;  die 
Werthe  0,  b  selgen  keine  Bi^aag  an,  weil  linker  Seite,  uod  der 
Wertb  c  zeigt  keine  Biegung  an,  weil  rechter  8eite  die  Curve 
keine  Fortsetzung  hat  Diese  drei  Wertbe  gehören  vielmehr 
Grenspunkten  an. 

Die  Curve  bat  alae  nur  einen  Flezionspunkt  awisebett  sssb 
und  s6-|-|c. 

Spitzen  der  ersten  Art  (Coratoiden)  bat  die  Curve  nicht,  da 
der  einzige  bier  au  bertlckslcbtlgende  Nullwerth  einen  Beugungs- 
imnkt  gibt,  folglich  die  Ordinate  links  dieses  Punktes  nicht  nn* 
mtlglieh  Ist,  und  die  Wertbe»  die  das  swelte  Differential  unend- 
lich machen,  entweder  (Hr  die  Curve  ausfallen,  wie  6-|-c»  eder 
Punlrten  angebSren,  in  vrelcben  die  Curve  der  Abadssenaxe,  bei- 
derseits, ihre  concave  Seite  auwendet. 

ROckkehrpunkte  der  sweiten  Art  (Rampboide)  bat  die  Curve 
nicht,  weil  y  Ar  kein  w  zwei  Werthe  mit  einerlei  Zeichen  und 
die  Curve  eine  durch  die  JT-Ase  symmetrisch  getbettte  Perm  bat 


^  47. 

b)  Gleichung  (ü')^  ^^^^^^^^^^^i  (Taf.VaFlgJ7.) 
Gibt  man  der  Gleichung  die  Form: 
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80  aeigt  ticb»  daM  die  gMBcbte  Lhiie  warn  sirel  dareli  die  Ab- 
•ciMemi»  getreonten  ayinnetriseheD  Theilep  mit  entgegengeftete- 

ten  Zeichen  besteht;  der  negative  Werth  gilt  fBx  J>180»>  aiee 
fiir  die  Lage  dee  Dreiecke  unter  der  JT-Aie. 

let  X  negativ,  so  ist  y  imaginSr;  die  Gnrve  hat  also  keinen 
Pnnkt  Ibke  der  Ordinatenaze. 

Ist  2:  =  0,  60  ist  y  =  0;  der  Anfiuigspaiikt  ist  also  ein  Punkt 
der  Curve. 

Ist  9  peeitiT  and  kleiner  als  e,  eo  bat  y  stets  einen  %Vertb 

bie  fSr  x=e,  ysO  ideb  ergibt  Die  Curve  bildet  also  zwischen 
a:  =  0  and  x  =  c  eine  geschleeeoie  Linie,  die  In  den  Punkten 
(0,  0)  und  (e,  0)  die  Absciseenaxe  trifilU 

bt  ao  ist  y=T  II«  w.;  die  Cnrre  gebt  äbo  im  Punkte 
(e»  0)  dnreh  die  Abscissenaxe,  der  Tbeil  der  Linie  oberhalb  der 
JT'Axe  sieht  sieb  nnn  iinterbalb  derselben  fort,  md  wngekabrt; 
dieser  Pnnkt  ist  also  ein  doppelter. 

Ist  x=^2c,  so  ist  y  unendlich;  die  Senkrechte  im  Punkte 
(2c,  0)  ist  also  eine  Asymptote  der  Curve. 

Ist  :r>  2c,  so  ist  ff  imaginär;  fiber  2o  binans  bat  also  die 
Cnrve  keinen  Punkt. 

Dans  der  Punkt  (e*  0)  oId  doppelter  Punkt  ist,  ergibt  sieh 

auch,  wenn  man   «  ^=F=0  in  Bezug  auf  y  und  x 

differenilirt  und  diese  Diliereatiale  gleicb  Noll  setst  Es  ist: 

2|y  —  WSr;   aa;  (2c— x)*  • 

^  =  0  gibt  y=:0;    1^  =  0  gibt  (j:-c)(a:«-3ca;  +  c2)=:0.  Der 

Gleiebung  der  Curve  entsprechen  nnr  die  beiden  Wurzeln  x  =  c 
und  y=0;  es  ist  also  auch  nur  der  Punkt  {e,  Q)  ein  doppelter. 

üm  die  Blazima  und  Minima  der  Corvo  su  finden,  eniwiekele 

man  das  Differential  ^>   Man  erhält,  wenn  man  die  Bezeichnung 

der  Torigen  Paragraphen  beibehält: 

dy  _BiA)xB-k-A 
&  —    2BVAB  ' 

und  wenn  man  die  jetzigen  Werths  für  A  und  B  setzt : 
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dy     —x^-{-  icx^ — 4c*a;  -f   —     — c)  (ar* — Zcx  -f  c*) 

^  BVBx 

Setzt  man  dies«  =qo,  so  ergibt  sieb  nur  für  x=.0  der  Anfaiig»- 
pnokt  als  Grenze»  da  für  d;  =  2e  die  Ordinate  die  Carve  nicht 

erfeicbt  Setst  man  ^=0,  so  iet: 

c  (3  +  'V^S) 

der  Werth   s         gibt,  da  er  grusser  als  2c  ist,  keinen  Panlit 

der  Gorre,  der  Weilli  9^^"^^^^  j^t  fsr  du  Uexiniiim,  denn  eelat 

man  ihn  in  ^^^t  welcbee»  wamman  dieBeaelebnaogen  des?erl* 
gen  Paragraphen  beibehftlt, 

c^(dg*— 2ca:»^-2<?»«-*c*)  _  d^(x—c)*(x-{-c)  _--c^(x  +  c) 

ist»  ao  erhält  man,  da  zwischen  xssO  and  07= c  beständig  x^e 
Statt  findet»  also  V(dP-tf)*ss— c)  iat»  Ifo  einen  ne- 
gativen Werth.  Dieses  Marimum  liegt  zwischen  x  =  0  und 
«=:|c»  da  ^ — Setst  man  In         fiOr    den  Werth 

80  erhält  man  für  jeden  Werth  von  n  einen  negativen  Werth, 
ao  lange  jr<c,  also  bis  zu  dem  doppelten  Punkte  (c,  0).  Wird 

wenn  man  -  für  a;  aetzt»  IBr  Jeden  Werth  von  n  peaitir;  es 

haben  folglich  vor  dem  Punkte  {e,  Q),  jf  und  verschiedene, 

nadi  diesem  Punkte  aber  einerlei  Zeiciie»»  daher  wendet  die 
Curre  vor  diesem  Punkte  der  JT-Axe  ihre  coneaTe»  nach  demsel- 
hen  aber  ihre  convexe  Seite  zu.  Es  ist  hier  immer,  wenn  nichts 
Besonderes  bemerkt  ist,  der  Tbeil  der  Cnrve,  für  welchen  VAB 
positiv  ist,  betrachtet»  för  -»VAB  findet»  wie  man  leicht  siebt» 
daaaeibe  Statt. 
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Um  dia  BMgMgspmikte  and  SpIfieD  dar  eraton  Art  (Cm- 

toiden)  zu  finden,  mma  man  ^j^sO  und  =00  setzen.  Was 

deo  Nullwertb  betrifft»  gibt  x^^c  Iceinen  Punkt  der  Curve; 
ßVaB  =  0  kann  nur  «ein  für  xz=:2c  und  =0;  die  Ordinate  für 
jr  =  2c  trifft  die  Curve  nicht.  Der  Werth  x=:0  liefert  Iceinen 
Beugpunkt,  weil  linkH  des  Anfanp^spunktes  kein  Punkt  der  Curve 
ist;  a:=0  liefert  auch  keinen  Rückkebrpunkt  der  ersten  Art,  weil 
die  Curve  zwischen  den  Punkten  (0,  0)  und  (c,  0)  der  .X-Axe 
tveetiodig  ihre  concave  Seite  zuwendet ;  man  erhält  nur  einen  Grenz- 
pttakt  für  «=0,  in  welchem  die  Cur^e  einfocb  die  Abeeiaeeii- 
•I»  iMuwIrt  . 

Die  Curve  bat  also  weder  einen  Flexionspnnkt,  noch  eine 
Spitze  der  ersten  Art;  sie  hat  aber  auch  keine  Spitze  der  zwei- 
ten Art  (Rampboide),  weil  filr  keine  Absciwe  swel  Wertbe  mit 
gleielieB  Zeleben  Statt  habeo,  ▼ielroehr»  wie  bei  all  dieeeo  Oar- 
▼ea,  stete  y^db  w.  tot  Die  Cnrve  hat  also  die  la  TatTII. 
Fig.  17.  aogegebeoe  Perm»  die  IcleineB  e  aatsptechen  deagroesea 
C,  et  tot  atop  e«  der  Poakt  Ittr  dae  Dreieck  ABC'^. 

Setol  mea  In  Ifir  «  den  Werth  c,  ee 

ist  ^  s  1 ;  die  Curve  schneidet  aiso  die  Abscissenaxe  bei  ihrem 
Darchgaage  im  Paafcte  (c,  0)  aater  einem  Wlakcl  ven  4Sf^, 

Setit  maa  in  ya8(e— jr)^t^^^  fSr  x  die  Gritsse  e~«. 


se  erUttt  man  ys=«  V  ~t~*  ^  nimllehe  Glalcbnng  wto  fo 

40.  für  die  Punkte  {x',  y').  Die  Verinderang  von  x  in  e^x 
spricht  ans«  dass  die  Ordtoatanaie  la  die  Spitae  B  des  Drel- 
eeka  verlngt  worden  Ist  and  die  positiven  Abactoaea  linke  der 
F-Aze  an  nehmen  aind. 


fi.  48. 

2.  DIacnaalon  der  Gleiehnagen  S. 

a)  Gleichnng  (SO:  y*=^^^^f^;  6>c.  (Taf.  VII.  Flg.  10.) 

Die  Discussion  der  Gleichungen  U  hat  Curven  dargestellt, 
welche  mehr  als  die  Punkte  {x^^\  y^^)  enthalten,  denn,  welch© 
Lage  äer  Schenkel  b  von  den  Wertben     6  bis  -f  6  für  «  ancb 
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liabeii  nag,  der  PaDkt  {a^^t  f*^)  liep^t  stets  swiselien  den  Senk- 
rechten, die  in  den  Punkten  (0,  0)  und  (c,  0)  errichtet  werden; 
die  unendlichen  Zweige  rechts  des  Curvenblattes,  welche  in  den 
Gleichungen  U  enthalten  sind,  gehuren  also  der  Curve  filr  die 
Punkte  (x^^,  y'^)  nicht  an,  sie  sind  durch  die  Elimination  von 
a  aus  den  Gleicfaungen  S  in  die  gefundenen  Curven  für  die  Glei« 
chnngeo  U  eingebracht  worden. 

Wendet  man  snr  Anleacbnng  der  Curve  für  die  Punkte  (jr"^,y'0 
die  Glelchun<!en  8  an,  so  erhftit  man  blas  dieses  eiförmige  Blatt, 
weii  die  Gleichungen  S  direet  aus  den  Wertben  x*^  und 
bergeleitet  sind. 

Die  Gieiehnng  (8')  unter  die  Form 

y*^a* — p«=0  oder     +       7)*  = 

gebiacbt  und  verglichen  mit  der  allgemeinen  Gleichung  des  Krei- 
ses: (y~^)«  +  (a;— /?)*=r*,  ist  die  Gleichung  eines  Kreises, 

dessen  CoorUioatea  des  Mittelpunktes         o\  und  dessen  Halli- 

messer  -y  sind.   Diese  Gleichung  ist  von  a  abhängig,  sie  ist 

also  für  jede  Lai^e  des  üreiecks  eine  andere;  der  Punkt  (x^^, 
y^^)  liegt  aber  in  der  Kreislinie  des  dem  einzelnen  Werthe  von 
a  zugehörigen  Kreises,  weii  die  Werthe  von  x  und  y  der  Glei- 

26c 

chnng  des  Kreises  3f*'|>«*  pd?sO  entsprechen.  Die  Absdsse 

6c 

der  Mittelpunkte  aller  Kreise  ist  -y  stete  positiv,  und  es  lie- 
gen effeniMur  alle  Mittelpunkte  swiscben  dem  grossten  nnd  Idein- 
aten  Werthe  dieser  Aliseisse;  Diese  Werthe  h&ngen  tou  a  ab, 
und  es  entepricbt,  da  a  im  Nenner  ist,  der  kleinste  Werth  der 
Abscisse  dem  grOssten  Werthe  von  a  und  umgekehrt.  Der  grSssto 
Werth  von  a  ist  6-|-c,  der  kleinste  Werth  von  a  ist  6 — c;  jenem 

bc 

grSssten  Werthe  entepricbt  die  Abscisse  ^j^f^_^'^»  diesem  klein* 

sten  Werthe  die  Abscisse  \c.  Zwischen  diesen  beiden  liegen 
also  sämmtliche  IVHttetpuokte  der  hier  vorkommenden  Kreise,  welche 
sämmtiich  die  Ordinatenaxe  im  Anfangspunkte  berühren,  da  die 
Ordinate  der  Mittelpunkte  gleich  Null  und  die  Abscissen  dersel* 
lien  dem  Halbmesser  gleich  sind. 

Fasst  man  das  Dreieck  in  einer  seiner  Lagen  auf,  so  ist, 
da  der  Punkt  («'^,  y^^)  in  der  Kreislinie  liegt,  y^^,  die  im 
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PaolEte  des  DnrebnieMeia  2y  enidrfvf»  Senkndite;  es  ist 
also  yi^ss»iri^^sstr).  Nun  ist: 


aUo: 


ac^bc  ^hv     ac  ^  fjc\  (bc  -f  ac)  jbc  —  ac)  l^CA*— 


uud 


da  0=  *f  V  6*+c*+2ac  und  »war  positiv  ist,  weil  die  Seiten  des 
Dreiecks  positiv  anzunehmen  sind. 

y^^  hat  also  zwei  gleiche  Wertbe  von  verschiedenen  Zeichen, 
die  Curve  wird  von  der  Abscissenaxe  in  zwei  syrametrische  Theile 
getheilt  und  der  negative  Werth  gilt,  wie  in  §.39.,  für  die  Lage 
des  Dreiecks  unterhalb  der  Abscissenaxe.   (Taf.  Vil.  Fig.  16.) 

Ist  «  negfttivt  so  ist: 

Ist»  abgesehen  tob  dem  Zeteheo«  «>6»  so  ist  y  imginir;  die 
Curve  liegt  also  nicht  fiber  die  Punkte  db^  hinaus,  ja  sie  geht 
nicht  über  den  Anfangspunkt  hinaus,  da  f&r  «= — b  jfssO  und 

arss^^^-^ssO  wird,  aueb  Oberhaupt  der  ZUiler  Ton  ar,  nim« 


s 


lieh  «c-|>6c,  fiir  «  negativ  stets  Muli  oder  positiv  ist,  weil  w^be, 

'  Bewegt  sich  der  Schenkel  6  bei  seiner  Drehung  mehr  nach 
rechts,  8o  wird  a,  der  absoluten  Grösse  nach,  kleiner,  der  Zäh- 
ler des  Werthes  von  y  also  grösser  und  der  Nenner  desselben 
■deiner,  y  selbst  also  grosser.  Dieser  wachsende  Zustand  iiielbt, 

hü 

bb  a  au  Null  herabsinkt*  in  welchem  Falle  3f=J:;  

ist  und  der  Schenkel  b  mit  der  Ordinatenaze  sosammenftUl.  m 

bc 

ist  alsdann  ebenfalls   -====. 

Bewegt  sich  der  SehenlMl  6  weiter  nach  ivebts,  so  ist  • 
positiv  und 
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Der  Zähler  dieseg  Wertbes  nimmt,  bei  dem  nnnmebrigen  Wach- 
sen Ton  ab»  der  Nenner  aber  ebenfalls,  und  es  läfiet  sich  dess- 
halb  über  die  Grosse  von  y  aus  dieser  Form  des  Ausdrucks 
nichts,  ohne  Weiteres,  bestimmen.  Es  ist  aber  bis  jetzt  gewiss, 
dass  die  Curve  bei  der  Drehung  des  Schenkels  6  von  dem  Punkte 
—  b  der  Abscissenaxe  bis  zu  dem  Punkte  -f  b  derselben  eine 
gefeUoMMie  Linie  iet,  dass  eie  flir  diese  beiden  Lagen  de« 
Sebenkels  mit  der  Abeeieeenaie  «mumnentrii^  weil  y  OQr  «s^ft 
Nnll  wild,  ttnd  daes  diese  Punkte  der  Abeeiaaenase  Ittr  «es  »6 
der  Punkt  (Q,  0)  nnd  fflr  «ss46  der  Punkt  (c,  ^  aind,  weil 

x  =  ^  ^  '    fiir  «  =  —  6  gleich  Null  wird  and  für  c  =  +  6  den 

Wertb  +c  erhält. 

DilwentUrt  man  die  Gieidiang 

cVA 

der  man  die  Ferm  li^^b^c-CvB  S^'*^"  Imho*  in  Besag  anf 
«,  se  erbllt  man : 

SeUt  man  diees  gleidi  Nnl»  se  Ist  A^^me{b^c^VB)VB, 
Dieas  nibrt,  wenn  man  flir  A  nnd  ^  Ibra  Wertbe  setst  nnd  redii> 
drt»  anf  die  Gieiebungi 

I 

Der  Factor  (6  -f-o)  föllt  aas,  der  andere  Faeter  ist  eine  Gleichung 
des  dritten  Grades,  die  entweder  nur  eine  reelle  Wurzel  oder 
drei  reelle  Wurzeln  bat.  Ist  letzteres  der  Fall,  so  ist,  da  eine 
Folge  und  zwei  Abwechselungen  der  Zeichen  Statt  findet,  eine 
Wurzel  negativ,  die  beiden  andern  sind  positiv.  Ohne  mich  mit 
der  weiteren  Auflösung  dieser  Gleichung  aufzuhalten,  will  ich 
ans  der  Art  der  Wurzeln  den  Zag  der  Linie  zu  bestimmen  suchen. 

Hat  die  Gleichung  nur  eine  reelle  Wurzel ,  so  kann  diese,  da 
der  Zug  der  Linie  von  dem  Anfongspunkte  an  bis  zu  dem  Punkte 
(c,  0)  geschlossen  Ist  und  die  Linie  von  cf=.  —  b  bis  <x=:0  Aet 
Abscissenaxe  ihre  concave  Seite  anwendet  (es  ist  diess  bei  den 
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GleiehvBgen  ü  hfaireieliend  Mscinander  gesetit      teast  «iii  Maii- 

mmn  «izeigen. 

Hat  die  Gleiehmig  drtl  reeHe  WstutB,  ■<»  Immi  ebenfidb  Bir 
ein  Htiimvn  Statt  liaben»  denn  lllr  a^— 6  bia  «sO  wendet^ 
wie  aasgeflliirt,  die  Linie  der  Alieeiaaenaxe  ihre  concave  Seite  an. 

Der  Pontct  o=:0  ist  auch  Icein  Maximum,  weil  a=:0  keine  Wur- 
zel der  Gleichung  iii  a  Ist    Maxima  und  Minima  liegen  nlao  in 

dem  T heile  der  Linie,  für  welche  a  positiv  ist.  Da  nun  nur  eine 
ungerade  Anzahl  von  Maximis  und  Minimis  vorhanden  sein  kann, 
weil  die  Linie  eine  geschlossene  ist,  und  die  Abscissenaxe  in 
den  Punkten  (0,0)  und  (c,  0)  schneidet,  und  ferner  ein  Minimum 
noch  zwei  Maxima  bedingen  wfirde,  so  können  die  awei  fibrigen 
positiven  Wurzeln  nur  ein  Maximum  andeuten. 

Welchen  Einfluss  das  Verhältniss  von  6  zu  c  auf  den  Zug 
der  Linie  hat,  geht  aus  folgender  Vergleichung  der  Ordinaten  fiSr 
<r  =  0  und  o=ic  hervor;  die  erstere  will  ich  mit  y^,  die  andere 
mit      bezeichnen.  £s  ist: 

_        eVlfl  \     de  _  eVW^t 

Vergleicht  man  beide,  ao  iat: 


> 
< 


6  > 
4  ^ 

—  ~. 


*)  Das«  da«  aus  den  Gleichungen  S  hergeleitete  eiförmige  Blatt  mit 
dem  aus  deo  Gleichungen  U  hergeleiteten  identisch  ist,  kann  vohl  Nie~ 
nMwd  in  EtreffBl  sieb«a»  da  bei  beiden  Gleichungen  einerlei  W»tbe  von 
X  vad  |r  ae  Gtaale  liegen. 

M)  V««-.«»  ieft  ntt  den  podtfrea  Zeiebea  sa  aehnea»  da  Uer 
der  uMMb  der  AbscieMnaae  fiegeade  TbeH  der  Oarve  büiaiilei 
vacden  eeU* 
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Es  hängt  also  von  dem  Verhältnis»  -  ab»  ob  grusser, 
gMch  oder  kleiner  ale  f|«  ist;  die  Cnrve  hat  also  diel  Varletieneo. 


49. 

b)  Glelebnog  (S"):  y««^^]"***;  6»c.  (Taf.  VII.  Flg.  17.) 
Setat  maD  auch  diese  Gleichung  unter  der  Form 

eio»  so  eleht  man,  das*  sie  dfeGloleiiung  einee  Kreises  ist,  des- 
sen  Halbmesser  ^j^^  i>ud  dessen  Coordinaten  des  Mittelponktes 

Die  AmffliniDgen  dee  Torigeo  Paragrapbeo  gefteo  aaefc  Ucr. 
Der  grüsste  Werth  ▼on  a  ist  aber  hier  2e  nnd  der  kleinste  Werth 
Null;  jenem  grdssten  Werthe  eateprieht  die  Abedsse  |e  des  Hit- 

tetpnnktes,  diesem  kleinsten  die  Abscisse  \c.  Die  sSmmtlichen 
Mittelpunkte  der  Kreise  (S")  liegen  also  In  dem  streiten  Viertheil 
der  Grundlinie  c  von  Ä  an  gerechnet 

c  V  c*  

Die  Gleichungen  för  y  sind  hier  tf=J:-  =.  Ist 

_  ^-f-v2e(era) 

a  negativ,  so  ist  «==±;— -—=====.     Die  Ordinate  wächst 

anch  hier  wieder  bis  so  <ts=0.  Ist  «  podtir,  so  nimmt  der  Zih- 
ier  ah,  der  Nenner  aber  ebenfalls,  und  es  gelten  dieselben  Be- 
merkungen trie  bei  der  Glelcbong  (SO* 


Das  Differentml  tot  hier  ^«    VAB,{:1c^VB)^  ' 
Nnllvrerth  führt  auf  die  Gleichung: 

a»-|-3a«c— Sac* =  0  oder  (a— c)  (a«f  4ac— c*)  =  0. 

Die  Wnrseln  des  sweiten  Factor«  mnd  e(— 2j:V5).  Ffir 
«s=c(— 2— V5)  ist  y  imaginär.  Die  Wariel  c(— 2-|-V5)  enl> 
(qpricht  einem  Maximum^  weil  die  CtirTe  von  Anfang  an  ihre  con- 
cave  Seite  der  A-Axe  zuwendet,  und  ein  Minimum,  da  die  Curve 
eine  ge.«ichIo88ene  Linie  ist,  die  die  Abscissenaxe  in  zwei  Punk» 
teo  schneidet,  noch  swei  Maxima  bedingen  wurde.  Dieses  Maxi- 
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mum  liegt  zwischen  a  =  0  und  o  =  |c,  denn  ossO  and  ss^c  sind 
nicht  Wurzeln  der  Gleichung  in  o. 

Da  hier  6  =  c,  so  tot  hier  1»  1....  >  -  =  1»  also  iit  die  Or- 
dioate  für  «sO  grOtaer  als  die  für  «s=|e. 

Die  Darstellung  des  zweiten  Differentials  könnte  diess  näher 
bewahrheiten,  die  Gleichungen  U  sind  jedoch  in  dieser  Beziehung 

hinreichend  discutirt. 

Der  Zug  der  Linie  ist  durch  Punkte  dargestellt 

t.sa  , 

Die  Curven,  welche  die  Punkte  {x^^,  y^^)  bei  der  Drehung 
des  linken  Sehenkels  des  Dreiecks  am  den  Anfangspunkt  A  be- 
sebretben»  sind  eiförmige  Liaien,  die  mit  ibrem  stumpfen  Ende 
den  Anfangspnnkt  beifibren  vnd  deren  Aze  in  der  Abseissenaza 
liegt.  Es  folgt  diess  ans  den  Gleiebongen  U  and  ans  den  Glei- 
cbnngen  S.  Aus  den  Gleichungen  U,  weil  das  Maximum  zfri« 
sehen  den  Punkten  (0»0)  und  (|c,  ü)  liegt;  aus  den  Gleichungen 
S,  weil  für  ce  negativ  Zähler  und  iNenner  des  Werthes  für  y^^ 
för  ein  Wachsen  sprechen,  für  a  positiv  aber,  die  Wirkunt»,  welche 
der  Zug  der  Linie  durch  die  Abnahme  des  Zählers  erleidet,  durch 
die  Wirkung,  welche  die  gleichzeitige  Abnahme  des  Nenners  her- 
beiführt, gehemmt,  ja  im  Anfange  ganz  aufgehoben  wird,  da  im 
Anfang  fQr  a  positiv  die  Curve  «ich  noch  von  der  jr*Axe  entfernt. 
Es  steigt  deshalb  die  Linie  im  Anfange  noch  in  die  Hobe«  wodoreh 
das  stampfe  Ende  gebildet  wird,  während  der  fernere  Verlanf,  liUr 
a  pesitlr,  und  namentlieh  das  Annähern  an  die  Abseissenaze,  das 
Fallen  der  Linie,  langsamer  vor  sieh  geht. 

Die  Fig;  10.  and  Fig.  17.  auf  Taf.  TU.  stellen  diese  beiden  Linien 
in  den  Punkten  e  dar. 

§.  51. 

Wenn  man  die  Gleichungen  der  in  den  §§.  16.  bis  19.  aufge* 
(lehrten  vier  Linien  für  die  Fig.  9.  auf  Taf.  VI.  sucht,  so  hat  man, 
da  hier  6  =  c  ist,  nur  in  den  gefundenen  Gleichungen  b  =  c  zu 
setzen.  Diese  Figur  enthält  nur  gleichschenklige  Dreiecke.  Bei 
allen  diesen  Dreiecken  liegen  aber  die  vier  fraglichen  Punkte  in 
der  auf  die  ungleiche  Seite  aus  der  gegenöberliegenden  Spitze 
gefällten  Senkrechten.  Es  mfissen  folglich  die  vier  Linien  der 
{{.  Iflk  bis  19.  erstens  durch  den  Ursprung  gehen  and  swellens 
müssen  die  vier  Tangenten  dieser  Linien  einander  gleieh  sein. 


Digitized  by  Google 


904  Met%Ur:  Die  vier  merkwürdtge»  Puuiste 

Da«  erste  ist  aogenföllig  weno  man  in  den  Wertben  von  and  y 
flir  fß=tO  nod  «sO  6  gleich  e  setst  Das  svrcite  gibt  eine  korae 
Omwaiidlang  des  Ansdnicis  f&r  die  Tangenten  dieser  lAaSmu 

Bs  ist  nlmlicb 

1)  die  Taageote  le  §.  16.  für  6ase: 

— 3gc-f2<^  t^—uc — 2«c-f2«^  c(c — et)  —  2g(c —e)  c— c 
/3(c-2e)    "~       /3(c— 2o)  ?(c— 2«)       "   /I  ^ 

2)  die  Tangente  in     17.  für  6  =  c: 

•  uet — «*< — c*  -f  a*c 

weno  nuui  nlmneli  filr      seinen  Werlb  edcr  viefanehr 

c^»«^  seilt  Addirt  nnd  snbCnbirt  mna  in  Zlhler  dieeee  Bradw 
«c^«  se  ethllt  maat 

^  die  Tangente  in  {.  1&  flir  6sr: 

|J(2cc  +  2c«-M)  ' 

streicht  man  den  Factor  e  in  ZShIer  nnd  Nenner  nnd  nddirt  nnd 
enhtnhirt  im  Zähler  See,  so  erh&lt  man: 

agc-f8gy— et— 2<^gec-f«f  _  c(2a-|-2ü-f)~c(2a-i-2c-i)  _  c— a. 
/}(2a-f  2c— «)  /J(2«+2e-*)        —  /I  * 

4)  die  Tangente  in    10.  flr  6=et 

g(t-8c)  /3(*--3c)  ßl*^^)  ß_ 

Cf+«— 3oC— 3c*^  *  (c+a) — 3c  (c+o) (c + «)  (5 — 3c) "~  c  +  a 

^  |5*         c^—gg     (c— c)(g4-a)    C— g 

Der  Ansdmclc  für  die  Tangente  in  allen  vier  Fällen  ist  eine 

§.  52. 

Dan  Drele€l^  an  eoBstrniren«  wenn,  bei  der  Annahme 

Ten  {.  1.»  gegeben  ist: 
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1.  {x\y')  and 

Der  tweite  Punkt  ift  der  Mittelponkt  des  amschriebenen 
KraUee,  dessen  Halbmesser  die  Länge  vom  Punkte  (or"«  jf^  bto  - 
zum  Anfangspunkte  ist.    Beschreibt  man  diesen  Krew«  «o  hat 

man  den  Punkt  B  des  Dreiecks. 

Der  erste  Punkt  liegt  in  der  Senkrechten  ß  and  ist  von  der 
Spitze  C  des  Dreiecks  noch  einmal  so  weit  entfernt  als  (a:",  y") 
von  der  Grundlinie.  Die  Spitze  C,  folglich  des  Dreiecks,  ist 
dorch  Abstechen  dieser  Lfinee  ra  finden. 

a.  («'.y)  und  iaf'.y)' 

Wenn  diese  beiden  Punkte  bekannt  aind,  eo  iet  es  nneh 

sO«  dieser  Punkt  in  der  Linie  der  beiden  gegebenen 
Punkte»  und  zwar  in  der  halben  Entfernung  von  {a^,  liegt. 
Ans  (x\  y')  and  {af\  y^  iet  aber  das  Dreieck  nacb  dem  Vori- 
gen leicht  beechriebeo. 

« 

3.  {s\  y')  und  ia'^,  y'n- 

I 

{x'^,        ^      Mittelpunkt  des  eiogesebriebenen  Kreises, 

seine  Entfemnng  von  der  Abscissenaze  dessen  Halbmesser.  Ziebt 

man  dieeen  Kreis,'  so  gibt  eine  Tangente  a^s  dem  Anfangspunkt 

A  an  denselben  die  Lage  der  Seite  6.  Der  Punkt  (a^,  y)  liegt 

in  der  auf  der  Basis  senkrechten  Linie  ß,  welche  durch  die 

Spitze  C  geht.   Errichtet  man  also  in  (x*,  y')  eine  Senkrechte  auf 

die  Basis  e  (Abscissenaxe) ,  so  gibt  der  Schneidepunkt  mit  der 

Tangente  aus  A  die  Spitze  C,  und  die  Tangente  von  C  aus  an 

den  gesogenen  Kreis  die  Spitse  ß  des  Dreiecks, 
f 

4         ^)  und  jT). 

Es  Ist  bler  ebenfalls  bekannt,  folglidi  das  Dreieck 

uns  («^9      und  («^»  ^  sa  beetimmen, 

5.  («^,      und  («'^  y'H. 

{x"f  y")  ist  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises,  des- 
sen Halbmesser  die  Länge  von  A  bis  (x"  y  y")  ist.  Zieht  man 
diesen  Kreis,  so  hat  man  die  beiden  Spitzen  A  und  B  des  Drei- 
ecks, {x^^»  y^^  )  ist  der  Ifittelpunkt  des  eingeschriebenen  Krei- 
ses, dessen  Halbmesser  also  bekannt  ist.  Zieht  man  diesen  Kreis 
und  aus  A  und  ß  Tangenten  an  denselben,  so  gibt  der  fiehnel- 
depiunkt  dieser  Tangenten  die  Spitse  Cnnd  also  das  Dreieck  ABC» 
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Da  y  =  t/5  Ipt,  8o  darf  man  nur  aus  (jc*',  y'")  eine  Senk- 
rechte auf  die  Abscissenaxe  fällen  und  In  der  Entfernung  ^yf 
mit  derselben  eine  Parallele  ziehen,  so  hat  man  die  Linie»  in 
welcher  die  Spitze  C  liegen  muss.  Zieht  man  nun  aus  (x"^,  y^^) 
(Mittelpunkt  des  eingeschriebenen  Kreises)  den  Kreis  mit  dem 
Halbmesser  und  aus  A  eine  Tangente  an  diesen  Kreis,  so 
miiM,  da  diese  Tangente  die  Seite  ^  des  Dreieeke  ist,  die  Spitie  ' 
Caacfa  in  diencr  Linie  liegen»  folglieb  in  dem  Sebneidepnnict  mit 
jener  Parallelen.  Zieht  man  nnn  aus  C  an  den  Kreis  eine  Tan- 
gente, so  ergibt  sieb  die  Seite  a  und  SpMse  B  den  Draiecbe. 


Dan  Dreieck  an  eonatrniren,  wenn  die  vier  Sebneide« 
pnnbte  der  Lage  naob  gegeben  sind. 

Hier  ist  der  Werth  der  d  bekannt.  Substituirt  man  nun  diese 
llVertbe  in  die  §.  15.  gefundene  Gleicbuog  des  dritten  Grades«  so 
erbält  nun  dnreb  AnflOsnng  derselben  die  Gr&sse  der  drei  Sel^ 
ten  des  Dreiecks.  Die  drei  Wurseln  dieser  Glelcbnng  mllssen 
reell  sein  *), 


*)  Dies«  Aufgabe  rfilirt  von  Bvler  ber  ni  Undet  ildl,  wenn  leb 
■icbt  irre,  in  Nav*  Coneatar.  A«ad*  tcieatiarttni  iaipefial.  Pe- 
tropal.  Ten  XI  pro  aaao  1765.  PelropoL  I7«7. 


« 


■ 
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Ueber  den  neuesten  Stand  der  Frage  vpn  der  Theorie 

der  Paralleleo» 

Von 

dem  Heransgeber»  ^ 


Seit  den  Zeiten  des  Enclides  bat  die  Frage  von  der  Theo- 
rie der  Parallelen  die  Geometer,  wenn  auch  theilweiee  mit  län» 
^ren  Unterbrechungen,  doch  immer  wieder  von  Neaem  lebhaft 
beschäftigt,  viele  Abhandlungen  sind  verfasst  worden,  in  denen 
man  diese  Versuche  gesammelt  und  einer  eingehenden  Kritik  un- 
terworfen hat.  Schon  in  einer  im  Jahre  1763  erschienenen  ver- 
dienstlichen Schrift  von  Kl ä gel  sind  achtundzwanzig  mehr  oder 
weniger  von  einander  verschiedene  Paralielcntbeorieen  gesanmelt 
and  beortbeilt  worden,  und  wer  wollte  eile  die  fibrlf^n  in  den 
Yenebiedeneten  Spracben  ond  Lindem  ereebienenen  Scbrillen 
ibniicber  Art  aofsSblen,  die  in  den  seit  jener  Zeit  verfloeoenen 
bnndert  Jabreo  verfaast  worden  sind,  was  am  Wenigaten  hier 
mein  Zweck  nnd  meine  Abaicbt  sein  Icann. 

Alle  Parallelentheorieen  bewegen  sich  vj^enigatens  zunächst  um 
das  berflhnite  eilfte  Atiom  des  Evelldes,  dem  man  allgemein, 
nnd  gewiss  mit  tollem  Rechte,  die  so  einem  Gmndsatse  erfor> 
darliehe  Evideni  —  was  freilich  ein  etwas  sebwankender  nnd  ver- 
schiedener Deutungen  filbiger  Begriff  ist  —  abgesprochen  hat. 
fiekanntlicb  ist  dieser  Sata  der  folgende: 

Wenn  zwei  gerade  Linien  von  einer  dritten  geraden 
Linie  geschnitten  werden,  ond  die  Samme  der  beiden 
inneren  anf  derselben  Seite  der  schneidenden  Linie 
liegenden  Winkel  weniger  als  swei  rechte  Winkel 
beträgt:  so  müssen  die  beiden  dorcbschtiittenen  Linien, 
genugsam  verlängert,  auf  der  Seite  der  schneidenden 
Linie»  anf  welcher  die  beiden  in  Rede  stehenden  Win*^ 

Thtil  XLTO  Sl 
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kel  liegen«  nothwendig  sosammeotreffen  oder  sieb 
schDeiden* 

Kl ü gel  sagt  von  diesem  Satze:  „Allerdings  kann  man  dem 
Satze  die  Stelle  unter  den  Grundsätzen  streitig  machen.  Dcoh 
konnte  Eue  Ii  des  auch  nicht  ihn  in  die  Reihe  anderer  scharf 
erwiesener  Sätze  briogen.  Er  hat  ihn  also,  um  einen  Ausdruck 
am  der  Kan fachen  Philosophie  so  borgen,  als  einen  syntbeti- 
•eben  Satz  a  priori  unter  die  GrondsStze  gestellt.  Der  Satz 
enthSlt  eine  Eigeu»cbaft  der  geraden  Lhiie.,  welehe  sie  von  *  den 
bronimen  nnterscbeid^,  ob  man  gleich  sie  nicht  ans  der  Matnr 
dersellien  durch  eine  Verbindung  mit  andern  Sätzen  herleiten 
kann,  weil  sie  unmittelbar  in  ihr  liegt.  Prol^iiis  setzt  den 
Grnndsatz  unter  die  Postulats  (jati^^ma).** 

Läset  man  den  obigen  Satz  als  Graodsatz  gelten,  so  ist  in 
den  Elementen  des  Enclides  die  Paralieleotbeorie  unstreitig  mit 
der  grOssteo  Eäo&ebheit  und  aller  errorderliehen  Strenge  und 
Eridenz  dargestellt,  dieselbe  milt  aber  auch  gänzlich»  wenn  man 
jenen  Satz  nioht  als  Grundsatz  anerkennt,  wobei  ich  —  so  be- 
kannt die  Sache  auch  an  sich  ist  —  doch  hervorzuheben  nicht 
unterlassen  will,  dass  der  wesentliche  Inhalt  der  Parallelentheoric 
sich  auf  zwei  Hauptsätze  reducirt,  von  denen  der  zweite  die  llm- 
kehrung  des  ersten  ist;  der  Beweis  des  ersten  Satzes  lasst  sich 
ohne  das  eillte  euclidische  Axiom  leicht  in  aller  Strenge  fuhren, 
was  aber  von  dem  umgekehrten  Satze  nicht  gilt,  so  dass  also 
die  eigentliche  Schwierigkeit  in  dem  Bevreise  dieser  Cmkehrung  liegt. 

Vielfach  hat  man  ao  die  Stelle  der  euclidiscben  Erklärung 
der  Pacalleien: 

Zwei  in  einer  and  derselben  Ebene  liegende  Gerade 

heissen  einander  parallel,  wenn  sie,  so  weit  man  sie 
auch  nach  he id en  tSei ten  hin  verlängern  mag,  niemals 
mit  einander  zusammentreffen  oder  sieb  schneiden. 

and  des  eilften  Aztoms  andere  ErklXrongen  dnd  andere  mehr  üder 
weniger  evidente  Grundsatze  za  setzen  versucht,  wodurch  aber 

die  Schwierigkeit  nicht  gehoben»  sondern  im  Wesentlichen  immer 
die  alte  geblieben  ist,  wofiei  man  diese  Schwierigkeit  nur  immer 
in  dem  nachher  genau  und  bestimmt  zu  bezeichnenden  Sinne  auf- 
zufassen hat.  Vorzüglich  ist  aber  hervorzuheben,  dass  die  Schwie- 
rigkeit in  der  Theorie  der  Parallelen  mit  der  Schwierigkeit,  einen 
anderen  Satz,  nämlich  den  Satz: 

Die  Summe  der  drei  Winkel  eines  jeden  ebensif 
Dreiecks  betrügt  zwei  rechte  Winkel. 
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streng  zu  betveisen,  auf  das  Genaueste  zusaromenhängt  und  auf 
das  Engste  verbunden  ist  LSsst  man  das  eilfte  euclidiscbe  Axiom 
ab  Grnodsftts  gelten,  00  ist  iler  Sati  Von  der  Constans  der 
Summe  der  drei  Winlrel  des  ebenen  Dreiecks  leicht  TSlIig  streng 
stt  lieweisen;  IcaoD  mao  aller  omgekehrt  diesen  ietsteren  Sats 
unabliingig  streng  beweisen,  so^lässt  sieb  daraas  da*  eoclidlscbe 
eilfte  Axiom  mit  völliger  Evidenz  und  Strenge  ableiten,  und  die 
Schwierigkeit  in  der  Theorie  der  Parallelen  ist  dann  völlig  geho- 
ben. Das  Eine  fällt  also  mit  dem  Anderen  Im  Wesentlichen 
vollständig  zusammen. 

Will  man  nun  aber  überhaupt  von  einer  Schwierigkeit  in  der 
Paralleleatheorie  reden,  so  scheint  es  mir  ver  allen  Dingen  nCthig 
zu  sein,  dass  man  klar  und  bestimmt  ausspreche,  worin  man 
diese  Schwierigkeit  sucht  und  findet,  weil  auch  nur  dann  erst 
überhaupt  die  Frage  sich  aufwerfen  lässt,  ob  und  wie  dieselbe 
gehoben  werden  kann.  Dass  in  verschiedenem  Sinne  eine 
Beseitigung  derselben  möglich  ist  und  sich  denken  lässt,  scheint 
mir  unzweifelhaft  zu  sein,  und  es  scheint  mir  hier  selbst  einer 
derjenigen  Punkte  versnliegen,  wo  MathematBc  md  Philosophie 
an  einander  streiren  und  sich  beriibren ;  ich  hin  auch  tiberseagt,  dass 
mancher  Philosoph  kopfschflttelnd  sich  wundem  wird»  wie  der 
Mathematiker  fiherhanpt  bei  diesen  Dingen  eine  Schwierigkeit 
finden  kann,  die  nach  seiner  Ansicht  vielleicht  gar  nicht  vorhan- 
den oder  wenigstens  leicht  zu  beben  und  zu  beseitigen  ist,  eine 
Ansiebt,  die  —  bei  den  möglichen  verschiedenen  Auflassungs- 
weisen —  wohl  auch  nicht  ohne  alle  Berechtigung  sein  und  alles  « 
Grundes  entbehren  dürfte. 

Deshalb  will  ich  die  hier  snr  Sprache  kommende  Frage,  wie 

ich  dieselbe  von  jetst  an  in  diesem  Aufsatze  aulTassen werde,  in 
möglichst,  liestimmter  Weise  wie  folgt  pr&cisiren  and  aussprechen ; 

LSsst  sich  unter  Zugrundelegung  der  euelidischen 
Definition  der  Parallelen,  mit  Hfllfe  der  niemals  an- 
gefochtenen nnd  angezweifelten  Grundsitze  des  l^n* 
clldes,  aber  mit  Ausschluss  des  eilften  unter  densel- 
ben, ferner  mit  Hülfe  der  ohne  dieses  Axiom  in  aller 
Strenge  beweisbaren  und  bewiesenen  Propositionen  I. 
biß  XXVI.  des  ersten  Buchs  der  Elemente  desEucIides 
die  Lehre  von  den  Parallelen  in  aller  Strenge  begrün« 
den  oder  nicbtl 

In  neuerer  Zeit  bat  die  Beantwortung  dieser  früher  so  viel- 
fach diseniirten  Frage,  wie  es  scheint,  eine  längere  Reihe  von 
Jahren  geruhet  oder  ist  wenigstens  gegen  frfiber  sehr  in  den 
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Hiotergnind  getreten ;  ja  die  fraiutltoisctie  Aktdemie  der  Wiaeeo- 
•chafteD  seil  eieh  elDinal  die  Zuaeodoof  neoerParallelentheorleeii 
Bebnfa  ibrer  Benrtiieilong  Seitena  der  Akadenie  in  einer  beaoa- 

deren  Bekanntmachung  fOrmlicb  verbeten  haben.  AU  nun  aber 
Profeaaor  Peftera  in  Altona  neuerlichst  dur|:b  die  Verüffent- 
Hebung  des  so  vieles  Interessante  entlialtenden  Brienvechsels 
zurischen  Gauss  und  Schumacher  sich  ein  so  iresentiiches, 
nicht  genug  anzuerkennendes  Verdienst  ertvorben  hatte,  fand  man, 
dass  die  FrnL'e  von  der  l'aralieientheorie  auch  zv^iächen  diesen 
beiden  treffliclicn  Männern  einmal  lebhaft  discutirt  und  ventilirt 
worden  war.  Die  nächste  Veranlassung  zu  dieser  lebhaften  Dia- 
cuaaion  batte  Scbumacher  gegeben,  Gauaa  aprach  aich  mit 
aeiner  überall  berrertretenden  Siiperiorltiit  In  beatimmteater  Weiae 
Ober  die  acbon  oft  aufgeworfene  Frage  aua,  and  lieaa  aocb  nicbt 
nnetwtbnt,  daaa  dieeelbe  acbon  aeit  einer  langen  Reihe  von  Jah- 
ren der  Gegenstand  seinea  eifrigsten  Nachdenkena  geweaen  aei. 
Zugleich  erinnerte  Gauss  mit  vielem  Lobe  an  eine  nunmehr 
Kchon  vor  fa*ät  dretssig  Jahren  erschienene  Schrift  des  als  Pro- 
fesaor  in  Kasan  verstorbenen  russischen  iMr.theniafikers  Nico- 
laus  Lobatsohewsky,  mit  flcren  Inhalt  er  sich  in»  Wesent- 
licher) eanz  ciii\ erstanden  erklärte.  Ausserdem  fand  man,  dass 
noch  früher  als  Lohatschewsky  der  ungarische  Mathematiker 
Bolyai,  Parkas^),  und  auch  sein  Sohn  J.  Bolyai  sich  viel- 
fach und  grandiich  mit  der  Theorie  der  P^rallelen^  beachäftigt 
und  ähnliche  Ideen  auagesp rochen  hatten,  ao  dasa  alao  dlei>e 
neueren  Anaicbten  vorsogaweiae  auf  den  filteren  Bolyai,  einen 
Freund  von  Ganaa,  sorOckzofllhren  nein  dürften,  und  deaaen 
Name  daher,  wie  ea  acheint,  baapts&cblich  genannt  und  der  ' 
Nachwelt  erhaUen  werden  muaa,  wenn  von  den  sich  jetzt  geltend 
au  machon  suchenden  neueren  Anaicbten  fiber  die  Parallelen- 
theorie  die  Rede  iat 

Die  Schriften  von  Bolyai  und  Lobatschewaky  waren 
schon  fast  ganz  der  Vergessenheit  anheim  gefallen,  und  haben' 
es  wohl  hauptsächlich  den  Bemerkungen  von  Gauss  zu  danken, 
dass  sie  jetzt  wieder,  ihrem  unbestreitbaren  Wertbe  gemäss ,  an'a 
liicbt  gezo2;en  worden  sind. 

Hiebei  ist  auch  noch  besonders  hervorzuheben,  dass  Profes« 
aor  Houel  in  Bordeaux  sich  die  Mathematiker  zu  besonderem 
Danke  dadurch  verpflichtet  hat,  dass  er  von  der  Schrift  von  Lobat- 
achewaky,  in  Verbindung  mit  den  awischen  Gauaa  und  Schu- 
macher gewecbaelten  Briefen,  eine  fnosOaiaiAe  Deberaetamig 
anter  dem  Titel : 

*)  Die  Voriiauiea  werden  nachgcocUt«  - 
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titndes  göom<$triqaes  «ar  la  thtforie  dei  paralUte« 
par  N.  J.  Lobatscheiritky; 'tradoit  de  l'AUemand  par  . 
J.  HofieL  Suivi  d'an  eztrait  de  la  Correapoodance  de 
Gaass  et  de  Schumacher.    Parle,  Gauthier-Tillara. 
1866.  8^. 

veruffeoUicht  bat»  woiq  neeerliehet^och  die  soeben  aater  dem  Titel:  ' 

^  Essai  critique  eur  les  principes  fendamentaex  de  ' 
Iir  Gdemdtr^e  dldmentaire,  .  oa  Cemmeataire  sor  les 

XXXII  premi^res  propositions  des  EUments  d'Bnellde» 
parJ.  Boael.  Paris.  Gaathier-Villars.  1867.  9*. 

erschienene  Sehrift  gekommen  lst>  vrelche  wir  der  Beachtung  der 
Mathematiker  recht  sehr  empfehlen.  In  der  besonderen  Note  VI. 
zu  dieser  letzteren  Schrift  bat  ihr  Verfasser  aber  auch  mit 
Recht  an  die  Verdienste  Lependre's  erinnert,  welcher  bereits 
in  den  Memoires  de  l'Academie  des  Sciences.  T.  XII. 
p.  369.  und  in  der  3ten  bis  8ten  Ausgabe  seiner  Elements  de 
Geometrie*)  nach  meiner  Meinung  und  Ueberzeut^ung  sehr 
schöne  Beweise  für  alle  die  Sätze  gegeben  hat,  welche  auch 
Lobatsch evr 8 ky  bewiesen  und  überhaupt  als  mittelst  der  obeo 
erwSbnteD  SStxe  des  E  seil  des,  und  ohne  dessen  eilftes  Axiom» 
iMftweisbareo  Tbeil  der  Geometrie  hingestellt  hat.  Diese  schOnen 
Ii  egendre 'sehen  Beweise  der  genannten  Sätse  mache  ich  nun« 
mit  einigeo  eigenen  Zusätsen,  hanptsSchlich  zur  Aufgabe  der 
folgenden  Darstellung,  und  empfehle  dieselben  der  Aufmerksam- 
keit der  Leser.  Die  Graudlage  dieser  Beweise  bilden  lediglich 
die  sechs  und  zwangig  ersten  Propositionen  des  ersten  Buchs 
der  ElenuMite  des  Euclides;  kommen  im  Folgenden  Zurückwei- 
sungen auf  (liciie  Sätze  vor,  so  beziehen  sich  dieselben  auf  die 
Uebersetzung  oder  vielmehr  Bearbeitung  der  euclidischen  Ele> 
mente  von  Is.  Barrovv,  deren  ich  mich  vorzugsweise  gerne  be- 
dieoej  an  deren  Stelle  aber  natGrIicb  auch  jede  andere  gute 
Uebersetzuog  oder-Ausgabe  gesetzt  werden  kann,  wobei  ich  flbri. 
gens  bemerke,  dass  wenigstens  in  meiner  Ausgabe  der  genannten 
Uebersetzung  (Cantabrigbie.  1665.  p.  7.)  das  gewOlinlicb  als  das 
Ute  bezeichnete  Axiom  die  Nummer  13.  hat. 


*)  In  den  neueren  Ausg:aben ,  z.B.  in  der  mir  v«irli<-<^enden  Ilten, 
finden  sich  die  oachher  erwähnten  Sätxe  nebst  ihren  Beweisen  nicht 
mehr,  weil  darin  die  Theorie  der  Parallelen  aof  eine  der  gewöhnlichen 
•Ich  siemlicb  ansdiliessende  Weite  dargestellt  ist.  Legondre  tagt  selbst 
in  der  Torrede:  „D'aprte  i*avM  de  plnaienrs  profensnrs  distingads, 
on  s'est  d^terminö  k  rctuLlir  dan«  cettS  Onsidwe  ddition,  Is,  thdorio  des 
parabule«  i-|»eu-|iröfi  iiir  la  mdnie  baie  qnTncltde.'* 
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I. 

ErklAruni^.  Gerade  Linien,  welche  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen,  heissen  einander  parallel,  v\enn  sie,  so  weit  man 
sie  auch  nach  beiden  Seiten  bin  verlängern  mag,  niemals  mit 
einander  sneammentrefen  oder  eich  schoeiden. 

II. 

« 

fteliKMte.  Die  Snmme  der  drei  Winkel  eine«  ebe- 
nen Dreiecks  kann  niebt  grSsaer  als  svrei  rechte  Win- 
kel sein. 

Beweis.  Sei  ABC  in  Fig.  I.  ^n  beliebtes  ebenes  Dreieck; 
mta  soll  bevreisen»  dass  die  Snmme  seiner  drei  Winkel»  welche 
wir  der  Kflrse  wegen  mit  fABC  beseichnen  wollen»  nicht  gros- 
ser ab  iwel  rechte  Winkel  oder  nicht  grosser  als  2i2  sein  kann. 
Zn  dem  Ende  «nehmen  wir  das  Gegenteil  an  und  setxen  also 
Torans,  dass; 

1)  JABOm 

sei. 

Man  TerlSngere  die  Srite  AB  über  B  hinsns  und  trage  auf 

der  Verlängerung,  von  B  an,  die  Seite  AB  eine  gewisse  Änzahj 
Mal,  ira  Allgemeinen  nmal,  in  BD,  DE,  EF,  Xl\  YZ 
auf»  so  dass  also  die  ganze  gerade  Linie  AZt=s{H-^\)^AB,  also; 

2)  AT:=:n.AB 

ist,  üeber  diesen  aufgetragenen  Linien  beschreibe  man  (Prep. 
XXII.  mit  Bezug  auf  Prop.  XX.)  die  dem  gegebenen  Dreiecke 
ABC  und  also  auch  sämmtlicb  unter  einander  congruenten  Dreiecke : 

BDK,  DEL,  EFM,..,„XYV,  FZW, 

und  ziehe  die  Linien: 

CK,  KL,  LM,  IHN, VW, 

wodurch  die  Dreiecke: 

BCK,  DKL,  ELM,   YVW 

entstehen,  welche  gleichfalls  sSmmtlich  nnter  einander  eongment 
sind  (Prop. XIII.  Prop.lV«),  so  dass  also: 

CK=  KL  =  Liy=  AIN  VW, 

folglich : 
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3)  .  .....  .  CKLMN,...  VW;=:n.CK 

ist,  wo  CKLMN ....  VW'xtsk  Allgemeioeu  als  eine  gebrochene  Linie 

zu  betrachten  ist. 

Betrachten  wir  nun  das  dem  Dreiecke  ABC  congruente  Drei- 
eck BDK,  so  ist: 

^  KBD  =  ^  BÄC, 
folgiicb,  weil  (Prep.  XIIL  Ceroll.  3.) 

^KBD     Z.CBA^  ^CBKr=z%R 

ist,  auch: 

^  BAC  -f  ^  CBil  -I-  ^  CBK^tR, 
und  weil  non  oaeb  I)s 

isf,  so  iet  offenbar: 

^ACB^  ^CBK, 
Daher  ist  in  den  beiden  Dreiecken  ABC  und  CBKv 

AC=^BK,  BCssBC,  jLA€B>  ^CBKi 

folglich  (Prop.  XXIV.) : 

AB  >  CÄ. 
Well  DQD  die  slmmtliebeD  Dreiecke: 

ABCy  BDK,   DEL,  EFM, XYV,  YZW 

unter  einander  09DgiiMNit  aind»  ao  fet  gana  auf  dieaelbe  Weia« 

fiberbanpt: 

AB>CK,  BD>KL,  DE  >  LM, Xr>  FW; 
folgUeb: 

AB^SD-^DE-h ....  +  JF >  CirVjgt-l-Xjlf-f +  TIT 
i<V  >       CKLMN,,.,  VW  "  ' 

also  nach  2)  und  3); 

4)  n.AB^n.CK. 

Setzen  wir  nun: 

6)  ilB-cjrsss, 

wo  ä  eine  völlig  bestimmte  nicht  verschwindende  GrOsse  ist«  so 
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kaiiD  man  offBobar  di«  gaoM  Zahl  »  immer  «o  groas  annebmaii» 
daaa  fi^  griiaser  ala  die  TOllig  beatimmte  GrOaae  4.JC»  folglicbx 

6).  itd>4.JC 

iat 

Darch  AdditioD  der  UngleiebuiigeD  4)  and  0)  erhalten  wir: 
alao,  weil  naeh  5): 

folglich,  wenn  man  anf  beiden  Seiten  n.CAT  addirt: 

und,  wenn  man  non  durch  Zwei  di?idirt: 

n,AB>  n.CK-i-'i.AC, 
ahm,  weU  ACss  WF  lats 

n.AB  >  AC^n.CK-^  WY, 
folgUch  nach  2)  und  3): 

ATy  AC^CKLMÜ ....  FIF4-  fVT 

oder: 

AY>  ACKLJUN ....  VWY, 

was  nach  einem  aus  Prop.  XX.  auf  bekannte  Weine  leicht  her- 
snleiteDden  CoroUarium  ungereimt  ist. 

Daher  ist  die  Annahme,  dass  die  Summe  der  drei  Winkel  des 
Dreiecks  ABC  grösser  als  zwei  rechte  Winkel  sein  könne,  falsch, 
und  die  Summe  der  drei  Winkel  eines  jeden  ebenen  Dreiecks 
kann  also  niemaln  grösser  als  zwei  rechte  Winkel  eein,  w.z.  b.  w. 

m. 

■■nmte.  Die  Summe  der  drei  Winkel  eines  ebenen 
Dreieeka  kann  nur  swei  rechten  Winkeln  gleich  oder 
kleiner  ala  swei  rechte  Winkel  nein;  ea  kann  nur: 

/ABC  ^  2A 

sein. 
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t  , 

Die  Somme  sw«ier  Winkel  eioes  ebeoen  Dreieck« 
iet  Immer  kleiner  ale  swel  reehte  Winket. 


lY. 

MätHuMMmm  Wenn  e«  nur  Irgend  ein  einziges  ebenes 
Dreieck  giebt»  in  «velcbem  die  Winkelsnmme  sirei 
rechte  Winkel  betrigt»  so  Ist  allgemein  die  Samme  der 
Winkel  eines  jeden  ebenen  Dreiecks  gleich  swei  rech- 
ten Winkeln. 

Beweis.  Ein  gewisses  Dreieck,  desseo  Winkelsumme  zwei 
rechte  Winkel  betrSgt,  wollen  wir  Gberbaupt  durch  ABC  bezeich- 
Den,  so  dass  also: 

SABC  =  2B 

ist. 

1.  In  Fig.  II.  beschreibe  man  (Prop.  XXII.  mit  Bezog  auf 
Prep.  XX.)  fiber  4«r  Seite  BC  des  Dreiecks  ABC,  in  welchem 

fABC  =  2R 

ist,  ein  diesem  Dreiecke  coogrueotes  Dreieck  BCD,  so  dass 

CDssAB,  SC^BC,  BDzsCAi 
^BDC^^BAC,  ^DCB^^CBA,  ^CBD=^ACB 

ist.  Hierauf  verlängere  man  die  Seiten  Aß  und  AC  über  B  und 
C  hinaus,  mache  BB'  =  AB  und  CC  =  AC  und  ziehe  die  Ge- 
raden B'D  und  CD.    Weil  nach  der  Voraussetzung 

^BAC  -f  ^ CBA  ^^ACB^  3« 

vad'  nach  Prop.  XIII.  CorolL  % 

^  DBB    ^  CBA  ^  CBD  =  %B 

ist,  so  ist  ofenbar: 

^BAC^^ACB  =  ^DBB  \  ^CBD, 

and  folglieh,  weil  nach  dem  Wgßts  jCACB^a^CBD  tet: 

^BAC=^DBB\ 

also  oienbar  (Prop.  IV.): 

A  BB'D  ^  ^  ABC 

Auf  gans  ähnliche  Art  aeigt  man,  dass 
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ist   Daher  sind  die  vier  Dreiecke: 

ABC,  BCD,  BB'D,  CCD 
sämmtlieb  unter  eiDander  congment,  und  es  ist  folglidi: 

^CDC's^^CBA, 
^BDB'r^jLACBi 

also: 

^  ÄZ)C+  ^  CDC  +  ^  BDB'  =  ^BAC^^CBAi^^ACB 

=:fAßC=:2R, 

folglieb  BfDC .  nach  Prop.  XIV.  eise  gerade  Lioio,  und  daher 

ABC  ein  ebenes  Dreieck,  welches  mW  dem  Dreiecke  ABC 
gleiche  Winkel,  also  aucfi  dieselbe  Winkelsomme  2/2,  und  deo 
Winkel  bei  A  gemeinschaftlich  hat,  und  in  welchem  die  Seiten 
AB'  und  AC  doppelt  so  gross  sind  als  die  entsprechenden 
Seiten  AB  und  AC. 

Ganz  auf  dieselbe  Art,  wie  man  ans  dem  Dreiecke  ABC  das 
Dreieck  ABC  ableitete,  kann  man  aus  diesem  Dreiecke  ein  Dreieck 
AB"C"  ableiten,  welches  mit  dem  Dreiecke  AB'C  oder  ABC 
glttebe  Winkel,  also  auch  dieselbe  WinkeUumme  2/^,  und  den  Winket 
A  gemeinschaftlich  hat,  und  in  welchem  die  Seiten  AB^'  und  AC" 
zweimal  so  gross  als  die  entsprechenden  Seiten  AB'  und  AC\ 
also  viermal  so  gross  sind  als  die  entsprechenden  Selten  AB 
und  AC 

Da  man  nun  dieses  Verfahren  beliebig  oft  wiederholen  kann, 
so  ist  klar,  dass  man  aus  dem  Dreiecke  ABC  immer  ein  Drei* 
eck  ableiten  kann»  welches  mit  dem  Dreiecke  ABC  {gleiche  Win- 
kel, also  auch  dieselbe  Winkelsumme  2/?,  und  den  Winkel  bei  A 
gemein  hat,  und  dessen  zwei  den  Winkel  A  einschliessende 
Seiten  grösser  sind  als  zwei  gegebene  beliebig  grosse  Linien. 

2.  In  Fig.  III.  sei  jetzt  AB'C  ein  beliebiges,  mit  dem  Drei- 
ecke ilfiCden  Winkel  A  gemein  habendes  Dreieck.  Nach  I.  con- 
struire  man  ein  Dreieck  AB"C",  welches  mit  dem  Dreieck  ^iiBC 
gleiche  Winkel,  also  auch  dieselbe  Winkelsamme 

fABTC  =  2Ä, 

und  den  Winkel  A  gemeinscfaaßlicb  hat,  und  dessen  den  Winkel 
A  einschliessenden  Seiten  AB"  und  AC"  grösser  sind  als  die  , 
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Seiten  AB'  und  AC  des  Dreiecks  AB'C\  Zfiekt  man  nun  die 
Lioie  B^C't  ao  ist  offenbar,  weil  nach  Prep.  XIII.  CoroU.  %  die 
Winkelsammen  bei  B*  und  C  svrei  rechte  Winkel  betragen: 

SAB'C  ^/B  B^C  -i^/CB^C  =  AB  +/ 

also,  weil  naeb  den  Obigen 

SAB'C"  =  2Ä 

ist: 

SAB*a  +  JBB'C  +  SC'BTC"  =  6/2. 

Nach  ni;  ist  aber  ohne  Beiiebang  der  oberen  und  anteren 
Zeidiea  auf  einander: 

SAB^C  ^2Ä, 
fB'B'C  ^  2Ä. 

Wollte  man  nun  in  diesen  Ver^lelchungen  auch  nur  ein  einziges 
Mal  das  untere  Zeichen  nehmen «  so  würde  man  durch  Addition 
immer  erhalten: 

/AB  C -^/B'B'  C -^/C'Bf'C"  <6B, 
da  docb,  wie  wir  so  eben  gesehen  haben, 

/AB  C  ^/B'B'C  i^/CB"C  "  =  6R 

ist.  Mao  oiQSs  also  in  den  obigen  Vergleichnngen  immer  and 
fiberall  die  oberen  Zeichen  nehmen,  vod  folglich  setseo: 

/AB  C  =  2Ä,  fB'B"C'  =  2/2,  fC'B'C"  =  2/2; 

so  dass  also,  wie  hier  bewiesen  werden  sollte: 

fABC  =  2Ä 
ist  « 

3.  In  Fig.  TV.  sei  endlich  A'ß'C  ein  ganz  beliebiges  Drei- 
eck. AVenn  dieses  Dreieck  mit  dem  Dreieck  ABC  nicht  lauter 
gleiche  Winkel  hat,  so  muss  wenigstens  ein  Winkel  von  A'B'C 
kleiner  sein  als  ein  Winkel  von  ABC,  weil,  wenn  alle  Winkel 
von  A'B'C  grösser  oder  theilweise  gleich  und  theii weise  grosser 
als  die  Winkel  von  ABC  waren,  offenbar  Immer 

S A'B'C  >  /ABC, 
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foJgUeli«  weil  oaeh  der  VoraimetzuDg  bekaniitHeh 

SÄBC  =  2R 

ist: 

fA'B'C  >  2Ä 

sein  wfflrde«  wm  nach  IL  oder  111.  uDniSgiieb  ist 
Wir  wollen  oen  aDoehmeD,  das« 

sei,  und  den  Winkel  BAC  in  ß'A'E  an  A'B'  aotragen  (Prop.XXill.). 
Nebnieo  wir  nun  in  A'E  einen  beliebigen  Punkt  C"  an  und  ziehen 
B'  C",  so  rauss  von  ßC"  ofifenbar  die  Seite  A'C  oder  ihre  Verlän{»e- 
rung  über  C  hinaus  in  einem  gewissen  Punkte  D  geschnitten 
werden,  weil  die  Punkte  B'  untl  C"  nach  dem  Obigen  jedenfalls 
auf  entgenengesetzten  Seiten  von  A'C ,  die  von  B'  ausgehenden 
Linien  ß'C  und  B' C"  aber  immer  auf  einer  Seite  von  A' B' 
liegen.  Weil  das  Dreieck  A'B^C"  nnd  dae  Dreieck  ABC,  des- 
sen Winkelenrome  swei  reehte  Winkel  beträgt,  einen  Winkel 
gemein  haben,  ao  iet  nach  Nr.  2.: 

fA'B^C"=fABC='lR. 

Weil  das  Dreieck  A' B' D  und  das  Dreieck  A'ß'C",  dessen"  Win- 
kelsumme,  wie  wir  so  eben  sahen,  zwei  rechte  Winkel  beträgt, 
einen  Winkel  geraein  haben,  so  ist  nach  Nr.  2.: 

JA'B'D  =:SA'BC"  =  2Ä. 

Weil  dae  Dreieck  A'B^C  und  das  Dreieck  ABB»  dessen  Win- 

kelsuinme,  wie  wir  so  eben  gesehen  haben,  zwei  rechte  Winkel 
betrSgti  einen  Winkel  gemein  haben,  so  ist  nach  Nr,  2.: 

fA'B'C  ^fA'BD  =  2Ä, 

wodurch  nun  also  bewiesen  ist,  dass,  wenn  es  nur  irgend  ein 
Dreieck  ABC  giebt,  für  welches 

SABC  =  2R 

ist,  auch  in  völliger  Allgemeinheit  Dir  jedes  andere  gana  belle* 
bige  Dreieck  A'BC  immer 

SA'ß'C'^lR 

Ist 

T. 

So  hätten  wir  denn  nun,  wie  wir  glauben,  mit  euciidischer 
Strenge  Zweierlei  bewiesen,  nämlich  t 
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A.  Die  Samme  der  drei  Wioicel  eines  ebeneo  Drei- 
ecks kaon  niebt  gfOsser  «ein  als  swei  rechte  Winkel« 
dieselbe  kann  nur  eben  se  grees  eder  kleiner  eis  swei 
reckte  Winkel  sein. 

B.  Wenn  nnr  in  irgend  clmesi  ebenen  Dreiecke  die 
Summe  der  drei  Winkel  swei  rechte  Winkel  lietrigt, 
se  betr&gt  in  völliger  Allgemeinheit  in  allen  ebenen 

Dreiecken,  ohne  alle  Ausnahme,  die  Summe  der  drei 
Winkel  z«vel  rechte  Winkel,  and  ist  also  eine  den  Werth 
2B  habende  eonstante  GrOsse. 

We  Ist- denn  nun  aber  eder  welches  ist  denn  mm  das  Indl- 
vidoam  der  ebenen  Dreiecke »  von  dem  man  a  priori  mit  enclidl- 
scher  Strenge,  bloss  mit  Hfiife  der  enclidiscben  tirnndsStse,  natür- 
lich mit  Tdlliger  Ausschliessnng  des  berühmten  eilften  Axioms, 
beweisen  kann,  dass  die  Summe  seiner  drei  Winkel  genau  zwei 
rechte  Winkel  beträgt?  Bis  jetzt  ist  kein  solches  Individuum 
gefunden  worden.  Keinem  ist  es  (»eiiingen,  den  in  Rede  stehen- 
den Beweis  auf  die  angegebene  Weise  auch  nur  für  ein  einziges 
ebenes  Dreieck  zu  führen;  wie  die  Sache  jetzt  liegt,  sind  nur 
ebene  Dreiecke  mit  einer  zwei  rechte  Winkel  übersteigenden 
Winkelsumme  unmugiich,  gleich  möglich  dagegen  sind  ebene 
Dreiecke  mit  Winkelsummen,  die  gleich  swei  rechten  Winkeln 
oder  kleiner  als  swei  rechte  Winkel  sind;  es  ist  aber  auch  nach 
den  ▼orh'er  bewiesenen  Sitsen  entweder  in  allen  ebenen  Drei- 
ecken die  Winkelsumme  gleich  swei  rechten  Winkeln,  oder  in 
allen  ebenen  Dreiecken  die  Winkelsumme  kleiner  als  zwei  rechte 
Winkel;  und  da  scheinen  sich  mm,  nm  blerfibersnr  Entscheidung 
zu  kommen»  die  Ansichten  der  neueren  Georoeter,  und  zwar  zum 
Theil  sehr  gewichtiger  Stimmen,  darin  zu  vereinigen,  dass  die 
apriorische  theoretische  Betrachtung  mit  dem  Obigen  ihre  End- 
schaft erreicht  habe,  und  nichts  Anderes  übrig  bleibe,  als  die 
Erfahrung  zu  befragen.  Also  die  Geometrie  doch  wenig- 
stens in  einem  Punkte  eine  Erfabrungswissenscbaftl! 
In  allen  ebenen  Dreiecken  aber,  deren  Winkel  bb  jetst  mit  den 
genauesten  und  ▼ollkommenstmi  winkelmessenden  Instrumental 
gemessen  worden  sind,  hat  sich  die  Summe  der  Winkel  jeder- 
seit  mit  der  grSssten  AnnSherung  gleich  swei  rechten  Winkeln, 
imhesu  in  gleich  vielen  Fällen  etwas  kleiner  oder  etwas  grosser 
als  swei  rechte  Winkel,  ergeben ;  auch  hallen  sich  die  Abwei- 
chnngen  der  gemessenen  Winkelsummen  von  swei  rechten  Win- 
keln stets  desto  kleiner  herausgestellt,  dieselben  sind  jederzeit 
der  Null  desto  naher  gekommen,  je  vollkommener  die  angewand- 
ten Messiiistmmente  waren;  je  genauer  die  Winkel  auf  ihren 
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LImbeo  und  Noiiieii  «ich  aUesen  KeMen;  je  nebr  SorgfaN  man 
auf  die  Measangeo  verwandte;  je  gfinstiger  die  Umstände,  unter 
denen  die  Meeenngen  angestellt  wnrden,  waren ;  von  je  weniger 
stSrenden  insseren  Einflüssen  dieselben  afficirt  wnrdeo.  Man 
bilde  sich  nur  ein  einziges  ebenes  Oreiedc  von  einer  der  Win- 
kelmessung  besonders  günstigen  Form,  warte  die  Messung  be- 
sonders begünstigende  Umstände  ab  und  messe  die  Winkel  rait 
der  grössteo  Sorgfalt  und  mit  den  f;enanesten  Instrumenten,  welche 
die  mechanische  Kunst  herzustellen  im  Stande  ist,  so  wird  man 
alles  Ohige  vollkommen  bestätigt  iindeo,  wie  die  Erfahrung  schon 
in  der  vielfachsten  Weise  gelehrt  hat.  Also  giebt  es  erfabrungs» 
mSssig  ebene  Dreiecke,  deren  Winkeisnmnien  mit  der  allergToss» 
ien  AnnSbernng  swei  rechte  Winii:el  betragen,  wodurch  wir  uns 
nun  nach  den  oben  in  aller  Strenge  a  priori  bewiesenen  Sfttaen 
filr  bereclitigt  halten  mOssen,  wenigstens  mit  der  grossten  Wahr^ 
scheinHchkeit  —  aber  mehr  dürfen  wir  auch  zur  Zeit  flir  unsere 
Behauptung  nicht  beanslimcben  —-den  Satz: 

1.  lo  jedem  ebenen  Dreiecke  ist  die  Winkelsumme 
gleich  swei  rechten  Winkeln.  * 

auszuspreclien ,  und  auf  diesem  Fundamente  das  weitere  Gebäude 
der  Geometrie  aufzuführen.  Einige  weitere  Benierkungcn  über 
diesen  Gegenstand  wird  man  am  Ende  dieser  Abhandlung  finden. 

Mittelst  Prop.  XIII.  ist  aus  dem  vorstehenden  Satse  auf  Im- 
kannte  Weise  leicht  der  folgende  Sats  abauleiten: 

2.  Jeder  Anssenwinkel  eines  ebenen  Dreiecks  ist 
der  Summe  der  beiden  inneren  ihm  gegenflberstehen« 
den  Winkel  des  Dreiecks,  welche  tou  ihm  nicht  Neben* 
winke!  sind,  gleich. 

Da  nach  Prop.  V.  die  Winkel  an  der  Grundlinie  eines  gleich- 
schenkligen ebenen  Dreiecks  einander  gleich  sind,  so  folgt  aus 
dem  Torhergehenden  Satse  unmittelbar  der  folgende  Satz; 

3.  Der  an  der  Spitze  eines  gleichschenkligen  ebe- 
nen Dreiecks  liegende  Aussenwiukel  desselben  ist 
jederzeit  doppelt  so  gross  als  jeder  der  beiden  an  der 
Grundlinie  liegenden  Winkel,  oder  jeder  dieser  bei- 
den letzteren  Wiokel  ist  halb  so  gross  als  der  an  der 
Spitse  des  Dreiecks  tiegende  Anssenwinkel  desselben. 

¥1. 

IiebreatB.  (fiilfier  eaclldlselaer  C}ranOAtB.> 
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Wenn  zwei  gerade  Linien  von  einer  dritten  geraden 
Linie  gesehnifteii  werden»  nnd  die  Snniine  der  beiden 
ioneren  auf  derselben  Seite  der  e<!hneidenden  Linie 
liegenden  Winicel  weniger  »1«  swei  recbte  Winkel 
beträgt:  so  mflssen  die  beiden  dnrcbsebnittenen  gera- 
den Linien»  genugsam  TerlSiirgert»  auf  der  Seite  der 
schneidenden  Linie,  auf  "welcher  die  beiden  in  Rede 
stehenden  Winkel  liegen»  nothwendig  ansammentref- 

fen  oder  sich  schneiden. 

« 

Beweis.  In  Fig.  V.  seien  AC  and  BD  swel  ron  der  drit- 
ten geraden  Linie  AB  geschnittene  gerade  Linien»  nnd  die  Somme 
der  beiden  inneren  an  derselben  Seite  der  acbneidenden  geraden 
Linie  AB  liegenden  Winkel  BAC  und  ABD  betragt  weniger 
als  swei  recbte  Winkel»  oder  es  sei»  wenn  wir  der  Kfirse  wegen: 

^BAC=^a,  ji:ABD:=ß 

setsen: 

Anf  der  Linie  AC  mache  man  nun  AAq  =  AB  nnd  siehe  A^, 
mache  Af,Ai^  A^B  und  siehe  AiB,  macbe  AiA^^AiB  und 
siehe  A^B,  mache  A^J^  =  A^  und  ziehe  A^B,  u.  s.  w. ;  dass 
man  dieses  Verfahren  beliebip:  weit  fortsetsen  oder  beliebig  oft 
wiederholen  kann,  ist  klar.  Nehmen  wir  nnn  an,  dass  An  der 
letzte  der  nach  dem  vorhergehenden  Verfahren  anf  der  Linie  AC 
aufgetragenen  Punkte 

Aqp   A,,   A^.   4i.   A4» .... 

sei»  so  sind 

AAqB»   AqAiB ,    A1A2B A„-iAnB  « 

gleichschenklige  Dreiecke  mit  den  Grundlinien 

il^J?»  AiB,  A%Bf  A%B,  AmBt 

und  nach  dem  Satze  V.  3.  ist  folglich,  wenn  wir  der  Kürze  wegco 
den  völlig  bestimmten  Winkel  ABAq  oder  AAqB  durch  y  be- 
zeichnen : 

^AA,,B  =y, 
Z.  A^A^B  =  \y, 
^AiA.,B=ly,, 
^A^B=zlY, 
u.  s.  w. 

^  ^An^iAnB  =  ^y. 
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lo  dpm  DreMcfce  AB  Au  ist  also: 

/ABAm^^BAAn-^^ABAn+^Am^-lAnB^^ai^^AßAn  i-  ^y. 
yod  folglich,  weil  nach  V.  1.: 

/AUA»  =  2R 

ist: 

€t-i-^ABA»^^f^2R, 

also: 

^  AB  An  s  2fi^'tt*~~^^]f* 
Weil  nun  aher  nach  der  Voraussetzung 

« -f  ^  <  Sie 

ist,  so  kann  man,  wenn  6  eine  gewisse  völlig  bestiinnite  nicht  ver- 
schwindende Grösse  bezeicbnet: 

aeteen,  woiaaa  sich  unnittelbars 
alfo  naeh  dem  Obigen: 

oder,  insofern  nicht  ^'«s^y  ist: 

^ABAn  =  ^ABD^iß  —  ^y) 

ergiebt.  Da  aber  d  eine  iruHig  beatimmte  nicht  verschwindende  Grösse 
ist,  ao  kann  maa  offenbar  *)  die  ganse  Zahl  n  Immer  ao  gross 
annehmen,  daaa 

^y  <  ^» 

folglich  6  —  j^^y  eine  Null  übersteigende  Grösse  ist;  dann  ist,  wegen 
der  so  eben  bewiesenen  Gleiebmig 


^  ABAn  «  ^  ABB  +  (d-  ^y). 


*)  Zum  UeberfluM  könnte  ich  hier  ttni  Elen.  Lib.  X.  Prep.  I,  ver- 
\reiaea. 


Digitized  by  Google 


tf«r  Ptti$9  hom  tfir  TAeorie  der  taraUHm» 


323 


offenbar: 

^  AB  An  >  ^  ABB. 

und  die  von  B  ausgehende  Linie  BD  liegt  also  innerhalb  des 
Winkels  AB  An  des  Dreiecks  AB  An,  woraus  sich,  weil  jede« 
Dreieck  «in  endlicher,  nach  alleu  Seiten  hin  volUtäudig  begr&na* 
ter  Rauoi  ist»  dto  ▼on  B  «ngebende  Linie  BD  aber  Aber  D 
himuis  in*e  Onendllcbe  verlängert  werden  icann,  und  von  ibr  die 
scbon  in  B  gcecbnitteoen  Seiten  AB  nnd  AnB  des  Dreied» 
AB  Am  ein  sweites  Mal  niebt  geschnitten  werden  kSnnen,  in  der 
uniweideetigsten  Weise  ergiebt,  dass  von  der  über  D  hinaus 
genugsam  verlänprerten  Linie  BD  die  Seite  AAn  dos  Droiocl» 
AB  An»  also  die  Linie  AC»  notbweudig  gescbnitten  werden  muss, 
w.  a.  b.  w. 

VL 

IielunMis.  Wenn  sw'oi  gerade  Linien  von  einer  drit- 
tes geraden  Linie  gescbnitten  werden,  nnd  die  Semne 
sweler  Inneren  anf  derselben  Seite  der  scbneidenden 

Linie  tiegenden  Winkel  beträgt  zwei  rechte  Winkel: 
so  find  die  beiden  ersten  von  der  dritten  dnrchscbnit- 
tenen  Linien  einander  parallel. 

Beweis.  In  Fig.  VI.  werden  die  beiden  Linien  AEuuA  CF^ 
von  der  dritten  geraden  Linie  MN  In  B  nnd  D  gescbnitten,  nnd 
•8  sei: 

^ABD4'^CDB=^2Ri 

es  soll  bewiesen  werden,  dass  die  beiden  Linien  AE  und  CF 
unter  dieser  Voraussetzung  einander  parallel  sind.  Denn  wären 
die  Linien  AE  und  CF  einander  nicht  parallel,  so  mässten  sie, 
genugsam  verlängert,  sieb  sebnslden  (!.)•  Scbnitten  tH»  sieb  anf 
derselben  Seite  der  scbneidenden  Linie  MN,  anf  welcber  die 
beiden  inneren  Winkel  ABB  und  CBB  Hegen,  In  Cr,  so  wäre 
BBO  dn  Dreieck  und  in  demsellien  nacb  der  Voraassetsnngs 

^  GBD  +  Z  GDB  =  2ß, 

was  nach  III.  unmöglich  ist.  Schnitten  die  Linien  AE  und  CF 
sich  auf  der  anderen  Seite  der  schneidenden  Linie  JUN  in  B,  so 
folgt  dieselbe  Ungereimtheit,  weil  aus 

Z.ABD'h^CDBsz^H 

mittelst  Prep.  XIII.  leicbt  berinleiteD.  ist,  dass  aocb 

^  EBD  +  ^  FDB  =  2Ii 
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ist  Die  Linien  AE  und  CF  k^Doeo  iieli  also  weder  eiil  der 
einen,  noeb  anf  der  anderen  Seite  der  Lbie  MN  nebneiden;  ale 
eebnelden  aicb  alao  niemala  vnd  sind  daher  nach  I.  einander 
(MEallal,  w«  a.  Ii»  w. 

Anmerkung.  Ueber  Gegenwiokei,  Wecliselwinkel  n.  s.  ir. 
ist  liier  natflrlicli  nichts  weiter  za  sagen. 

VHL 

IicMMAtBen«!.  Wenn  zwei  einander  parallele  gerade 
Linien  Ton  einer  dritten  geraden  Linie  gesebnltten 
werden,  so  beträgt  die  Samme  jeder  xwei  inneren  an 
derselben  Seite  der  schneidenden  Linie  liegenden 
Winkel  zwei  rechte  WinkoL  ' 

Beweis.  In  Fig.  TU.  werden  die  einander  fiaiallelen  geraden 
Lbien  AB  und  CF  Yon  der  dritten  Lfaile  MN  In  H  nnd  I)  ge» 
scbnitlflii;  ea  aoU  bewiesen  werden ,  dase  anter  dieser  Veiaas* 
eetiang 

ist.  Denn  wire  nicht 

ao  kSnnte  entweder 

^  ABD  4-  ^  CDB  <  2/2 

oder 

^  ABB  -f  ^  CDB  >  m 

nein.  Witoe  aber 

^  ABD -{^  jiL  CDB  <^R, 

so  würden  nach  VI.  die  Linieo  AE  und  CF,  genugsam  veriän* 
gert,  auf  der  Seite  tod  M^,  auf  welcher  die  Winkel  ABD  und 
CDB  liegen,  sich  schneiden,  und  wären  also  nach  I.  einander 
nicht  parallel,  wie  doch  vorausgesetzt  wurde.   Wäre  ferner 

^ABD  -f  ^  CDB  > 

so  wOrde  sich  bierans  mittelst  Prop.  XIIL  leicht  herleiten  las- 
sen« dasa 

^EBD  ^  ^FDB 
sein  miisste»  und  ganz  wie  vorher  wOrden  also  nach  VI,  die  Linien 
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AExxuA  CF,  genugsam  verlängert,  auf  der  Seite  von  JlfA  sicbschoei- 
deo,  auf  welcher  die  Winkel  ABD  und  CDB  nicht  liegen,  die- 
•elben  wären  also  nach  I.  wieder  einander  nicht  parallel,  wie  doch 
vorausge£iet2t  wurde.   Daher  kann  weder  ^ 

noch 

^  ABD  +  ^  CDB  >  2Ä 

w.  s.  b.  w. 

Anmerkung.   Ueber  Gegenwinkel«  Wechselwinkel«  u.  s.  w. 
ilt  aneh  litor  niditi  wdlet  n  aageo. 

gfiil«MlgMt»gliMg>  hl  Obigen  haben  wir  gesehen,  das«, 
der  «treogen  Theorie  nach»  ebene  Dfoiecke,  deren  Wiafcelonninie 
gleich  Bwei  rechten  Winheln  oder  kieiner  nie  iwel  recht»  Winkel 
ist»  gleleh  nSglicb  sind;  nnr  die  Unmöglichkeit  ebener  Dreiecke 
mit  zwei  rechte  Winkel  übersteigenden  Winkelsummen  ist  streng 
etireisbar;  entweder  ist  in  allen  ebenen  Dreiecken  die  WinkeU 
summe  gleich  zwei  rechten  Winkeln,  oder  in  allen  ebenen 
Dreiecken  ist  die  Winkelsumme  kleiner  als  zwei  rechte  Winkel. 
Dadurch  ist  Lobatsche wsky  und,  so  viel  ich  weiss,  auch 
J.  Bolyai,  dessen  hierher  gehörende  Schrift  mir  aber  jetzt  noch 
nicht  zu  Gebote  steht,  veranlasst  worden,  gewissermassen  zwei 
Geonetrieen  so  nnterflcheideo,  tob  denen  die  eiee  Ton  der  Vor- 
aneeelsnng  — •  oder  Hypothese  —  ansgeht,  dass  die  Whikelannune 
Jeden  ebenen  Dfeiedce  gleich  swei  rechten  Winkeln  ist»  die  nn* 
dere  dagegen  die  Voraassetsnng  —  oder  Hypothese  —  snr  Grund- 
lage ihrer  Untersuchungen  macht,  dass  die  Winkelsumme  eines 
ebenen  Dreiecks  kleiner  als  zwei  rechte  Winkel  oder  Oberhaupt 
nicht  grösser  als  zwei  rechte  Winkel  ist;  die  letztere  hat  Lo- 
batschewsky  mit  dem  Namen  Imaginäre  Geometrie  be-  • 
legt,  wogegen  in  neuerer  Zeit  die  schon  von  Gauss  gebrauch- 
ten Benennungen  Euclidische  Geometrie  und  Nichteucli- 
dische  Geometrie  für  diese  beiden  Geometrieen  wieder  beson- 
ders in  Vorschlag  gebracht  worden  nind«  Was  es  nun  mit  dieser 
fnehfencÜdifldien  Geometrie  fflr  eine  Bewandtnis«  hat,  gehSrt 
jetzt  gar  nicht  htether»  nnd  liegt  gans  nnsser  dem  Zwedc  nnd 
dem  Bereiche  diceer  Abhandlung,  die  ee  durchana  nur  mit  der 
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Enelidiflcheo  G«oinetri«  s|b  thuo  haben  «otl,  indem  ich  avf  i&» 
Nichteofilidieche  Geometrie  ^  über  irelcbe  die  TorbergeheudeD 
nnr  gm»  oberflUchlieben  Bemerkungen  Air  jetsC  genügen  mOgeo 
bald  in  einer  besonderen  anafllbrlichen  Abhandlung  snrfleinni* 
Icommen  hoffen  Ueberhaupt  muss  ich  mir  die  ßeroerkung  erlau- 
ben, dass  die  sogenannte  Nicbteuclidiscbe  Geometrie  zunäcbst 
von  der  Euclidischen  Geometrie  ganz  getrennt  gehalten  werden 
muss,  namentlich  auch  Anfängern  gegenüber,  bei  denen  der- 
gleichen Vermischungen  und  V^ermengungeti  nur  Unklarheit  und 
Verwirrung  erzeugen,  und  dass  also  auch  namentlich  in  geo» 
metrische  Elementarlehrbucher  Erörterungen  über  die  aoge* 
nannte  inebteaciidiaehe  Geometrie  zur  Zeit  gar  nieht  gehören. 
Ellen  00  bin  ich  der  Meinung,  dasa  ea,  ao  iange  man  aich  ledig- 
lich auf  dem  Felde  der  Euclidiachen  Geometrie  bewegt, 
gana  unnSthig  und  unnffta  ist,  an  der  euclidiachen  Definition  der 
Parallelen  auch  nur  die  geriogate  Aenderung  vorzunehmen,  and 
dtoi  ea  eben  deshalb  auch  ganz  unnOtbig  und  unnütz  ist,  den 
aogenanoten  Winkel  des  Parailelismus  —  über  den  in  einer  spä^ 
teren  Abhandlung  ein  Mehreres  —  in  der  Euclidischen  Geo- 
metrie zu  betrachten,  was  in  derselben  gleichfalls  nur  Verwir- 
rung hervorbringen  kann,  und  nach  meiner  Meinung  zunächst 
dahin  gar  nicht  gehurt.  Alles  dieses  wird,  wie  ich  glaube  und 
hoffe,  in  der  obigen  Abhandlung  seine  Bestätigung  finden.  Was 
endlidb  die  Im  Obigen  hanptaäcblich  aadi  Legendre  gegebenen 
Bew^e  der  geometriachen  Sitze,  auf  welche  ea  hier  ▼orange- 
weise  und  gana  beaondera  ankommt,  betrifft,  ao  glaube  ich,  daaa 
dieselben  rucksichtlich  ihrer  wahrhaften  geometriachen  Strenge 
und  Evidenz,  wie  wir  diese  Eigenachaften  aua  den  Schriften  der 
griechischen  Georoeter  kennen  lernen  und  uns  aneignen  können, 
über  den  von  Lobatschewsky  gegebenen  Beweisen  derselben 
Sätze  stehen,  welche  letzteren  Beweise  selbst  nicht  von  allen 
Zweifein  frei  sein  dürften,  was  aber  weiter  auszuführen  hier 
jetzt  nicht  der  Ort  und  der  Zweck  ist  *) ;  die  vielleicht  etwas 
grössere  Weitläufigkeit  der  Legendre' sehen  lieweise  wird  durch 
ihre  Strenge  und  Evident  vollkemmea  aufgewogen,  und  Herrn 


Auch  stimme  ich  dem  vöili"^  bei,  was  Herr  Angelu  Forti  in 
llor  etwa«  weiter  naten  angeführten  kleinen  Schrift  (p.  19.)  über  die 
Schrift  TOB  Lobatschewsky  sagts  „Per  Mite  di  critieairi  h  d'aopo 
diie»  dio  le  Menoiie  di  Lobatsehewsky  «oao  genaralneato  etpotto 

ia  modo  alqaanto  oscuro.    Queeto  dlfelto  sopra  unn  materia,  ehe  ha 

per  carattere  eceenziale  la  cbiarczza,  e  cni  anzi  si  vuleva  agginngere 
e?idenca  puö  avere  cooperato  a  non  .far  loro  acquistare  l'iatereMO  e  la 
diffuaione,  che  meritavono. 
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Uoüel  ist  gewiss  wiederholt  zu  danken,  dass  er  diese  Beweise 
in  seinem  oben  erwähnten  „Essai  critique''  wieder  an's 
Licht  gezogen  und  die  Mathematiker  von  Neuem  mit  den- 
selben bekannt  gemacht  hat  In  Italien  bat  Herr  Angelo  Fort! 
In  Piaa  in  der  kleinen  Schrift!.  „Intorno  alla  Geometrla 
imroaginaria  o  non-enclidiaDa.  Pisa."  seine  Landslevte 
mit  diesen  neueren  geometrischen  Untersuchungen  vorläufig  im 
Allgemeinen  bekannt  gemacht,  und  Herr  G.  Battaglini  in  Nea* 
pei  hat  neuerlichst  eine  sehr  zu  beachtende  Schrift  über  die 
Nichtenclidische  Geometrie  oder  die  Pangeometrie  unter  folgen- 
dem Titel  beraasgegebeo : 

Snlla  Geometria  immaginarla  dl  Lobatschewsky. 

Nota  per  G.  Battaglini  (Rendiconto  della  R.  Ac- 
cademia  delle  Scienze  Fisiche  e  Matematiche 
di  Napoli.    Fascicoio  6»  —  Gingno  1867.  Stam- 
.  peria  del  Fibreno  J867.}.  4o. 

Wie  schon  gesagt,  denke  ich  bald  aof  diese  Michteiiclldlisehe 
Geometrie  aosführllch  sorficksokommeo,  sobald  die  ganze  betref- 
fende Literatur  mir  vorliegt,  was  in  diesem  Falle  dorebans  noth- 
wendig  ist 

Um  Jedem  Missverstindftlsse  ▼orcnbeogeo,  bemerke  Ich  noch 
—  wenn  ich  anch  leider  dies  jBur  ans  dem  GedSchtnlsse  schrei» 
ben  kann  —  rOcksichtlich  der  obigen  Legendre' sehen  Beweise^ 
dass  dieselben  nicht  mit  einer  anderen,  als  imgenGgeod  erkann- 
ten, in  den  neueren  Ausgaben  der  „^Idments  de  Göomdtrie" 
nnterdrffckten  Parallelentheorie  zu  verwechseln  sind,  an  welche 
sich  auch  —  so  viel  ich  mich  noch  erinnere  —  eine  im  Jahre  1818 
in  Halle  erschienene  verdienstliche  Schrift  von  Hessling  ao- 
scbliesst 
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Ueber  einen  atühmetitchen  Satz  Ten  Lagrange. 


In  den  t,AMHiomm  k  1' Alyilkre  d'Bnler.  Para- 
graph« IX.  De  la  manUre  de  treuver  dee  feaetioos 
algtfbriqaee  de  tevs  lee  degrtfa»  qai  ötaat  maltipiidea 
ensemble  prodniaent  toajonrs'dee  fonctions  sembia* 
bles"  hat  Lag  ränge  ansser  anderen  sehr  bemerkenstvertben 
Sätzen,  auf  die  wir  bei  einer  anderen  Gelegenheit  zarückzukommeD 
hoffen,  einen  Satz  bewiesen,  welcher  nach  nngerer  Meinung  ver- 
dienty  noch  auf  eine  andere  Art,  als  von  Lagrange  geschehen, 
bewiesen  zu  werden.  Einen  neuen  Beweis  dieses  Satzes  will  ich  < 
daher  in  diesem  Auftiiatze  geben. 


wo  alle  Zeichen  beliebige  Grössen  bedeuten. 
Dann  ist: 

wie  man  leicht  findet;  also  allgemein: 


0 


.  Von 

dem  Heransgeber. 


Es  sei : 
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welche  Relation  auch  noch  für  7t  =  1  gilt,  wenn  map  4p=0  «etat 
Gilt  nänUich  diese  Relation  bis  n,  so  ist,  weil 

ist: 

also,  weil 

An  —  aAn—1  —  ÖAu—t 

ist : 

and  ai«  sn  iMweisende  Relation  gilt  folglieb  andi  fttr  n  -f  1 .  also 
bis  II -1- 1,  woraus  dcb  nach  bdumnter  SdiUmireise  ergiebt,  dass 
•ie  aUgenieiB  gültig  ist. 

Weil 

An  =  aAn-^L  —  öAn^i 

und,  wie  so  eben  bewiesen: 

Bn-l  =  ÖAn-* 

ist,  so  ist: 

Am  s  Aiiii-f  t  —  Bm-l* 
Daber  haben  wir  die  folgenden  Relationen : 

4=1,  Äi=sO. 
J^zsaAi-^Bit  B^ssbAi, 
J,saJt— 4»(^s> 

A^  =  aA^—B^,  J?5  =  6-^4» 

u.  8.  w.  n.  s.  w.  •  * 

Setzen  wir  nun,  die  Binomial-Coefficienteo  avf  gewöbnlicbe 
Weise  beaeicbnend: 

3) 

•e  ist: 
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r=«"*+i  -  (m-|-])i  sü^yBi  jr"^yBft-  (m+l),«'"-*^^^,-..«, 

=  (m  + 1),  or'^.v /Ii  +  (m  +  \)^x^-^y'^A^  +  (m+  l), x^-^y^A^  +....; 

also,  weil  nach  einer  aligemein  bekaonten  Zerlegung  der  Bioo- 
mial- Coefficienten : 

=  »a  +  ms, 
(m-|-1)4sr^m,  -hm«, 
u.  e.  w. 

istt 

3[m\-l  =  «o**"3fÄi— «»I«^*J^•fit~-*"**■*^3F*^»""— 

—  nii  x^-^jy^Ba— OT^aj^-^^^Äj— Tn,a:"-'y*^4— .... 
folglich  nach  2;: 

A^n^l  5=  x(x"^ — n»!  x^^yB^  —  w^.x^-^y'^  B^-^m^x"*-^  y^     — .„.) 

-  6y (m, il,  + V-^»  +  — ). 
alao  naeb  3): 

Xm^\ = ät  ATm  —  !'«••• 
Ferner  ist  nach  derselben  Zerlegung  der  Binomial-Coefficienten : 

+  nti  a^yAi  +  w»«*— +  iw,«*-*y*il8+.... 

SS  x"*-^yAx-\-m^x**-*y^A^-\-m^  x^-^y^  A^-{:...) 

•leo  oa$h  2): 

+  m^x'^y  .4i  +  m,  a;'*»-*^/*.  a/4i  +  mjar^-'y'.  Oi^^  -f 
— ntisc^^y^  Bi^—m^x^-^y^B^—,... 
8»     «(?«,  a:'"-^^  J,  ^  m^x'^-'^y'^  A^^m^x'^-^y^A^^.,,,) 
+  ;/  (a;"»  —     x^—^yB^  ~  Tn^x"*-^y^  B^ — ....) 
.  +  x^-^fi  Ai  +W2ar'»-*jy«i42  +  »iaa;"»-yjg +....) 

r=  T'^^^yBi  —  m^x^-^y^B^  — ....) 
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folglich  nach  3): 

Daher  haben  wir  jetzt  die  beiden  folgeoden  Relationen: 

Folglich  ist»  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 


4) 


I 


-{-axy 


— a6y* 

and  daher,  wie  man  nach  Idcbter  Redoction  findet: 

Nun  int  naeb  3): 
also : 

folglich  nach  5): 
A;,« + a    F,  +  6  F.«  =  {x"^  +  «^2^  +  6y*)  ( «  +  a  A^  F.  +  6  F»«) 

Ji*  +  ojr,  F,  ^  6F,t  =        «ry  +  6y«)  W  +  «J^F, + 6  W 

=  («»  +  a.Ty  +  6^»)», 

jr*«  +  II  A4  F4  +  6  Y^  =  (a;*  +  axy  +      ( A.« + a  A,  F,  +  6  F.«) 

was  nnmittelhar  so  der  folgenden  sehr  merkwUrdigen  Glekhnog 
führt: 

6).  .  .  A««+«A«F«+6F„««(4i»+<wy+V)"» 

an  weicher  Lagrange  a.a.O.  durch  gani  andere  Betracbton- 
ifjun  gehingt  ist. 

Far  assO  tet  nach  I)  oieobar: 
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^=—6^4=0.  Bt,=^bB^^b^, 
a*     w.  V.  fl.  w« 

also  aligemein: 

und  folglich  nach  3): 

wo  daDB  in  dlMen  FaUe  nach  6)  die  RelaUon: 

8)  jr««  +  6F„2  =  (a;«  +  6i^'«)*.  . 

Statt  findet 


Nach  6)  bts 


(Ji;»«  +  a-X«F«,+  6F«,«)(Ä;»  +  aJ[;F.  +  6Fi,^)  . 
f  weil  nadi  0): 


ist: 


(X.«  -I-  oX.  F« + 6  F«^  (i;*  4^  «2.  F. + 6  F«<) 

=  -3^«+«*  +  aXm^  F»+«  +  6  Tm\-i?. 
Folglich  Int  feiner: 
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( JT««  +  a  JT«  F« + 6  F,*)  W + a  JT.  F, + 6  F.«)  (^,«  +  «j^  F, + i  Fy») 
Also  ist  ferner: 

(X,«  +  a     F„  +  6  F«*)  {Xn*  +  a  J:,  F,  +  b  Yn^)  (Xp^ + a  A,  Fp + 6  Fp«) 

XW+a-y,F,+ÄF,«) 

Wie  man  aaf  diese  Art  weiter  gebeo  kann«  ist.  klar,  und  es 
ist  also  allgemein: 

9)  ^  (JU«+«-ä;»F.+6r««) 

x(jf;<-f.<rJr.r.4AF„<) 

X(:¥p«  +  aApFp+6Fp«) 
X  W+a-y,F,+6F4«) 

O.  S.  IT. 

*  x(2;i*+flir«F,+6F.«) 


Man  kann  von  dem  Bisherigen  mancherlei  Anwendungen 
wmAwt,  worflber  jedodiüir  jetzt  die  folgenden  Bemerkungen 
g«Dttgeii  mOgen. 

MI  man  JT,  F  «o  bestimmen,  dass  die  Grosse 

JP-^aXr-^bT* 

ein  <|aadnit  wird,  so  setse  man  im  Obigen  m=s2,  «od  foigM 
nach  3): 

dann  ist  ffo  Jedes  «  vnd  jf: 
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Soll  man  X,  Y  «o  bestiiDmen,  dass  die  GrSsse 

ein  Cubus  wird,  so  setze  mao  im  Obigen  mssZ,  und  folglich 
nach  3): 

also,  wdl  nach  1): 

=  Ä,  =0. 

4i=sa,  B^s=:6, 

=  aA^^bAi  SS  a*— 6 ;  i^s  =  oB^^bBi  =  «6 

ist: 

F=  F,  =  3a?«y+3aa:^*  +  (o«-6)y»; 
dann  ist  fSr  jedes     und  y: 

ir«  +  ajrF+6F«=  (ar2+aary +  6y»)» 
Um  die  Grosse  ^  so  su  bestimmen,  dass  die  Grosse 

ein  Quadrat  wird,  kann  man  sich  auf  folgende  ^rt  verhalten. 
ISach  dem  Vorhergehenden  wird 

JP  +  AJCF+oF» 

für  jedes  x  und  y  ein  Quadrat,  wenn  man 

X=s^^a$*,  Y=i2xjf-^b^* 

setst  Nun  bestimme  man  mitteist  der  Crleiebong: 

die  GrOsae  jt,  wedarch  man: 
■nd  folglieh: 

erhSit.  Dana  wird  fttr  jedes  y  die  Grösse 
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und  folgUcb»  veil  K=l  ist,  tür  jedes  y  die  Grosse 

ein  Quadrat,  wie  verlangt  wurde. 
Dieses  Quadrat  ist  nämlich: 

(«HA«af+«jf*)*=        j  + — 2 — =  

Soll  man  A  so  bestiinmeD,  dass 

ein  Quadrat  wird,  so  bestimme  man  nach  dem  Vorhergehenden 
X  so,  daas 

ein  Quadrat  wird;  dann  ist  auch 

eio  Quadrat. 

Soll  man  X  ao  bestimmen,  dass 

a^-k-bX-^eX* 
ein  Quadrat  wird,  so  bemerke  man,  dass 

oH  6  A+  cA«  =  A«  (c  + + 

also,  weoo  man 

•etat: 

i^-|-6A-|*  cA»  =  A*(c  ^-  *  F+  e^y«) 
Ist   Beatimmt  man  nun  nach  dem  Vorhergehenden  F  so,  dass 

Quadrat  ist,  und  setzt  dann 


ao  ist  auch 
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ein  Qoadnt;  irie  veriangt  wurde. 
Soll  man  X  so  bestiramenj  daw 

ein  Quadrat  mt^,  so  hat  man  oach  dem  Vorbergebeodeo,  weoo 
man  aimlicb  io  der  Formel 

a-^bX-k^X* 
Jetit  QTsA,  6=0  setst, 

ztt  setseo;  die«  giebt: 

Soli  man  X  so  bestimmen«  dass  die  GrfiMe 
«n  Quadrat  wifd,  ao  iiaacbte  man,  dass 

iat,  weoo  man 
aalst»  Setzt  man  mui 

«  1-4^ 
ao  tat  nacb  dan  Voiihergafcaiidao 

vad  felglidi  ancb 
ein  Quadrat«  wo 


F— l—4ila* 
iat.  £s  ist  nämticb  für  diesen  Wertb  von  X-, 
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aUo,  wie  man  sogleich  übersieht: 

Sollen  JC,  F  so  hesfinmt  werden»  diM 
eio  Qoailnt  wird,  so  wird  nuui  nach  dem  Obigen: 
setzen.  Es  ist  dann 

X^±  r»3=(«»i:y«)«. 
Soll  man  ^»  F  so  bestimmen,  dass 

ein  Cnbus  wird,  so  wird  man  nach  dem  Obigen: 
setsen;  es  ist  dann: 

X*±  F*=5(««J:^». 

Alle  diese  Rechnangeo  haben  fiir  jetat  dnicbans  nur  den 
Zweck,  eioige  leichte  Anwendungen  des  oben  bewiesenen  allge- 
meinen Satsee  an  aeigen. 


4. 
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Wnrfbewegung  im  widerstehenden  Mittel. 

(Nachtrag  so  der  Abhandlwtg  in  ThLXLVL  Ho.  XX.) 


Vi 


OO 


Herrn  Dr.  A.  M.  Aell, 


Ldircr  m  der  laehniseliw  Sehnte  sn  Daraatadt. 


§.  22. 


Genauere  Methode  sor  Berechnung  der  Wurfweite  und 


In  §.  S.  wurden  die  Formeln  61)  und  02)  entwickelt,  um  die 
GrOseen  «»  und  e  näherungsweise  su  berechnen.  Man  kOnnte  nun 
allerdings  hiemach  genauere  Werthe  erhalten,  wenn  man  den 
mittelst  63)  gefundenen  Winkel  r  an  die  Stelle  von  c*  in  61)  eetste» 
nachdem  man  l  nach  56)  und  59)  neu  'beetimmt  hfttte.  Diese 
Rechnung  würde  indess  unverhältnissmässig  weitläufig  «ns&llea, 
und  wollen  wir  daher  eine  andere  Methode  entwickeln. 

Bs  wird  wieder  vorausgesetst,  dass  ein'Näherungswertfa  von 
e  gleich  mittelst  6^  und  l  naeh  59)  berechnet  wurde.  Wird 
die  Geschwindigkeit  im  Punkte  F  (Taf.  V.  Fig.  1.),  wo  der  Tan- 
gentenwinkel gleich  c',  durch  e'  beseichnet,  so  ist 


Nun  kunnen  wir  uns  vorstellen,  das  Geschoss  beginne  seine 
Bewegung  im  Punkte  F  unter  dem  Winkel  t'  mit  der  Geschwin- 
digkeit f>\  und  setzen  daher  in  Gleichung  30)  (am  Schlüsse  des 
§.  4.)  F=r',  a  =  —  t'  und  schreiben  ausserdem  — y  statt  da- 
mit die  positive  Richtung  der  Ordinaten  nach  abwärts  gehe; 
dann  wird: 


des  Binfallswinkels. 
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Seilt  mm  tga'sp',  p*«co8 V  ==^^ji^^^y  «o  wird* 

6cosV    ^  2  ; 

I^filirt  man  die  HfllfsgrSsse  J  ein  (§§.  10..  IL,  12.),  nSmlicb: 


J  =  s-|  » 


nnd  seilt: 

80  erhält  man  endlich: 
Derch  ümkebroog  dieser  Reibe  fiodet  sieb: 

hat  man  hiernach  0»  berechnet,  so  erhält  man  auch  den  Eiofalls« 
iriekel  c>  denn  differentttrt  maD  die  ebige  Gieicbong,  so  ergibt  sieb: 

•    .    ,  ,     g*      .     bgx^     ,    26o*'       .  «sine' 
+r'aiosV  +  •'•Jos  V +äs^SisV^*  +  a5^>"  • 

Ffir  «85»  wird: 

lg«  B  fgf^  +  Ä^i?  +  o'^cosV  +  3c'*  ios V  +  2c'» 
Tkeil  XLYU.  23 
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FdtfC  man  wie  firldier  diaGrtaen  p',  J  und  k  ein,  «o  findet  sieh: 

Das  vierte  Glied  in  diesem  Anedrnelce  ist  eteta  so  Itlein,  daaa 

man  es  wohl  in  allen  FäJIen  wird  ausser  Acht  lassen  kunnen. 
Die  gleiche  Bemerlcnog  gUt  ven  den  vierten  Giiede  der  Reibe  för  <d. 

9.  33. 

Statt  der  in  g.  10.  gegebenen  Formeln  für  »  nnd  b.  Dämlich : 
l 

wird  man  daher,  um  genaner  so  rechnen,  die  folgenden  anwenden: 

lg.  =  p,(l  +  2/«,+ j^). 

Gans  die  gleichen  Formeln  gelten  noch  flir  die  gleiehnamigen 
GfSaaen  in  §.11.  nnd  {.  12.,  wenn  man      nnd      oder  ^  nnd 
an  die  Stelle  von  |^  und  aetst 

Wenden  wir  dien  auf  daa  Beispiel  des  g.  Ii.  an,  so  ist: 


J  =  0.485,    log;74  =  9.53148,    a4  =  18«46'42^ 
I«-|-^/»4 SS  2.3980,   logJ  =  &54939, 

i  =  1.42647 

f»4 


00035 


1.42612. 


Daa  dritte  Glied  findet  aleh  gleich  0,000000071  oder  helianfig 

7 

jQQQQ  Millimeter,  ist  also  eiae  verschwindend  kleine  Gi^iase;  wir 
haben  daher  «s  1,426. 

üm  auch  t  an  bereehaen,  ao  ist: 
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log(lH-2Jii»)s  000043,  log(l+2J»+j^)  =  0ÄI043^ 

logtKfi  =  9.53191. 

Der  Winkel  t  findet  sich  also  genaa  so  wie  frflher,  qv^  andi  • 
wflcbt  nnr  minerklieh  Tiiii  dem  früheren  Werihe  ah* 

Ffir  die  Conre  mit  dem  EievetioDswinkei  tob      wer  (§.  15.): 
i^nni,  logp» s 0.16969>  «^  =  5ö055'6"»  log /=  6.44965. 
Hier  erhilt  man: 

j(      =  07889 


0)'= 

m  s  51.1532, 
log2J«  =  a45955— 10,    loff  {«Miii  ~ 

7m« 

lega-t2J«)  =  a0iS34,    Ioga+8i^i»  +  ^i^)=a0»45, 

bg^tgc  s  018214,  <ss60»40'38r'. 
Dieser  Werth  von  t  ist  um  25"  grüsser  als  der  früher  berechnete. 


24. 

Asymptoten  der  hallietisehen  Curve. 

Poisson  hat  in  seinem  Traite  de  Mecanique  nachgewie- 
8en,  dass  sowohl  der  aufsteigende,  als  der  niedersteigende  Ast 
der  Warflinie  eine  Asymptote  habe.  Wir  folgen  hier  seiner  Ent- 
wickelung  und  werden  dann  zeigen,  wie  man  die  Lage  der 
Asymptoten  bestimmen  könne. 

Wir  hatten  frOher,  ^.  3.,  die  folgeDden  DiffereDtialgleiehen- 

gen  gefanden:' 

Dieee  fSIeichnngen  weiten  wir  noo  Ar  den  niederetetgendeo  Aet 
In  der  Weise  transformireo,  das«  die  neoe  Ahscissenaze  FX  (Tat  V. 
Fig.  2.)  darcb  den  lAefaeten  Punkt  F  geH,  wobei      ,  J'K  dnieb 


3^         Neil:  Wurföeuegung  im  wideriUhenden  HiUeL 

x' ,  ^'  beseichnet  werden  sollen,  so  ist: 

9ssswi-af,  ffssH-^ff^,  dsissdx'f  dgfss-^dg\ 

dv*  ' 

.  j»'.   dp  =  ^dp',   Ap  =  Ai-p')=^—Ap'. 

Vermittelst  dieser  Warthe  nehmen  die  obigen  Gleichungen  die 
folgende  Gestalt  an : 

SetsC  man  p^sstg^,  «o  wird,  wenn  mun  sieb  die  Corve  nach 
abwärts  fortgesetnt  denkt,  q>'  stete  grosser  werden  und  sich  immer 
mehr  einem  reeftten  Winkel  nähern,  folglich  muss  p'  bis  in's 
Unendliche  waelieen.  Um  an  wiseen,  wie  eich  dann  se*  ▼erhält; 
so  iet: 

diAp')  =  2dp'  =  '^dp'  (1  +^,)». 

Entwidtelt  man  nach  dem  binomischen  Lehraatse  nnd  integrirt 
die  einseinen  Glieder,  so  findet  man: 

^^'=1.19314718+4^+^^+ +  38|^«-lä&^.^- 
L  +       =  2/  + 1.1931  +  Ip'  +  .... 


Hat  nnn  einen  sehr  grossen  Werth,  so  fibertrifft  das  Quadrat 
davon  alle  anderen  Glieder  dieter  Reihe  in  einem  solchen  Grade, 
daae  man  nihemngnweise  setien  kann: 

L^Ap'=p'\ 

denn  auch  der  Logarithmus  einer  grossen  Zahl  iet  gegen  diene, 
nnd  nmsomehr  gegen  ihr  Quadrat  Tielmale  kleiner. 

Integrirt  man  nun  die  Gleichungen: 


vou  einem  gewiseen  Punkte  N  (Tar.V.Fig^8.)  an,  deeaen  Coor- 
dinaten  |  und  ^  nein  mögen,  ao  findet  omns 

wo  »  dem  Werthe  von  pf  im  Punkte  N  entspricht. 
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Die  sw«it9  6l«ichung  sagt,  dasa  ^  mit  p'  ofane  Greosen 
wSehat;  aaa  der  erateo  •rkeniit  man  dagegen,  daaa  «'dieGrenae 

14-^  bat.    Uieraach  bat  die  Cnrve  diejeoige  Vertikale  aar 

Aaymptete,  welche  dem  letzteren  Abetand  eotapricht,  und  swar 
erbilt  man  denaelben  um  so  genauer,  je  grtaaer  der  Werth  von 
n  genommen  wurde.  Hat  man  also  nach  unserer  frfiberen  Metbode 
die  Äbscisse  BM  eines  schon  ziemlich  tief  gelegenen  Punktee 
iV  bestimmt,  so  dass  der  Tangenten wlnkel  6  an  diesem  Punkte 
wenig  von  90^  veracbieden  ist,  so  erhalt  man  den  Abstand  der 
Asymptote : 

=  Af  O  =        =  äifecotd. 


§.  26. 

Um  die  im  vorigen  Paragraphen  angedeutete  Rechnung  ans- 
znfähren  sei  p^  =  i^i^  p'  =  tg«',  p"  =  tga".  p'"  =  tge^f  wo 
p*'^p^,  ^  p' ,  u.  s.  f.  Dabei  ist  es  zweckmässig,  die  ersten 
Werthe  von  p  langsam,  die  späteren  rascher  wachsen  zu  lassen. 
Der  letzte  Werth  von  p  sei  gleich  n,  also  tgd  =  n,  wo  d  jeden- 
falls ein  Winkel,  der  nur  wenig  kleiner  als  90^.  Nach  dem  Frfi- 
heren  beben  wir  die  Formeln: 

ieg«'=WW4W)6+log[log 

tgMf  8  4(p'       -  4(11' -I*»)«', 
,   «j^ceax'  

leg«"  =9.68406 +  leg[legj^^'], 


log  tg«"  =  Up"  +     -  4(p"  . 
^  "•^^[tg4(«"-*")tg4(a^'-«')^ 


o.  w. 


Cilf=«'  +  Ä^  +  a*4. 
CO  sCJr-l-SA  cot  A 


'"^'^     (Taf.  V.  Fig.  2.) 


Zur  Anwendung  hiervon  wollen  wir  die  Lage  der  Asymptote  für 
die  Curve  mit  dem  Elevationswiokel  von  45^  bestimmen. 

Nehmen  wir  hier  den  genaueren,  in  §.  23.  gefundenen  Werth 
von  (,  so  haben  wir: 
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ffi  a=  1.52104 

a6e»40'38" 

Ap^ 

=  a9738 

p'  =2.7 

=  69  40  36 

Ap' 

=  9.4930 

p    =  o.u 

if 

8S  /o  41  £<* 

Ap" 

=  27.8075 

=12.0 

=  85  14  11 

Ap"' 

=  147.6789 

piy  =  50.0 

=  88  51  15.2 

Apiy=  2505.1052 

pr  =100.0 

=  89  25  37.4 

Apy 

=  10005.7983 

%  =mo 

»89  42  4&7 

^'^'s  40006.4916 

log»'  =8.92043 

%'   =  640  7/ 

4" 

a!    —  1090.38 

logtt"  =9.14517 

x"   r=  74  50 

4 

=1090.05 

logHf  =9.41234 

jc*^  =  82  29  68.5 

0»  s  1006.70 

log«'^  :s  9L66048 

a^r-s  629.77 

log»''  «9.36282 

»r  ~89  1021 

a  99.43 

log«^'  s  ft.30375 

«ris.  80  35  11^4 

a^'  s  49.71 

Cüf  =  3966.04 
2Äcot5=  49.76 


CO  =  4015^ 

Hätte  man  für  h  einen  kleineren  Werth  genommen,  so  vrflrde 
man  CO  weniger  genau  gefunden  haben;  um  dies  besser  zu  be- 
nrtbdlen,  setzen  wir  zuerst: 

3  =  «'»   CM^a\  CO  =  a'-f2£cota'. 

Gmaer  ftnde  sieb  schon  CO  dnreh  die  folgende  Reehnnag: 

a  =  o",   CM  =  o +a",   60=  Citf cot a",  n.  s.  f. 

Wir  kSnnen  hieroaeli-  die  folgende  Tabelle  bilden: 


a 

CM 

dileot« 

CO 

109a38 

368&28 

4776.66 

2180.43 

199a60 

4171.03 

3187.13 

829.42 

4016.66 

3816.90 

199.06 

4015.96 

«»^ 

391^33 

99.93 

4016.86 

3966.04 

49.76 

4016.80 

Hiernach  findet  sieb»  wenn  d  beträchtlich  kleiner  als  90°,  der 
Wertb  TOD  CO  zu  gross;  dagegen  o&bert  man  sich  ziemlich  echneU 
dem  richtigen  Wetihe,  wen^  man  d  gebOrig  ▼ergitaert» 
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Asymptote  dee  aafsteigendeo  Astes. 

Dfe  Conre  AP  (Tat  V.  Fig.  3.)  kann  man  aieh  nach  abwirts 
in  der  Weise  fertgesetit  denken,  als  irenn  der  geworfene  KSrper 
seine  Bewegung  von  einem  fiefergelegenen  Punkte  Q  mit  einer 
solchen  Geschwindigkeit  and  unter  solcher  Elevatinn  begonnen 
habe,  dass  er,  im  Punkt  A  angekommen,  die  Geschwindigkeit  F 
besitzt  und  die  Richtung  der  Bewegung  hier  mit  dem  Horizont 
den  Winkel  a  bildet.  Um  diesen  Thell  durch  Punkte  zu  kon- 
struireo,  bat  man  in  den  Gleichungen 

(Hr  p  Werthe  zn  setsen,  die  grOsser  sind  als  tga.  Da  nun 
Lsi ^y^^^^-^  Atg«,  so  gibt  es  jedeneit  einen  spitien  Win- 
kel ß,  der  grSsser  als  «  nnd  ausserdem  so  beseliaffen  ist,  das« 

fGr  p  =  igß  die  Nenner  in  den  beiden  Differentialgleichungen  an 
Nnll  werden.  Diesen  Werth  von  ß  erbfilt  man  dnreh  AnfItiBnng 
der  Gleichung  L-^Atgß^(k 

Aus  dem  Wertbe  von  dp,  mag  man  ihn  aus  der  ersten  oder 
Bweiten  der  obigen  Gleiebnngen  ableiten,  ersieht  man,  dass  hei 
onendiicher  Zunahme  von  x  und  y  (vom  Zeichen  abgesehei))  die 
Grosse  p  aufhört  zu  wachsen,  wenn  sie  sich  unendlich  wenig  von 
tg^  unterscheidet.  Es  kann  daher  p  den  Werth  tgp*  niemals 
fiberschreiten  und  selbst  nicht  einmal  erreichen,  woraus  folgt, 
dass  der  Ast  AQ  eine  Asymptote  RS  hat,  welche  mit  der  Hori* 
xontalen  AC  den  Winkel  ß  bildet. 

Vermittelst  unserer  Tafel  1.  lässt  sich  der  Winkel  ß  sehr 
einfach  bestimmen,  denn  nach  der  Gleichung  Atgß^L  geht  man 
mit  den  Wertbe  ven  L  in  die  dorcb  bmlchaete  Spalte, 
entnimmt  das  zugehörige  p,  welehes  also  gleich  tgß  sein  muss. 

Ffir  die  erste  der  frOher  bereefaneten  WorflinieB  war 

«  =  I5«,  1^  =  1.7051. 

Man  erb&lt: 

itiß  =  ik7m  und  ß^SPWTSr. 
Beim  ziveiteo  Beispiel  war: 

a=r4»S  L=^AAm,  tg/)»1.6S17  nnd  /{8ftgo48'98* 
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Um  die  Lage  der  Asymptote  festzusetzen,  sei  AT  (Taf.  V. 
Fig.  3.)  rechtwinklig  zu  dieser  und  durch  irgend  einen  Punkt  P 
der  Cunre  die  Linie  PP"  panlltl  n  TS  gezogen,  so  findet  aicli, 
wenn  AP'ssu  gesetzt  wiid: 

ti  s=  xalnß — ifC09ß,  du  =  dxBvaß — djfcosß, 

dpsinß       pdpeoBß  _     (tgß— p)  dp  cos  ß 
****  ^)  ^)"-"'  u^)  ' 

coBß  f^ev  tgß-p 

Dae  negative  Zeichen  nagt,  dass  der  Ponkt  T  auf  die 
tive  Seile  der  u  lUlt;  «rir  lasaen  daeaelbe  wegt  da  ee  ons  nur 
anf  den  abeolnten  Werft  ankommt  Selsen  wir  auaaerdem  tg^sP, 

1  AT 

x  =  2A,  und  beachten,  dass  AR^^—a»  so  erhalten  wir  nach« 
0  ainp 

triglldi: 

AR  -  Ua>tff' -^=£^dp  =  u^^f^Z^. 

S.  «7. 

Um  die  angedeutete  Integration  näberungaweiae  anazuführen, 

entiriekeln  wir  den  finieli   ,  rt  in  •See  neeb  den  Poteniea 

Ap  —  ylP 

von  (p  —  P)  fortschreitende  Reihe.  Wir  setzen  p—Ps=z,  dp=dz 
und  beaciiten,  dass 

VI    f  .  P  .     4P»-1  ^ 

yfqrpa-*  + 1  + 1»'  +  2(1  +  P«)«""2(l + P*)*  +  8(1 +/»*)«*^*** 
  p  Px^ 
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Zur  BestimDii^g  der  CoMtaBtoa  c  h«t  mn  ssO,  wenn 
jibP«  also: 


es 


2VTj^p-IO~  ■'^2(HW^6(I+^"8(I+W"""40(I+/*^ 

Ap^AP      - ' ~ 2(1  +  #^  +  ""24(1  +  1»)»* 

4gP«(f>»-14)+38  ^ 
5^(1 +  P*)* 

p 

-  /*\^        /^rfi     .    3/»~2  P(3f»--7)  , 

^'^^  2a+P«)  +  l2(l +  /«)»*        24(1  +  P«)»*  ^* 

.  38+  45P«(P«-^14)^^. 
720(1 +  P2)* 

^  ,  P(P-p)»  ,  (3P«-2)(P-p)»  PßP^-l){P-p)^ 
""'^"''+4(1  +  P»)  36(1  +  P^*  96(1+P»)» 

[38+45P»(P*-14)]  (P->y)» 
+  3600(1+P*)* 

Da  P=tgj3,  so  erhält  mao  eodlicb: 

Wenden  wir  diess  auf  die  frfiher  berechnete  Wnrflinie  mit  dem. 
UevetiooswiDkel  voo  45^  ao,  ao  iat  daffir: 

Mit  dieaen  Wertheo  erhält  man:  ' 

AB  SS  ]01d.9S + 7a.40+ll34+ail  -  036  s  1006^43. 
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Di»  Im  ▼wiRmi  Paragrapben  entwickalte  Reih«  fOr  AR 
scbraiCet  aaeh  Piitensen  der  Differens  IP—p)  fort,  coover|^rt 
daher  nor  dann  sehr  rasch,  wenn  lefztere  ein  kleiner  Braeb  iaC* 
Hat  dagegen  P—p  eiDen  grDaaeren  Werth,  so  kann  roao  aof 
folgende  Weise  verfahren,  um  auch  in  diesem  Falle  eine  rasch 
convergirende  Reihe  zu  erhalten.  Man  berechnet  zuerst  ganz 
nach  unserer  früheren  Methode  die  Coordinaten  a' ,  h'  eines  tie- 
fer gelegenen  Punktes  A'  (Taf.  V.  Fig.  3.),  indem  man  für  o' 
einen  zwischen  a  und  ß  gelegenen  AVerth  annimmt,  bestimmt 
sodann  A'R'  nach  der  in  §.  27.  aufgestellten  Reibe  für  AR,  io- 
dem  VMOi  daria  p'  =  tgaf  an  die  Stelle  Ton  p  setzt  Dann  iatt 

AB=zA'it'i'a''^k'coiß. 

Dieae  ganae  Reebiiong  Uaat  alch  nach  folgeodeo  Formda 
aoafllhreD: 

log»'  =  9.58406  +  iog[log||^^J, 

,     ^-  ti'cosx' 

A's=a'tgx', 
A'R^  «  k€wßcotß{P^p')  [1  +  ^^(P-p') 

AB^A'R^^af^k'tntß. 

Wenden  wir  dies  auf  das  üeispiel  des  §.  27.  an  und  setxen, 
da  P=  1.6517  und  p=l  ist,  p'  =  1.3,  folglich: 

ii's62<»25'52",  ^'  =  3.2106,  i.— s  1.2547. 

10t  dieaeo  Wertben  erhSit  man: 

log»' =8.96038,  »'=49«>19'3G",  a'==  1776.14,  A'=:206ü.70, 

A'eot/}»  196006,  A'cot/lss68148, 

A'R'  =  548.80  +  21.378  +  0.839  +  0.009  =  571.026, 

AB  SS  571^-f 624.48  s  1096.51. 
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Wörde  auch  jetzt  noch  die  Reihe  nicht  rasch  genug  conver- 
gireD,  so  kunnte  man  für  einen  noch  tiefer  gelegenen  Punkt  A" 
(Tat  V.  Fig.  30  die  GoordinntemiUrerenBCD  nit  dem  Paukte  A* 
beettnnimi»  indem  nen  mit  einen  Tangentenirinl^ni  of',  der  sfvinchen 
nad  ^  liegt,  die  GrOssnn  o^t-A^  nach  den  anaUtgen  Formeln 
hotnchnet  und  j/'stg«^  nn  din  Stalle  Ten  p  In  der  Reihe  Ar 
AR  aetat»  wodurch  man  snnXchat         erhilt;  dann  lat: 

AR  =  A'R'  +  a'  +  a"  —  (Ä' + Ä")  cot/J. 


29. 

Glelehnng  der  Wnrfllnle  für  einen  kleinen  Elevationa- 

Winkel.' 

Wenn  er  ein  kleiner  Winkel,  so  ist  t^o  ein  kleiner  Bruch; 
dann  wird  man  />*  gegen  1  vernachlässigen  können,  da  in  dem 
grussten  Theil  der  Baholioie  («oweit  sie  iu  Betracht  kommt)  p 
fcleioer  ist  als  tger. 

Wegen  i2«  s  f2at  V 1 -|- erhalten  wir  hiemach  tsa«.  Die 
Gleicfanng 

gliit  dnrch  Integration  s 

Zvr  Beetimmung  der  Conataaten  lat  pstg«  filr  jrssQ: 

ff  fff'^* 
p  —  tg«+  26F«c^ä     2ÄF*c^^ * 

4r  SS  ifaf  (tg « + 2bV¥Z^  "  26  pa^Ä  • 

fllr  dP=0  lat  anch  y=sO,  feiglieh: 

y  «  4^pfeo,i«-f*(«g«+^|^eoa^-'4^4CaV 
Um  anch  die  Zeit  zu  bestimmen,  setzen  wir  in  die  Gleichung 
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den  ob^en  Werth  von  dp  und  erhalten  dadarcb: 

ttk  «sO  kt  Midi  IsO,  daher: 

e*'— l 


1  = 


Ä  Fcos  « 


Die  Coordinateo  «  and  B  des  biicheteD  Punktes  C  (Taf.  V. 
Fig.  4.)  erbilt  Dan»  wenn  man  p=0,  wssw  nnd  jfss A  aetst, 

1       .  6F«ein8«, 

•  =  15/(1+  J  

Da  vik^l  &  =  findet  aicb: 

k  ,        ,  r«  sin  2c, 

iI  =  (io-Ä)tg«  +  -^^^. 

Znr  Bereehnimg  der  Wurfweite  ADss  W  lieafimMn  wir  sv- 
niebat  wieder  <^>8si0|»  und  denken  ana,  der  gewerfene  KOrper 
lieginne  aeine  Bewegung  in  C  naeb  beriaentalar  Richtung  mit  der 

Geacbwindigfceit  Fi  =  V^^^  V^'    ^'^  ^'^^ 
der  Gleiebung  der  Curve  «ssO  und  geben  y  daa  negative  Zeichen, 

damit  in  dem  uiederateigendeD  Ast  die  positive  lUchtui^  der 
Ordinalen  nacb  .abwirta  gebt.  Dadurch  wirdt 

-Sr—  4^1  p^a  +  Si??"" 'W?* 
1 

Macht  man  ».9swt,  yssiff  sz^^«      erbilt  man: 


in 


w 

Cm  hieraus  ici  abzuleiten,  entwickelt  mao  die  Potensialgruase 
in  eine  Reibe,  wodurch  sich  findet: 
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Darcb  Umkehren  dieser  Reihe  wird: 

Versteht  man  «oter  T  die  Zelt  zum  DnreUaofen  d««  gMM 
Bogsne  ACD  (Tat  V.  Fig.  4.)*  so  bat  man  m  folgend«  GIci* 
ebongeo  sor  Bereebnaog  der  ▼eiscbiedeDen  GrSesen: 

FS  sin  2« 

log» = <waa2a+iog*+iog[iog(H— 2;^>1' 

Ä  =  (tD-Ä)tg«  +  .p^^. 

Beispiel. 

as]50,   FsdOO",     =  4976,40, 

„gZ^«9.66859,  Ioga+-^^)«ai64«. 

log«  SS  a27662,  10=1886.34, 
J7s  -  8Z7.g6-|>  1096.70  s  m72» 
«Dfe  s  1771.90  - 10106  4  6.33—0.60  ^  1671.78, 

IF  =  1886.34  + 1671.78  =  3558.12, 

log«**  =  0.15526,  log««*  — 1)  =  9.63320, 

log  7    U6009,   7=  14.76a 

Früher  (§.  13.  und  ^  14.)  fanden  wir  die  genanereb  Weltbe: 

«s  1880.53,  ^  =  268.00,  coi  =  1669.46, 
IFs  3549.96,   T=  14.757. 

(.  30. 

Vermittelst  der  in  §.  29.  entwickelten  Glelefaflng  der  Worf- 
lioie  iäs8t  sich  nun  folgende  Aufgabe  losen: 

Welebe  Elevation  (et)  mos«  man  einem  Gescbfits  geben,  am 
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bei  einer  gewiMen  AnfonfEsgesehwindigkeit  (F)  de«  Geediotoaei 
^nen  be«timiiiteii  Pankt  M  wa  Ireffea? 

Sind  ni,  n  die  Coordinaten  des  Punktes  3J  (Taf.  V.  Fig.  4.), 
so  babeo  wir  zur  bestiiDmung  von  a  die  Gleichung: 

„  fJ          .   ^  2^**"!  

«  -  46«F«cee«a'*^  ^'S"'*"«6F*«i»V'"  ""46«F*C4»««' 

«  =  4Ppa  — +«tg«, 

n  =  » tg«-^  (e's^  - 1  -  ^)  (1  +  tg««). 
Zur  Abkflnaog  eetsen  wir: 

^(g^  —  mtg  ot -f  II -f- 9  as  a 

Diese  quadratische  Gleichnng'  wird  am  leichtesten  anfgelust,  wenn 
man  die  beides  Hfilfafrinicel  %  and  9  berechnet: 

tgjt  =  -»  elnöss-^.— —  CO»«. 

Dann  ist: 

Man  findet  noch  einen  Werth  für  «  ane  der  Gleiefaung,  niayieh: 

«^asgOO— i(ö-n). 

Non  gibt  en  wobl  eine  Wnrfllnie  mit  grUanerem  EleTafionswInkei, 

die  durch  den  gegebenen  Punkt  M  Itihrt;  allein  «i  wird  sehr  von 
den  richtigen  Werthe  dieses  Winkels  abweichen,  da  die  Glei- 
chung, aus  welcher  er  abgeleitet  wurde,  nnr  bei  Ueinen  Ele- 
vatioaawiniceln  näbemngsweiae  richtig  iat 

BeispieL 

F  =  300",  logit  =  3.69692, 
m  —  3239.73.  ns  94.24. 

m 

Die  In  der  Formel  fflr  g  vorkommende  Potentialgriiese  be- 
laehnet  man  am  Beqnematen  nach  der  Formel: 

log  «  *■  s=  nom  log  (9.63778  +  log  ^) , 
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]  »1  -5  0.20648,   log ^  =  3.43127 » 
log9  SS  2.886g3,  9^:719.33,  2^  4- n  s=  1832.(10, 


logtg»  =  8.46373,  logsin^=  94)7482, 
«=  1039'58",   0  =  28013' 36", 


man  bitte  hier  «sslB^  finden  ntaen,  da  die  hier  angegeheiyn 
Warthe  von  m  und  »  die  Coordinaten  eines  PuDlcfe«  der  Canre 
mit  dem  Eievaßcmewinkel  von  15^  (§.  16.)  sind.  Eine  genauere 
Uebereinstiroraung  durfte  freilich  nicht  erwartet  werden,  da  die 
hier  gebraachte  Gleichung  der  Curve  nicht  streng  richtig  ist.  Doch 
sieht  man  immerhin,  dass  fiir  kleine  Elevationen  die  hier  gege* 
bene  Metbode  sehr  wohl  gebraucht  irerdeo  icaun. 


Soll  der  Elevationswinkel,  unter  welchem  «las  Geschfltz  auf- 
anrichten  ist,  um  einen  bestimmten  Pnnict  an  treffen,  genauer 
bestimmt  werden,  ae  hann  man  in  folgender  Weise  verfigiliren. 

Zunächst  berechnet  man  mit  Zugrundelegung  des  nach  §.  30. 
erhaltenen  Näherungswerthes  von  a,  der  durch  bezeichnet 
werden  mag,  nach  den  Formeln  von  §.  10.  oder  §.  11.  die  Coor- 
dinaten AB—to  und  BE=H  (Taf.  V  .  Fig.  5.)  des  höchsten  Punk- 
tes E,  bestimmt  sodann  einen  Mäberungswertb  des  Tangenten* 
wiolcels  fj  in  dem  Pnnlcte  Jlf,  dessen  Aliseisae  il/Vam,  nach 
der  Formel  (§.  8.  Gleieh.  57» : 


Mit  diesem  Werth  von  fj  bestimmt  man  die  Dimensionen  £/und 
JHf  (§.  10.  oder  §.  11.),  berechnet  femer  die  GrOssen  m,  i  nnd 
j|0  Bgcii  ^en  Formeln: 


9.  31. 


4 
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ffi  ist  die  Ordinate  des  Ponktes  Jf.   Wegen  des  felilerfc«ft«i 

Werthes  cfi,  mit  dem  die  Reclmoiig  gefObrt  worde,  kano  natür- 
lich mit  n  nicht  flbereiDstimroen.  Wiederholt  man  jetzt  die 
ganze  Rechnung  mit  einem  etwas  veränderten  Werthe  (wo 
a.  fi.  u'  —  cfi  gleich  5  oder  10  Minuten),  so  erhält  man  auch  an- 
dere  Werthe  w' ,  H' ,  ri\  M'f,  E'f\  o>',  ^  and  ft';  der  richtige 
Warth  von  o  findet  aic^  dann  wie  folgt: 

Zar  Amrandong  aaf  das  Beispiel  das  90.  oehoMB  wir 
tfi^W^'  vad  erhalten: 

\l»1.702S,  «  =  1875.74»  JSrs20ll366«  ^^l^VW, 
Mf=\m.n,  je;/' =:  174.248,  osl.86,  :  =  a499. 

Da  n®<»,  so  ist  a'>a^*  zu  nehmen.   Wir  setzen: 

tf=zwr,    =  1.7106,  tp^  =  1801.34,  B ^mm, 

f{  =  14053' 47",  M'f  =z  E'f  =  170.930,  «'  =:  1.89, 

0.498,  «'s  100423, 

«  =  rtO .  ly  =  14W  60^. 
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Uebuagsaufgaben  für  Schüler. 


In  Paal  Haicken's  „Mathematischem  Sinoeo-Coo* 
fect*'  koiDmen  Aufgaben  vor  wie  die  foJgendeo:  ' 

1.  Man  bat  zwo  qaadratiaebe  tn^piaUomt  algeatalfot: 

Wann  man  die  beyden  wahren  Radtces  mit  eioaoder  mnltipiici- 
ret,  kommt  20.  So  ovo  sind  2a -|- 6  =416,  und  c  iat  6  mehr  als 
6.  Wird  gefragt,  was  ea  Air  a§puiUones  aeynf 

Fae.  lia:»+l|ar  =  13}, 
lia;«=6fa:  +  20TV 

2.  Zwo  ««^afiofief :    |  ^,  ^     ^   q»  Dfe  Snmma  von 

a,  b,  c,  d  thut  38,  und  stehen  diese  vier  Zahlen  in  einer  auff- 
steigenden  arithmetischen  Progression;  Die  Suroma  aber  beider 
Radicum  x-\-y  thut  10.   Welche  sind  die  aequationetl 

Fadt  a;*  +  avf-9  =  0, 

3^  Abermal  aind  2  oMqnatioMti  {y2^^^+rf»0' 
Somma  von  «,  6,  <l  tbnt  70.  Die  Samma  von  a-f «  iat  eben 
ao  viel  ab  die  Differens  von  6— a,  nod  die  Samma  von-  6  + e 
iat  ao  viel  als  die  Differenz  von  d^e»  nnd  die  Somma  beyder 
Radieum  x-^y  thut  ao  viel  ala  daa  Quadrat  von  e.  Welebe  aind 
die  aeguaUoneM^ 

Faeit.  ar>-|-IO«-f  2d  s  0, 

y«  +  4i^  +  32  =  0. 

Wie  aind  dieae  Anfgaben  an  loaen? 


ThtUXLVU. 
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XXVIII« 

Miscellen« 


Schreiben  des  Lehrers  Herrn  M.  Gurtze  am  Gjrmnuium  in 
Tliorn  an  den  Herausgeber. 

Von  den  im  ArcbW.  Tbl.  XLVIL  Hft  1.  &  117.  mltgetheil- 
ten  SStaen  finde  icb  den  letaten  in  etwas  verallgemeinerter  tie- 
atalt  ans  einer  Abbandlang  Maelanrin's  *)  entlebnt  in  Cremona, 

Einleitung  in  eine  geometrische  Theorie  der  ebenen 
Curven  S.  68.,  LebraataXUL  folgendermasseD  aiisgesprocben : 

Ibetosatst  Ist  ein  vollständiges  Vierseit  einer 
Garve  dritter  Ordnung  eingesebrieben,  so  sehnet- 
den  sieb  die  Tangenten  der  Curvs  dnreb  swel 
gegenfiberliegende  Seheitel  in  einem  Punkte 
der  Curve. 

Der  Satz  wird  in  Lehrsatz  XIV  von  Cremona  dahin  erwei- 
•  tert,  dass  die  so  entstehenden  drei  Tangenten •Durehsdinitts- 
ponkte  (Tangentialponkte)  in  einer  Geraden  liegen.  L8sst  man* 
die  Onrve  dritten  Grades  aus  einem  Kegelschnitt  und  der  Geraden 
susammengesetat  sein,  welche  die  beiden  lotsten  Ecken  des  voll- 
stSndigeo  Vlerseits  verbindet,  so  ist  diese  Gerade  die  Tangente 
in  jedem  dieser  beiden  Gegeneckpunkte,  und  es  müssen  also  die 
beiden  andern  Tangenten •Durdiscbnittspunkte  auf  jener  Verbia- 
dnngsgeraden  liegen. 

Will  man  den  Satz  in  der  Fassung  beweisen,  wie  Sie  ihn 
gesteUt  haben,  so  wfirde  das  leicht  dnich  Znrficicgehen  auf  das 


*)lttaclaarin,  lieber  die  Corven  der  drittea  Ordnung, 
•berMtat  tou  Jonqaiiret:  Mölaager  de  G^on^trie  pars  p.  S37. 
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PatkarMfae  Theorem  geeebeheo  kSnnen.  Ef  eel  sunlchst  ein 
Sechseck  123456  gegebeD,  eiDgeecbriebeo  io  einen  Kegelschnitt. 
Hann  schneiden  sieh  die  Geradenpaare  13,  45$  93,  66;  34»  61 

in  drei  Punkten  in  gerader  Linie.  Dieselben  seien  bezSglich 
7,  8,  9.  Lässt  man  nan  die  Punkte  3,  4  und  6, 1  auf  dem  Ke- 
gelschnitte sich  bis  zum  Zusammenfallen  näheiHj  so  gehen  die 
Sehnen  34  und  61  in  die  Tangenten  in  den  Punkten  1  und  3  über, 
der  Punkt  9  aber  bleibt  stets,  also  auch  für  den  Grenzfall,  mit 
7  und  8  in  gerader  Linie.  Da  man  ein  Viereck  auf  doppelte 
Weise  durch  Zusammenziehen  zweier  Gegenseiten  eines  Sechsecks 
zu  je  zwei  Punkten  entstanden  denken  kaon,  so  erhalten  wir  aüch 
swei  Punkte  9,  die  mit  7  und  8  In  gerader  Linie  liegen. 

Der  erste  Satz,  der  eine  hübsche  Erweiterung  eines  belcane- 
ten  Theorems  entbiit>  iSast  sich  ebenso  wie  dieses  hefreisen. 

Fällt  man  nämlich  in  der  Figur  *)  noch  CEJ_AB,  so  bat  man 
in  dem  spitzwinkligen  Dreiecke  ACDi 

HP  stC&i-  Ä&'-^ÄD.DE  .0) 

und  io  dem  stumpfwinkligen  Dreieck  CDB\ 

Sc*    CS^ B&  i- %SD.DE.  (3) 

Mnltiplicirt  man  (1)  mit  m,  (2)  mit  n  und  addirt,  so  erhält  man, 
weil  wegen  m,ÄD  ^n.BD  die  doppelten  Producte  sich  heben: 

Schreibt  man  hier  noch  ffir  m.ZÖ  and  n,BD  bezüglich  h,BD 
und  m,ÄDt  so  erhält  man  augenblicklich: 

m.2C*  +  n.^''  =  (m+n)(CÖ*  + JD.äS).  .  .  .(3) 

Liegt  der  Pnnkt  D  auf  der  Verlängerung  von  AB,  dann  sind 
beide  Dreiecke  ACD  und  BCD  bei  D  entweder  spitzwinklig 
oder  beide  stumpfwioklig  und  die  Formel  (3)  geht  dann  fiber  io : 

in.3^-n.ÄC's=(m-.ft)(CD«-.i<D.B/>).  .  .(4) 

Der  Sats  lasst  sieb  also  ganz  allgemein  so  aussprechen : 

Nimmt  man  anf  der  einen  Seite  eines  Dreieefcs  AB 
einen  Pnnkt  D  so  an,  dass  ADiBDv»nim,  so  Ist: 


*)  Die  Figur  wird  sich  Jeder  leicht  s«l1wt  ergansen.  Auf  Taf.  III. 
Flg.  2.  ist  nur  Dreieek  ACD  Apitiwiaklig  aasmehnisn,  ond  von  C  auf 
AB  da«  P«rjieDdik«I  CE  bu  fäUeo. 
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äiteeiien. 


m,AC*±n.ßC^  =  (m±n)iC&±AD.BD), 

wo  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen 
sind,  jenachdem  Z>  zwischen  A  und  S  odtr  aaf 
den  V erlängeruDgeo  von  A,  B  liegt. 

Um  endlich  den  zweiten  Satz  za  beweiaeii»  ftlle  mao  io  d«r 
Figiir  Doch  die  Senkrechten  AB,  BS,  CT,  ao  bat  mao  nw  nach- 
sinreiaen,  data 

FAtFBi FC  es  AB'. B8x  CT. 

Nun  verhält  sich  AR.BS  =  J^A.Mß ,  und  weil  AFB  durch 
FD  halbirt  ist,  wenn  man  D  an  den  Durchschnitt  mit  AB  setzt, 
AF.BF=:  AD.BD.  Weil  MFD  aber  ein  rechter  Winkel  ist, 
80  sind  die  Strahlen  FB ,  FD,  FA,  FM  harmonische,  und  folg- 
lich ist  AD:BD  =  MA'.MB,  woraus  endlich  folgt: 

AFiBF^ARiBS. 

Ebenao  seigt  mao  mit  Hilfe  der  Dreieclce  NCT  und  FBC,  daas 

BFiFC=  BSiCT 

iat,  ond  man  hat  also  FAtFBiFCszABtBSiCT,  also  ist  MN 
die  Direetriz  den  K^eiecbnitlea  doich  A,  B,  C,  deaaen  Breon- 
pankt  F  iat. 


Bemerkungen  über  eine  merkwiurdige  BUtaröbre  und  über 

Fiaoreseens. 

Voa  Hern  Profeater  T.  Heb  eni  Itjoean  In  Bamberg. 

1)  Ein  mannigfachen  Schaden  stiftender  Blitzschlag,  welcher 
am  24.  Juni  d.  J.  ein  Haus  bei  Forchheim  in  Bayern  traf,  gab 
unter  höchst  eigentümlichen  Verhältnissen  zur  Bildung  einer 
Btitzrubre  Veranlassung.  Dieselbe,  ungefähr  zwei  Fuss  lang, 
swiachen  2  ond  6  Linien  (Par.)  im  Liebten  wechselnd,  ond  von 
der  Wanddicke  eines  atarken  Papierea,  abgeplattet  cylindriscb 
mit  nnregelmässigen  seitlichen  Aaabnchtnngen,  atellenweiae  ge- 
krtlmmt  oder  gebogen,  innen  glinaend  glatt  durch  Schmelaniig 
▼erglaat,  aussen  durch  die  feat  verklebten  Sandkörner  rauh,  ward 
nach  mir  gewordener  genauer  und  sicherer  Berichterstattung  auf 
dem  Zimmerboden  gefunden  zwischen  der  Stelle,  welche  der  Blitz 
von  der  Wand  abspringend  getroffen  zu  haben  schien,  bis  zu 
einem  Loch  in  der  vorderen  Hausmauer,  durch  welches  er  das 
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Gebfiude  verüess.  Das  Material  des  Gebildes,  tod  welchem  ein 
xoUlanges  Brocbstfick  io  iDeloem  Besitz  ist  und  liereits  von  meli* 
imD  Gelehrten  als  Scfates  elektrisches  ErsengniM  dvrcb  AageiK 
•cheln  aoerkaoot  ward,  ist  der  ans  Feldspalrenvittening  entstan- 
dene, Kaolin  nnd  Qnarshaltige  weisse  Sand,  wie  er  in  dortiger 
Gegend  anm  Bestreaen  der  Bodenbretter  benutzt  wird. 

2)  Die  für  die  Physik  im  Allgemeinen  so  unerspriessllchen 
UDtersucbuDgen  Goetbe's  über  Farbenlehre"  enthalten  eine 
wohl  wenig  bekannte  Beobaehtnng  ttlier  das  erst  1882  durch  Ste- 
kes  in  die  Wissenschaft  elngefHbrte,  allerdings  schon  Ton  Brew- 
ster  als  „innere  Dispersion**  und  von  Berschel  als  M^pip^^H* 
ntrtss  Licht *)  in  Erfahrung  gebrachte  Phftnomen  der  llnorencenib 
welche  freilich  nur  rein  äusserlich,  aber  zutreffend  folgender- 
nassen  geschildert  vrird:  „Man  nehme  einen  Streifen  frischer 
Rinde  von  der  Rosskastanie,  man  stecke  denselben  in  ein  Glas 
Wasser  und  in  der  kürzesten  Zeit  werden  wir  das  vollkommenste 
Himmelblau  entstehen  sehen,  da,  wo  das  von  vorn  erleuchtete 
Glas  auf  dunklen  Grund  gestellt  ist,  hingegen  das  schönste  Gelb, 
wenn  wir  es  gegen  das  Licht  halten. "  —  Zu  Vorlesungsversuchen 
aber  Fluoreseens  tnde  ich,  nehenbemerkt,  das  gewöhnliche  Pe- 
troleum höchst  passend. 


SummiruDg  einer  Reihe. 
Vott  dem  lleraasgeber. 

Entwickelt  man,  nnter  der  Voraussetzung ,  dass  n  eine  posi- 
tive  ganze  Zahl  ist,  die  Potenz  (1 — x)^  nach  dem  Binomischen 
Lehrsätze  in  eine  Reihe,  so  erhält  man,  die  Binomiai-Coeffiden« 
ten  auf  gewöhnliche  Weise  bezeichnend,  sogleich: 

_       Jf*         a:'         ar*  ar* 
also  auch:  * 

/s  .  *  «• 

o 

Nach  der  bekannten  aUgemeinsten  Redaetien8*Forniel  der  Inte* 
gralrechnung  ist  aber: 

fx(}  —x)'*dx  =  x/(l  —  xydx  —  fdxf{\—x)*dx 
—        »  +  1  x)^cx  (»^.l)(»+2/ 
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and  fiolglieli: 

J      «d-^ra»  „^1         (n  +  l)(n  +  2)+(n  +  l)(n  +  2) 

oder  «ndi: 


o 

Dmch  Verglelebang  der  beiden  vorher  gefandeoeo  Avsdrflcke 
des  bestimmten  Integrals 

J*'  j;)»ap 

erhält  man  die  folgende  Sammation: 

2 — •  3" ****  4 

l  (I— a:)»+M(n+I)«  +  l| 


-(ji+l)(«+2)  (fi+l)(»+2) 
Ffir  x=2  erbSit  man  hieraus«  wenn  n  eine  gerade  Zahl  lit: 

22        2*        2*  2* 

 i  2n  +  3  2_ 

-  (» + 1 )  (» + 2) + (« + 1)  (« + 2)  -  « + r 

also 

2«        23        2*  ,  1 

und  folglich:. 

2*        2^        2^        1^  n 

HVeon  dagegen  n  eine  ongerade  Zahl  ist,  so  ist: 

2«        23       2«        2«  , 

1  2n  +  3  2 


-(fH.l)(»+2)""(»+l)(ii  +  2)-T  «+2 

slsos 
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2i       S»        2*       _  1 


und  folglich : 


2«         23        2*         2*  .         «  +  3 


«i.-^.—itg.-^+fia.  g- — «4«  g'  +  '^'^jj^j- 
Weiiii  II  «ine  aigende»  also  si->l  dne  gerade  2Selil  iet,  ist 
nach  dem  Obigen: 

*  2*  V  2*  2>         n  — 1 

(»— («— >k*J-f(»— l^.J-C«— 1)4- ß +—«a=-^- 

Wenn  n  eine  gerade,  also  n— 1  eine  ongetade  ZabI  ist,  ist  nach 
dem  Obigen: 

St  2'  2^  2'  ]i-i>3 

(«-.J)i •  l)s,      («— 1)4.^ 4-«« SS 

Diese  letzte  Gleichung  hat  der  Rev.  Herr  J.  Blissard  in 
Hampstead  Norris,  Berks,  in  dem  Journal  „The  Educa- 
tional  Times.  August.  1867.  p.  112."  ohne  Beweis  gegeben; 
aus  dem  Vorhergehenden  sieht  muo,  dass  dieselbe  eio  besonde- 
rer Fall  einer  allgemeineren  Gleiebnng  ist. 


Samininmg  einer  Reihe  tob  Kreisbogen. 
Tob  dem  Heraasgeber« 
Die  Tangeate  der  Bogendifferens : 

ist  bekanntlich: 

J  1_ 

»— 1    «  +  I      2  . 


1        I  "m* 

1+. 


ist  also  m— 1  positiv,  und  man  nimmt  die  Bogen  swiscben  0  and 
\n,  80  ist  offenbar: 

1  r        '  2 

-  Arctang  ^  ^  | «  Arctang  y 

F9r  m=2,  3,  4,  5, . m  erhSIt  man  hieraus,  die  Bogen  lnUD6t 
swischen  0  nnd     nehmend«  die  folgenden  Gleichoogent 
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Arctang^— Arctangi  =s  ArctaDgp  » 

2 

Arctangl — Arctangl  =  Arctaog^» 

2 

Arctangi — Arctangl  =  Arctaog^» 

2 

AictMigi— Aretang^  ss  Areteng  p  > 

U.  8.  W. 

Arctaog  ^j—^— Arctang^      =  Arctang  » 

1  1  2 

Arctang  ^jj^—Arctang|jjpp|  =  Arctang^« 

Addirt  man  diese  GleiebvDgeD  und  hebt  auf,  was  sieb  «nfheben 
iXMt,  eo  erbllt  mao: 

2  2  2  2 

Arctangp  -f  Arctang  p  -f  Arctangp  -f    4*  Arctang 

=  Arctang^  +  Arctang^ -^Arctang  ^  — Arctang  jj^^ » 
«ad  liMt  man  ann  m  ia*a  Unendliebe  wacbaen,  so  ist: 

Lim  Arctang  ^  =  0 ,  Lim  Arctang  —Vi  =  ^ » 

also: 

2  2  2  2 

Lim  (Aretangp-I-  Arctaog  p  -|-  Aretangp + Arelangjjj^ 

=  Arctang  f  -f  Arctang 

folglich: 

2  2  2  2 

Lim  (Arctang  p  +  Arctang  ^  +  Arctang  ^  + ....  +  Arctang  — j|) 

=  Arctang  f  +  Arctang  |  -f  Arctang  ? 
=  Arctang  f  +  Arctang  |  +  Arccot| 

was  man  kürzer  anf  folgende  Art  schreiben  kann: 

w=«  2 
.2  Arctang 

Diese  Gleichnng  ist  von  Herro  £.  Bcltrnmi  im  Giornaie  di 
Matematiche.  1867.  p.  189.  gegeben,  nod  im  VVetentlicheo  auf  die 
obige  Welte  Ton  Herrn  Antonie  Beiti  io  Pisa  In  deouelbcn  Jenmai. 
IWr.  p.  854.  bewii 


Wwnekfehler  in  SlclirSn's  siebenstcll.  IiOirArittamentaf. 

No.  21 .  Tat  U.  8. 31S.  DiC  iwimdien  legeia  18« 18'  20"  ond  80"  statt 
asr  Um  637. 
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Ueber  die  Beurtfaeilang  der  Wmeln  einer  vorgeleg- 
ten biquadratischen  Gleichnng. 

(Zweit»  AlillMOiiiig  d«r  Ablundlimg  TU.  XLT.  Hr.  IL) 

Von 

Herrn  FerdinM^  JRerz, 

H^jorwad  OAmtmiiidMir  des  GioMliwiogU  HeMlwIiM  Gendarmerie-Corpa 

in  Darnttadt. 


271. 

Haben  wir  die  gegebene  Gleiebang:  * 

1)  0  =  ii  +  6y  +  ey«  +  f/^»  +  2^4 

zu  construiren,  so  betrachten  wir  nach  [131.J  die  Unbeicannte  y 
als  verfinderiicb,  indem  wir  für  1)  schreiben; 

und  nennen  die  so  erzeugte  Curve  biquadratische  Linie« 
Dieselbe  bat: 

3)  da  das  Glied  der  höchsten  Potenz  stets  positiv  bleibt, 
welchen  Werth  man  auch  für  x  setzen  mag,  zwei,  nach  der  po- 
sitiven Seite  der  Abscissen-Axe,  also  zwei  aufsteigende,  in'»  Un- 
endliche sich  er{«treckende  Aeste  und  kann  eine  oder  drei  Bie- 
jvnngen  haben,  von  welchen  im  letzteren  Falle  zwei  auswärts  nach 
unten,  und  eine  einwärts  naoh  oben  gerichtet  sind. 

Bei  Construirung  der  biquadratischen  Linie  lassen  wir  zweck- 
mässig das  von  der  Unbekannten  unabhängige  Glied  ausser  Acht 
[133.  1)],  und  findet  überhaupt  das,  in  [133.]  von  der  cubischen 

Tk«U  XLVU.  t5 
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Linie,  Getagt»  analoge  Anweadaag.  ÄBalege  Anwendang  finden 
auch  [134.— 196w],  mid  es  Itat  sich  die  cabwche  Linie  edüieee- 
licb  all  AiMciaMD-Linie  der  blquadrallaclien  betrachten. 

Hat  diese  AbsciMeo^Linie  keine  Scheitel,  so  liat  die  biqna- 
dratisehe  Linie  eine  Biegnng,  ist  sImt  diese  Abscisssn-Oale  mit 
Scbeiteln  versehen,  so  hat  die  biqaadratisehe  Linie  drei  Biegangen. 


Betfacbtet  man  Glelehnng  [37L  SB)]  als  Glelchnng  des  natlb<- 

lichen  Anfangspunktes,  indem  man  einen  Werth  von  x  gleich 
Mnlt  setzt,  wodurch  sich  der  zngehSr^e  Werth  vod  2  ebenfalls 
gleich  Null  erglebt,  so  erhält  man  zur  Ermittelung  der  übrigen 
Durcbschnittspunkte  der  Abscissen-Axe  und  biqoadratiscfaen  Linie» 
die  cabiscbe  Gleichung: 

Dieselbe  hat  mindestens  eine  reelle  (negative)  Wurzel,  d.  b.  es 
findet  mindesteos  noch  ein  Durchschnitt  der  natürlichen  Abscissen- 
Aze  mit  der  hiqnadratiseiien  Linie  statt,  und  die  reelle  Worsel 
selbst  beieichnet  die  Entfernung  beider  Darchschnittspnnkte. 

Entsprechen  aber 

3)  dieser  cubischen  Gleiehrog  drei  reelle  (negatlTe)  Wnneln, 
80  schneiden  sich  natfirliehe  Abeeissen-Axe  nnd  biqnadratieehe 
Lbie  Im  Gänsen  viermal. 

Bezeichnet 

3)  die  scharf  gezeichnete  Curve  (Taf.  IX.  Fig.  1.)  eine  biqnadra- 
tische  Linie,  ist  die  mit  accentuirten  A  beschriebene  gerade  Linie 
die  Ordinaten-Axe  und      der  natürliche  Anfangspunkt,  ist  also 

eine  Wnrael  der  Gleichung«  so  bezeichnet,  da  hier  offenbar  die 
natürliche  Absdssen-Axe  die  blqnadraüselie  lAnie  nur  In  swel 
lenkten  sehneidet»  —  il^C*  die  einsige  reelle  (negative)  Wnisel 
der  Gleichnng  1). 

4)  Ist  der  Coefficient  der  ersteh  Potenz  der  Unbekannten 
[271.  1)]  oder  Veränderlichen  [271.  2)],  nämlich  6=0;  so  ist  die 
natürliche  Abscissen-Axe  selbst  Tangente  an  eine  der  Biegangen 
der  hiquadratiscben  Linie. 
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273. 

Legt  man  an  die  Bieguno;  einer  biquadratischeo  Linie  eine, 
mit  der  natürlichen  Abscisseo-Axe  parallellaufende,  Tangente,  so 
nennen  wir  den  Berührungspunkt  (uahren)  Scheitelpunkt 
uod  den  berührenden  Theil  der  Curve  (wahren)  Scheitel. 

Hat  eine  biquadratiscbe  Linie  nur  eine  BieguDg,  so  hat  sie 
auch  nur  eineo  (wabreo)  ScheiteJpunkt  uod  einen  (wabreo) 
Scheitel. 

Hat  etoe  biqiiadratlaehe  Linie  dtei  Biegungen,  und  ist  man 
im  Stande  an  jede  der  Biegungen  eine»  mit  der  natfiriiclien  Ab- 

weissen* Axe  parallellaurende,  Tangente  zu  legen,  so  bat  sie  drei 
(wahre)  Scheitelpunkte  und  drei  (tvahre)  Scheitel,  vrie  die  scharf 
gezeichnete  Curve  (Taf.  IX.  Fig.  1.)  nämlich  einen  einspringenden 
bei  17',  und  zwei  ausspringende  bei  V"  und  W"'.  Von  den  letzteren 
heisse  derjenige,  dessen  Scheitel-Tangente  A"X"  über  der  Schei- 
tel-Tangente A"'X'"  des  andern  Scheitels  liegt,  der  obere,  dieser 
andere  der  untere  ausspringende  Scheitel. 

Hat  eine  biquadratische  Linie  swar  drei  Biegungen,  kann  man 
aber  nur  an  eine  derselben  eine  mit  der  natürlichen  Abscissen- 
Axe  parallele  Tangente  legen,  so  hat  sie  auch  nur  «inen  (wahren) 
Scheitel  und  einen  (wahren)  Scheitelpunkt 

Die  durch  die  »eheitel punkte  V\  V",  W"  auf  die  natfirliche 
Abscissen-Aze  gefönten  Senkrechten  Ü^'U,  V»V'\  FF"»  IP' heissen 
in  ihrer  unbegrenzten  Verlängerung  Scheitelpunkts-Azen. 

Die  an  die  beiden  ansspringenden  Biegungen  gemeinscballlieh 
gelegte  Tangente  Cj:C^(Taf.lX  Fig.  2.)  heisse  schiefeSebeitel- 
Tangente  der  biqnadratischen Linie,  ihrebeaGglichenBerfihfungs- 
pnnkte  Cx  heissen  falsche  Scheitelpunkte.  Die 

durch  die  falschen  Scheitelpunkte  auf  die  natürliche  Absei ssen-Aze 
gefällten  Senkrechten  heissen  in  ihrer  unbegrenzten  Verlingemng 
falsche  Scheitelpunkts-Azen. 

274. 

l)  Hat  eine  biquadratiscbe  Linie  drei  Scheitel,  so  wird  sie 
ven  der  wirklichen  Absci8se»>Aze  entweder  in  vier  Punkten,  oder 

in  zwei  Punkten,  oder  auch  gar  nicht  geschnitten,  d.  h.  die  gege- 
bene Gleichung  hat  entweder  vier  reelle,  oder  zwei  reelle  und 
zwei  imaginäre  Wurzeln  oder  sie  hat  vier  imaginäre  Wurzeln. 
Hat  also  die  biquadratische  Linie  drei  Scheitel,  so  liegt  die  ÜUug* 
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Kehkeit  vor,  dast  ihre  Gleiebing  vier  reelle  Warsele  habe^  Onge- 
kehr^  li^  die  Möglichkeit  vor,  dase  eise  gegebene  Gleiehimg  vier 
reelle  Wonele  heb^  so  hat  auch  ihre  coDStmirte  Corve  dr^  Scheitel. 

2)  Hat  aber  eine  biqoadratische  Linie  nur  einen  Scheitel,  so 
wird  sie  von  der  wirklichen  Abscissen  Axe  entweder  in  zwei  Pank- 
tee,  oder  gar  nicht  geeelnütteo,  d»  h.  die  gegebene  Gleichung  hat 
*  entweder  iwel  reelle  and  xwd  Imaginire»  oder  sie  hat  vier  ima- 
ginire  Wvrseln.  Hat  also  die  bitiaadratische  Linie  nvr  einen 
Scheitel»  so  liegt  anch  nar  die  Möglichkeit  vor,  dass  ihre  Glei- 
chnng  swei  reelle  Warsebi  habe. 

Umgekehrt,  liegt  nur  die  Muglicbkeit  vor,  dass  ein^  gegebene 
Gleichung  i^wel  reelle  Wvrseln  habe,  so  hat  auch  Ihre  ceostndrte 
Linie  nur  einen  wahren  SchelteL 

In  [212.]  sind  die  Bedingungen  festgestellt,  welche  für  die  ^ 
Möglichkeit,  dass  eine  vorgelegte  biquadratische  Gleichung  vier» 
oder  nur  zwei,  reelle  Wurzeln  habe,  bestehen,  und  welche  daher 
auch  für  die  Bestimmung  gültig  sind,  ob  die  zu  constrnirende 
Gnrve  einer  blqnadratisdien  Gleiclmng  drei  oder  nor  einen  (wah* 
ren)  Scheitel  habe. 

Wir  wollen  bei  den  weiteren  Untersuchungen  vorerst  eine  mit 
drei  Biegungen  versebene  biquadratiscbe  Linie  in  Betracht  ziehen. 

275. 

Die  Entfernongen:  ^JfV,  -^ATIT»,  ^JFW  der  bezflgli- 
eben  (wahren)  Scheitelpttnkte  17',  F",  IF*  .tcii  der  Ordioaten-Ate 
J^J/',  (JTaL  IX.  Flg.  L),  ergeben  sich  flir  die  gegebene  Gleichnngs 

1)  0=  +  6y  +  cy«-|-dy»  +  3f*, 

nach  [31K  1)]  ans  der  Gleichnngs 

3)  Os=  +  i6  +  Ic.y-^ld.y^  +y> 

Indem  wir  in  Zahleufällen  die  drei  Wurzel- Werthe  dieser  cubischeo 
Gleichung  bestimmen  und  sie  nach  und  nach  für  y  in  Gleichung  1) 
substituiren,  erhalten  w  ir  als  Werth  für  die  Entfernung  der  Schel- 
telpunkte U',  V"f  W"  von  der  natürlichen  Abscissen-Axe  A^K**, 
nämlich : 

3)        17<»Ü'=— i;    F«F*=— i;    IF<»fF*=B— i  [213.] 
Hieraus  bestimmt  sich  dann  weiter  (Taf.  IX.  Fig.  2.)  die  Entfernung 

a 
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ieinspringendeii  . 
einspringenden  |  Scheitels  von  der 

eberen  mespriDgenden ' 

(oberen  nosspringendeo  | 
nntereo  muopringenden  |  Seboitels,  ninilieb: 
onteten  ausoprbgenden  ) 

C7'l7»=r  FT* SB  ir'ir*«i-i; 


376. 

Bekanntlich  Sndert  sich  die  Gestalt  einer  Carve  nicht,  wenn 
'  man  jede  der  Wurzeln  ihrer  Gleichung  um  gleichviel  vermehrt 
oder  f  emdndert«  ooBdem  es  erhilt  biordnrch  nnr  die  Ordinnton* 
Azo  eine  andere  Lage.  Uitbb  Xndert  «ieb  ancb  die  Gestalt  der 
eonotmirten  Cor?e: 

1)  «  =  6*+ca;«+<te»  +  ie* 
nkhU  wenn  whr 

2)  — |<{-|-j;  anstatt  x 
adireiben* 

In  diesem  Pailo  vorlegt  eich  die  Ordinaten-Aze  (TaCIX.  Fig.  1.) 
von  J^A  nach  SMS»  alao  der  Anfangspunkt  der  Coordlnaten  von 
nach  9)l^  imd  es  iot: 

4)  SR«3»=--^6d4^ic<i5>~iJg<Z*.  [220.2)] 
» 

Setsen  wir: 

5)  d:=^0, 

flo  wird  andi  die  Oidinate  Sirat  gleich  Noll,  d.  h.  der  PnniLt  9t 
der  Gnrve  wird  natürUehor  Aofaogapnolct  und  die  nMOrKobe  AIn 
edssen-Aze  Yoilegt  aich  ron         nach  ASBl* 

In  diesem  Falle  erhSlt  die  Gleichung  der  zi^  construirenden 
blquadratiscfaen  Linie  die  Form: 
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es  bleibt  nämlich  die  Bedeutuni;  des  Coefficienten  der  ersten  Po- 
tenz  der  VerModerlichen  zweifelhaft,  und  die  Bedeutung  des  Coef- 
Ceienteii  der  sweiten  Polens  Ist  [«vegen  der  VoranoaeCinng  am 
Scbliwoe  ▼on  274*  imd  wegen  216.]  negativ. 

Wir  wollen  den  natflrlteben  Anfangspunkt  der  Gleichang  6) 
den  kfloatllchoa  Anfangspunkt  nennent  die  dorek  Ibn  ge* 
legten  Coordinaten-Azen  belesen  die  kOnatliehen  Coordina- 
ten-Azen. 

Ffir  die  Gleieknng: 

beseicbnet  daher  der  kunstliche  Anfangspunkt  !D2  (Taf.  IX.  Fig.  2.), 
selbal  eine  Wurzel  gleicb  MuU,  und  die  drei  andern  Wurseln 

T3)l£,  ±aÄC,  ±VtD 

beatunmen  sieb  aua  der  cubiscben  Gleicbong: 

für  welche  sich  daher,  da  ihr  quadratisches  Glied  fehlt, 
•iglebt 

277. 

Beseicbnet  man  den  Winkel  L^C  (Taf.  IX.  Fi?.  2.),  welchen 
die  an  den  künstlichen  Anfangspunkt  Wl  gelegte  Tangente  SDIi^ 
mit  der  (kunstlichen)  Abscissen- Axe  bildet,  durch  tp,  so  erglebt 
sich  als  Parameter  dieser  Geraden  ^ßlL,  aua  der  gegebenen  Glei- 
chung [276.  6)  oder  7)]  selbst: 

tgy=dbft. 

daher  ist  diese  Tangente  ^SflL  leicht  zu  construiren.  Ist  daher 
die  Bedeutung  des  Coefficienten  6  der  eraten  Potenz  der.Onbe* 

negativ        liegtder obereäcbei* 

telpuukt  V  auf  der  |  ne'atimi  }  (künstlichen)  Qrdi- 

naten-Axe  SK^.  Wir  wollen  bei  den  weiteren  Onteranebsngen 
vorläufig  einen  poaitiven  Werth  von  ö  nnterateilen. 


Schrmbt  man  in  der  Gleicbuog: 
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%  «+3f  »Mtatt  y, 

so  eigiebt  sich  das  Schema: 

Verstehen  wir  nan  (Taf.  IX.  Fig.  1.  und  2.)  unter  u  die  Eot- 
fernang3){(7  (9)2 F,  des  künstlichen  Anfangspunktes^  von 

der  Scheitelpunkts -Axe  t/^ü'  (F"F",  JF^W^"'),  so  verlegt  sich 
der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nach  dem  Dnrchschnittspunkt 

V  (F,  W)  dieser  Scheitelpunkts -Axe  mit  der  künstlichen  Ab- 
scissen-Axe.  . 

Lassen  wir  aber  zugleich  in  dem  Schema  das  von  der  Unbe- 
kannten unabhängige  Glied,  die  Ordinate  des  Anfangspunktes  V 
(F,  W),  nämlich  IW  (FF"  WW"),  ausser  Acht,  so  verlegt 
sich  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nach  diesem  Schntelpunkte 

V  ( F",  IF"')  selbst 

In  diesem  Falle  ist  die  Tangente  des  ADfaagspanktos  V 

(F",  W")  zngleich  Abscissen-Axe,  daher  mnss  der  Parameter 
dieser  Tangente,  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Coeflficient  der  ersten 
Potenz  der  Unbekannten  in  Schema  3)  gleich  Null  sein»  nimlicb: 

wofür  wir  schreiben: 

Dit  WwielD  dieser  Gleickvog  sind  dennaeli  (Tat  IX.  Fig.  2.) 

6)  H-gtl7s4«i*  +SIIFss+i,  .fRITs— V, 

und  es  folgt»  da  in  5)  das  quadratische  Glied  fehlt» 

7)  9tCr-f  SRFssfUlF»  oder  «H-tts«. 

Als  Gleichung  der  biquadratischen  Linie  für  den  Scheitelpankt 
17'  {V",  W")  ergiebt  sich  daher: 

Q  »=  (— ü-|-ait>).aiS-|-4tt.dB>-|- 

in  welchem  Ausdrucke  abo 

9)  u  eine  der  drei  reellen  Wurzeln:  -f  ti«  -{-u,  ~»  der  Glei- 
chung 5)  bezeichnet. 
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Hat  mas  datier  Ib  ZaUenfUIeD  dao  Werth  von  m  aos  S)  be- 
etinrnt*  ao  iSaat  aich  hieraach  der  Aafingaponkt  der  Coordioatea 
naeb  dnen  der  Scheitelpoiikte  Terlegea. 

279. 

Ea  aei: 

eine  za  construirende  Gleichung.  Setzen  wir  in  derselben  für  die 
Veränderliche  x  eine  so  kleine  Grosse  e,  dass  der  Werth  von  e* 
in  Bezug  auf  den  Werth  voo  de*  vernacblässigt  werden  kann,  «o 
acbreiben  wir  für  1) 

daher  lat  aueb : 

3)  —,«—6«— de». 

Hieraaa  folgt: 

4)  Für  sehr  kleine,  gleiche  entgegengesetzte  Abscissen, 
liefert  Gleichung  1)  gleiche,  aber  entgegengesetzte  Ordinaten»  d* 
h.  der  natürliche  Anfangspunkt  von  Gleichung  1)  ist  ein  Beuguaga« 
punkt  der  Carve.  Um  daher 

5)  den  natürlichen  Anfangspunkt  der  gegebenen  Gleichung 
[278.  1)]  naeb  dem  Beugungspuakte  der  Gorve  ao  yerlegen,  habea 
wir  mir  nStbig,  das  quadratiache  Glied  In  Schema  [278.  ^]  ver- 
aebwiadend  an  machen. 

Setzen  wir  zu  dem  Ende  daselbst  den  Coefficieoten  des  Qua- 
drates der  Unbekannten  gleich  Null,  nSmiicb: 

so  ergiebt  aich: 

la  welchem  Auadrocke  alao  «  die  Abaciaae   >  dea  Bea* 

gungapuDlites       \  (Tat  IX.  Fig.  2.)  bezeicbaet 
Es  folgt  leicht  weiter: 

8)  Die  mit  drei  Biegungen  versebeae  biqaadratiscbe  Linie  bat 
stets  zwei  Benguogspunkte. 
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9)  Die  doicb  die  Beugungspookte  mit  der  Ordiesten  •  Az» 
gelegten  Parallelen  babeo  gletehe  AbstSode  von  dem  kflnstUelien 
Anfangspnnkt  Wt  nnd  «ler  Icfinstlicben  Ordinaten-Axe;  eder  es  let, 
die  GiOasen  VtN  imd  SRitf  in  abeointer  Bedentong  genommen: 

mis  =  3Äüf. 

10)  £e  tat  die  abeoloCe  GrSrne  von 

m 

Ist  also: 

die  gegebene  Gleiebnng,  ao  erbllft  man,  aobatitairt  man  in' dieselbe 
fttr  jp  den  Werth  von  «'[279.  7)]: 

2)    z=±  «6  V?^-.^  =  I        I  (Tat  K.  Fig.  2.) 

als  Ordlnaten  der  beiden  Beiigungspunkte  B'  ond  Verbin- 
det man  die  beiden  Beu<;ung8pankte  durch  eine  {gerade  Linie  B' B^, 
80  ist  die  Entternung  ihres  Durchschnittspunktes  Dt  mit  der  (künst- 
lichen) Ordinateo-Axe  voo  dem  küDstÜcheD  Aofangspunkte  Wt, 
n&mlicb: 

eder  hierfär  die  Wertbe  aus  2)  substituirt: 
d)  3)ÜII=-Äc*, 


daher  ist  die  Entfernung  des  Dnrchsebnittspnnktes  Bl  von  dem 
Dorehschnitispnnkt  der  Oidinaten-Aze  nnd  der,  dnrcb  den 
miteren  Beognngspankt  Bg  mit  der  Abseissea-Aze  parallel  geleg- 
ten. Geladen  Ä^Bi,  nSmlich: 

6)  Vm^^-ibV^. 
Ans: 

mwf'  _  nm^  _  — i^Ve^  —  a_ ♦    /  277.  i)  ^ 

SP^,  -  2»ilf  -  -iV^ö^  -  0-.igy,  J  279.  7)  1 
folgt: 

7)  Winkel  UBf^m^y  =  Winkel  Xä»C, 
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8)  9»L  #  B'ßi 

d.  h.  die  «n  den  Idlnetlieben  Anfangspenkt  91  ^legte  Tangente 
fßtL  iet  parellel  der  geraden  Verbindnngalbie  B*Bi  der  Ben- 
gengsfinnkte. 

9)  Da  die  absolute  Grosse  der  Absciseen  WtN  and  der 
Beugungspunkte  B'  nnd  einander  gleich  tat  [279.  9)],  ce  felgt 
daraoe  leicht»  deae  die  kllaatliche  Ordinaten-Axe  die  gerade  Ver* 
bindangaiinle  B^Bi  der  Beaguegapunkfe  iuübirl»  daher  iet: 

10)        mB'  =  rxiBi  =  [(WiM)^ + onw)^]^ 

=  db  f  ic + ic .  62]*,    [279. 7)  o.  280. 5)J 

und  folglich  ist  die  Entfernung  der  beidtiii  Beuguogepunkte  von 
einander,  nämlich  die  Beugungalinie: 


WShlt  man  die  Tangente  des  kfinstlichen  Anfangapnnktea  Tt 
aar  Abaeiasen-As^  indem  man  b  Gieichnng  [280.  1)] 

1)  ti.cofl^  anstatt  x 
nad 

2)  «.aln^-l-x  anatatt  s 
schreibt,  so  ergiebt  sich: 

3)  ii.ain^-|-x=sft.ee«9.ii— e.eea*9.t^-f-ce8*9.ti*» 

oder: 

4)  tss  (6.eoa9— alny). K— e.coa*9*ii^-f>eoa^9.i^. 
Hieraus  ergieht  alcb,  wegen  [277.]: 

5)  9im  ft.eea^ssaing), 

cea^ 

6)  aas— e.eee*9*»*4^oa*9-«*» 

wofClr  wir,  wegen 
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7)  m«9  =  I+tg^  =  • 

.  schMibeD  kdonen: 

Aus  dieser  Gleicbimg  findet  sich: 

9)  M ^  i  + ;  i  V^^TT+^^^TcT V"cM-"Sr 

Die  Gleichungen  6)  und  8)  geben  an,  dass  gleich  grossen  positi- 
ven und  negativen  Abscissen,  gemessen  von  dem  kunstlichen  An- 
fangsipunkt  SD?  auf  der  an  ihn  gelegten  Tangente,  gleiche,  diese 
Abscissenünie  unter  dem  Winkel  <p  [tg9>=6],  schneidende,  Or* 
dinaten  entsprechen. 

£«  folgt  leicht  weiter: 

10)  Jede  mit  der  ßeugungslinie  B'Bi,  oder  nit  der  an  den 
kUnstlieheii  Anfangspunkt  Wt  gelegten  Tangente  SyWtDi,  parallele 
Sehne  £'9tFJif£^  ^„  biqnadratischen  Linie  wird  durch  die  kflnat- 
liiAe  Or^ieaten-Axe  (in  dem  Punkte  W^)  halbirt;  es 
let  alse: 

11)  der  kunstliche  Anfangspunkt  'Sfi  stets  ein  Punkt  der  ein- 
springenden Biegung  und  die  fcflnstliche  Ordinatan^Axe  seHiet  ein 
Doreiinieseer  der  bi quadratischen  Linie. 

12)  Die  Beugungslinie  B'ß^  selbst  wird  durch  die  kfinstUclie 
Ordinaten-Axe  (in  dem  Punkte  TXl)  halbirt. 

13)  Die  schiefe  Scheitel-Tangente  C^Cx  läuft  mit  der  Beu- 
gungslinie und  mit  der  an  den  kOnstlichcn  Anfangspunkt  gelegten 
Tangente  parallel  und  wird  durch  die  künstliche  Ordinaten-Axe 
On  dem  Punkte  halbirt. 

14)  Schneidet  eine  mit  der  Tangente  des  künstlichen  Anfange* 
punktes  parallellaufende  Sehne  die  biquadratiscbe  Linie  in  vier 
Punkten,  so  sind  die  Sehnen  der  auaspringeoden  Biegungen  ein- 
ander gleich  und  die  Sehne  der  einspringenden  Biegung  wird 
dnrch  die  kfinatlicbe  Ordinaten-Axe  halbirt 

15)  Schneidet  ^ne  mit  der  Tangente  den  kOnatlichen  Anfangs- 
punktes paTallellattfende  Sehne  die  biquadratieehe  Linie  In  Um 
Punkten,  so  sind  die  Flächeninhalte  der  abgeschnittenen  Thelle 
der  ausspringenden  Biegungen  einander  gleich  und  der  Flächen- 
Inhalt  der  nicht  abgeschnittenen  einspringenden  Keguag  wird  durch 
die  kfinstljche  Ordinaten-Axe  halbirt 
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16)  Sehneidet  ^ne  mit  der  Taegeote  des  kOnetlleheD  Anfuigs- 

panlctes  perailellaufende  Sehne  die  biqeadratitche  Lioie  in  swei 
Punkten,  so  wird  der  abgeschnittene  Flicheolnhalt  dnrdi  die 
IcflDstiicbe  Ordinaten-Aze  haibirt. 

Seiireibt  man  0  fflr  s  in  9) ,  so  folgt: 
17)      JJ^^  JsussiV^a+ÄiO,  «od  »=±0  =  3». 


Schreibt  man  io  [278.  3)]: 
1)  ±hV^  anstatt  v,  [379.  7)] 

so  gebt  die  Gleichung  [278.  1)]  über  in: 

3)  0  =  (dbi6V^— Ac')  +  (*TlcV*e^).y±lV^V+»* 

und  es  verlegt  sich  durch  diese  Transformation  der  Anfangspunkt 

der  Coordinaten  auf  der  (künstlichen)  Abscissen  -  Axe  AX  nach 

i  N  \  (  NB'  ) 

ihrem  Dnrcbscbnittapnnlce  ^  m  f  ^''^       Ordinate  ^  ggB^'  ] 

^  {  }  B««««»8»P»»>^t*«  (Taf.  IX.  Fig.  2.) 

Schreiben  wfar  fftr  3): 

^  s  =  (61=fcV6e).«dklV6e.a;»  +  d^. 

iolwre  \  i  B'  ) 

ontere  )  Bengnagsponlit   |  ^  y  selbst  natfirli* 

elier  Anfangsponkt 

ßß^^ir  I '  welchen  die 
in  dem  |  ^^j^^  }  Beognngspiinlrte  |      |  gesogene  Tangente 
g  ß  \  an  die  Curve  mit  der  Abscissen  •  Axe  bildet,  mit 

Es  ist  aber,  bezeichnet  den  Durchschnittspunkt  der  Tan- 
gente des  oberen  BeugaDgspnnlctes  B',  und  B  den  Dorpliscbnitts- 


Digitized  by  Google 


einer  wn'gelegitn  MguadratUc^n  GUUäMng-  375 

punkt  der  Tangente  des  unteren  Beugungspunktes  Bi  mit  der 
(kfiosdichen)  Ordinaten-Axe: 

6)        iBjR'F-  —  ^M.  tg  «1 = —  i  \^öc  (6  +  |c  Vöc), 
oder: 

Nun  ist: 

10)  Ä2»'''=-  aiäÄ^^  -  m 

Hietans  Iblgt: 

11)  »m  =  Älrr=ac^ 

d.  h.  die  Tangenten  der  Beugungspunkte  schneiden  sich  in  einem 
gemeinschaftlichen  Punkte,  der  zugleich  ein  Puokt  der  künstücben 
Ordinaten-Aze  ist. 

Aas  11)  and  [380.  4)]  folgt: 

12)  «Wm :  /an  =  5 :8,  [283.  9)] 

daher  oiod  die  Tangenten  der  Beogungepankte  leicht  sa  con- 
iAmiren. 


283. 

Sehreibt  mad  in  [281.  8)]t 
1)  o-f  u  anstatt  u, 

so  ergiebt  sich  das  Schema: 

2) 

1      ,  s       2c         ^  e 
4 


(l+d»)«'*  )  +(1+6»)»  '' 


""1  +  6^ 


ß   , 

(J  +Ä*)«  *  /      +(l+6*)«*'  " 
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Versteheii  wir  non  (T«f.  IX.  Fig.  2)  mter  9  die  EntfermiiiK 
des  IcfiiwtÜclieo  Anfiugsiraiikles  9t       der  Ordinate 
dee  Endpunktee  C(Cjc)  der  ecbiefen  Scheitel -Tangente  C^Cx, 
<o  Terlegt  sich  der  Anfangspunkt  der  Coerdinateo  dsreh  diese 
Transforinatlon  nach  dem  Paukte  G'iGi). 

Lassen  wir  aber  in  dcai  Schema  das  von  der  VeriDderüeben 
u  noabhängige  Glied  ausser  Acht«  so  verlegt  sich  der  AefaDge* 
penkt  der  Coordioaten  naeh  dem  ervrShnten  Endpunkte  C(Cji) 
der  sebiefeu  Scbeitel-TaDgeote  selbst,  und  da  für  diesen  Punkt  der 
Coeffident  der  ersten  Petena  der  Verindediehen  gleidi  Noli, 
nSmhch  8 

2c  4  . 

sein  muss,  so  ergiebt  sich  bieraas: 

Sabstituireo  wir  diesen  Werth  von  v  in  Schema  2)  so  erhalten  wir: 

Gl  r 

Bierens  findet  sich,  (Ir  k  a  0: 

nnd  es  ergiebt  sich  welter,  aus  5},  lässt  man  daselbst  das  von 
der  VerSnderüchen  »  unabhängige  Glied  ausser  Acht: 

')  *=^  ''*^Ti^i^  '^'^^^ö^*)  ''^+vdv^-'^' 

{oberen   \  i  \ 

unteren  ( f*'**'*«"  Scheiteipnnkt \cx]' 

Es  folgt  noch  ans  4)  nnd  aus  [281.  17)]; 
ferner  aus  6)  und  [280.  4)] : 
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Aus  6)  und  £281.  8)]  ergiebt  sich  weiter  als  Gleichung  für  den 
Punkt  ^f^i 

284. 

Snbstituiren  wir  den  Wertli  von  WSH  aus  [2bO.  4)]  für  z  in 
[281.  8)],  nSmIich: 

6  c  1 

•o  «rgiebt  aiehi 
und 

Daher  verhält  sich: 
«Oll  ea  iat: 

Ana  der  Vergleichang  veo  3)  mit  [281.  17)]  folgt: 
Ana  der  Vergleicbuog  von  5)  mit  [281.  17)]  folgt: 

u.  a.  w. 

I 

285. 

Veratehen  wir  wieder  in  Schema  [278.  3)j  unter  u  die  Eot- 
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feniang  91(17,  91 F,  SR  IF  des  kflostliehen  Anfangsponktes  SU  von 
der  8cheitel'pmikts-Aze  IPV',  r>F*,  W^W  (TaCDL  Fig.  2), 
so  beseicbnet  ane  das  von  der  UnbekannteD  anabliftDgige  Glied: 

1)  x  =  +  6tt  — cu«-|-u*, 

die  Ordinate  des  bezflglicheo  Anfangspunktes «  nSmlicb,  je  nach 
dem  VVertbe  von  «  (sSt,  SRC/,  SR F,  SR die  Ordinate  SR  (»0), 
€V',  VV",  IVW, 

Nun  folgt»      2  =  0,  nach  ti=:0^  also  ancb: 

2)  0=+6— cM  +  tt». 

Hat  daher  u  einen  solchen  Werth»  dass  dieser  cubisehen  Glel- 
ehnng  swei  gleiche  Werthe  entsprechen,  nimlich  dass 


\sX,  80  ergiebt  sich,  nach  [33.  4)]  ab  Bedingang  für  die  Coefi- 
cieoten  6  und  c  die  tsleicbuog: 

4)  276=:seeV^  oder  6»ar,^c*, 

und  es  folgt,  dass  für  diese  Relation  der  Coefficienten  die  kunst- 
liche Abscissen-Axe  den  oberen  aosspringenden  Scheitel  tangire, 
nämlich,  dass  die  künstliche  Abscissen-Axe  AX  (Taf.  X.  Fig.  3) 
und  die  Tangente  A"X"  des  oberen  ausspringenden  Scheitels  zu- 
sammen fallen.   Es  folgt  weiter:  Ist 

6)  276<6eV3coder  «'<^e>, 

60  schneidet  die  kunstliche  Abscissen-Axe  den  oberen  aussprin- 
genden Scheitel,  oder  die  Tangente  an  letzteren  liegt  unterhalb 
der  künstlichen  Ahscissen-Aze.  (Taf.  IX.  Fig.  2). 

Ist  aber 

e)  276>eeVSe  od6r  ^>iVeS, 

so  liegt  der  Scheitelpunkt  F",  (Taf.  X.  Flg.  4),  des  oberen  aus- 
springenden Scheitels  oberhalb  der  künstlichen  Abscissen-Axe 
AX,  oder  die  kQnstlicbe  Abscissen-Axe  AX  scboeidet  den  oberen 
ausspringenden  Scheitel  niebt. 

Bntsprechen  der  Gleichung:  [278.  6)] 

1)  0  =  i6— ic.ii  +  it» 
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swei  gleiche  Wonaliiy  ict  nBmlieb: 

2)  mv^mv, 

so  fiodet  Dir  die  Coeflicienteii  6  aod  e,  oacb  [33.  4)]  die  Bedln- 
gang  statt: 

3)  276  =  ötVOc  oder     =  ^^c\         [216.  7)] 

In  diesem  Falle  vereinigen  sich  der  Scheitelpunkt  V  des 
einspringenden  Scheitels  und  der  Scheitelpunkt  V"  des  oberen 
ausspringenden  Scheitels  (Taf.  X.  Fig.  5);  d,  h.  die  Tangente 
des  einspringenden  Scheitels  und  die  Tangente  des  oberen  aus- 
springenden Scheitels  fallen  zusammen  und  liegen  oberhalb  der 
Icfinstlichen  Abscissen  -  Axe. 

bt  al>er: 

4)  376  <fieV^  oder  6« <  [216.  6)] 

so  liegt  die  Tangente  des  einspringenden  Scheitels  über  der  Tan- 
gente des  oberen  ausspringenden  Schoitels,  Iteide  liegen  aber  nur 
dann  über  der  künstlichen  Abscissen^Axe  (Taf.  X.  Fig.  4),  wenn 
zugleich  die  Bedingung  [285.  6)]  stattandet. 

Ist  endlich: 

5)  276  >  6c  VÖc  oder  6«  >  [216.  8)] 

so  folgt,  dass  der  Gleichung  1)  nur  eine  einzige  reelle  Wurzel 
{^W)  en\B\irecY\e,  und  dass  die  beiden  andern  Wurzeln  unmöglich 
seien;  d.h.  die  Tangenten  an  den  einspringenden  und  den  oberen 
ausspringenden  Scheitel  sind  unninglich,  oder  dies«'  Scheitel  selbst 
sind  unmöglich,  nämlich  die  biquadratische  Linie  (Taf.  X.  Fig.  6) 

bat  unter  dieser  Voimassetsiiog  inirdDen  eiozigen  (wahren)  Scheitel. 

287. 

SchDeidet  (Taf.  IX.  Fig.  2)  eise  beliebige  Abscisses-Aio 
A^X^  die  biqnadratiscbe  Linie  in  vier  Punkten: 

C  ,  'C-^C.  Cr 

ist  also: 

l)  SPKW  =  a 

und 

TheUXLVII.  26 
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die  Gleichung  für  den  Anfangspunkt  9)2'  ,  so  sind  ihre  vier  Wurzeln: 

3)  -aR''Cr=  — «  — « 

— SDI'^rCs  — «  +  « 

Halbirt  man  nun  die  Entfernungen  CrrC  und  ^CC^,  in  welchen 
die  wirkliche  Abscissen- Axe  die  Scheitel  schneidet,  in  deo  be* 
zfiglicben  Punkten       und        so  ist: 

4)  r^Cr  =  f€fC  und  ^C^C  = 
und 

Es  drücken  also  die  Grössen  fft^wd  and  aR^OT  die  ersten  nnd 
r^Cp,  f^H^C  die  sweiten  Tbeile  je  sweier  Wurzeln  ans,  und 
es  folgt: 

nämlich  gleich  der  Samme  zweier  Wurzeln. 

Tragen  wir  dennacfar  auf  der  Abscissen-Aze  Ton  4em  An- 
fangspunkt Wt^  aus,  links  (rechts)  zweimal  die  Grosse  ^Bt^fd 
0Bt^^d)  ab,  machen  wir  nimlieh: 

7)  -Wl''FK—-2.^Dlff(i 
so  bezeichnet  uns  die  Entfernung: 

die  Summe  zweier  Wurzeln  der  Gleichung  2). 

■  • 

Es  lassen  sich 

8)  ausser  den  beiden  Punkten  rK  und  ^  K,  noch  vier  weitere 
Punkte,  im  Ganzen  also  sechs  Punkte,  bestimmen',  deren 
Entfmnung   von  den  Anfangspunkt  die  Summe  zweier 
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Wanein  ausdruckt.  Denn  iMzeichnen  — w  die  beideo  ne- 
gativen und  -|-tp  die  beiden  positiven  Wntseln  derGleiebnesS), 
eo  ergeben  eieh  fifr  die  Summe  je  svreier  Wnneln: 

9) 

11  1«  14  «B  «4  14 

— «;  — ip+io;  — «D-fw;  — «-f «;  — 
im  Ganten  aleo  eecfae  veraebiedene  TOIe. 
Halbirt  man  nun; 

IQ) 

Cf^  C  in  dem  Punkte        so  ergiebt  sieb  der  Punkt  Ky 

»j     >»     »»    »     »»  ■* 

^    »9      »9  »  »  >t  4»  M  » 

99     99  99  (t^9    99  99  n  ff  w 

deren  Eotfemmgen  von  dem  AnCangepnnIcte  die  vier  weiteren 
Summen  sweier  Wnneln  darstellen. 


288. 

Die  Gleichung  fttr  diese  sechs  Punkte: 

akso  für  die  SuuiBie  je  zweier  Wurzeln,  ist,  nach 
J)  0=-fi*+(c«-4a)(a*)-2c.(JB«)«  +  (©«)». 

Wir  kunnen  für  dieselbe  aucb  schreiben: 

2)  4o=-       +  c«-2c .  (iö«)  +  (332)». 

Betrachten  wir  nun  b  und  e  als  constant,  (9*)  aber  als  ver- 
inderlieb,  so  wird  auch  a  eine  verSnderliche  GrSsse  bedeuten. 

Ein  positiver  Werth  von  a  setzt  in  Gleichung  2)  voraus,  dass 
die  wirkliche  Abscissen-Äxe  oberhalb  der  natürlichen  liege.  Liegt 
aber  die  wirkliche  Abscissen-Axe  unterhalb  der  natürlichen,  so 
geht  Gleichung  2)  über  in: 

3)  -4«=:  +     ^  ^    + 2e.  (»«)  -  (33*)«. 

9S* 
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Schreiben  wir  nun  +0:  anstatt  und  |  :  anstatt  —n,  »eil 
notimehr  ilie  Ordinaten  nach  entgegeogesetzler  Richtung  aufzutra- 
gen sind,  so  ergiebt  sich: 

4)  »  =  i  L^2-c*+2c.a«-«*], 

als  Coordinaten»  Gleichung  Cur  die  Summe  zweier  Woraelo  der 
Gleicbaog: 

5)  1  =:  te— 

welche  Gleichnnsi  der  Nunimo  der  Wurzeln  in  Taf.  IX.  Fig.  2. 
als  die  mit  accentuirten  K  bezeichnete  Curve  dargestellt  ist. 

Da  9  s=  2a  ist,  so  erhalten  wir,  schreiben  wir  'm  4)  2x  an- 
statt 

als  Gleichung  für  die  in  Tat'.  IX.  2.  mit  accentuirton  d  l)t>- 
zelchnete  Ciirve,  welche  wir,  analog  [186.J,  die  Halbirungs« 
Curve  der  Scheitel  nennen  wollen. 

m 

Da  es 

« 

1)  fOr  die  Coerdinaten- Gleichungen  [288.  4)  nnd  6)]  einerlei 
ist,  ob  mau  einen  positiiren  oder  einen  negativen  Werth  füt  die 

Veränderliche  .x  substituirt,  so  müssen  sow  ohl  die  Curve  der  Summe 
zweier  Wurzeln,  wie  auch  die  Halbirungslinie  der  Scheitel  rechts 
und  links  der  künstlichen  Ordinaten-Axe,  aUo  in  entgegengesetzter 
l^a'je ,  dtesrilie  Gestalt  Italien.  Setzt  man  in  den  Coordinateii" 
liteicbungen  [288.  4)  und  üjj 

2)  *«  =  Ü, 

so  folgt: 

3)  Z  =:  OD  , 

d.  h.  die  künstliche  Ordinaten-Axe  ist  Asymptote  sowohl  an  die 
Curve  der  Summe  der  Wurzeln,  wie  auch  an  die  Halbirungslinie 
der  Scheitel.  Die  susamniengehorigen  Aeste  beider  Cnrven  nähern 
sich  daher  oberhalb  der  Abscissen-Axe  stets  der  .kfinstlichen  Or- 
dinaten* Axe,  ohne  weder  diese  noch  sich  selbst  zu  schneiden, 
ond  es  erstreckt  sich  jeder  Ast,  zwei  Biegungen  bildend,  nach 
beiden  Seiten  in's  Unendliche. 
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Betrachtet  man 

4)  iii  Gleicbun{r  [28S.  4)  und  6)]  iHe  Grösse  b  als  Terfinderlicb, 

e  und  X  aber  als  constant,  so  nimmt  z  zu,  wenn  b  abnimmt,  und 
umgekehrt.  Wir  können  daher  sagen:  für  eiiioii  kleineren  Werth 
von  b  liegen  die  aufsteigenden  Aeste  der  (.'urve  der  Summe  zweier 
Wurzeln  und  der  Halbirun»«-Curve  der  Scheitel  näher  an  der 
künstlichen  Ordinaten- Axe  als  für  einen  grösseren  und  die  auf« 
steigenden  Aeste  beider  Curvcri  fallen  mit  der  kCiustlichen  Ordi* 
nateo-Axe  zusammen,  sobald  6  gleich  Null  wird. 

Es  erhellet  aus  der  Construction  beider  Linien»  dass 

5)  die  Tangente  des  rinspriogendeo  und  des  oberen  aussprin« 
genden  Scheitels  zugleich  Tangenten  an  ihre  Biegungen  seien, 
und  dass  die  IIalbiruiigs*Curve  der  Scheitel  die  biquadratiscbe 
Linie  in  den  drei  (irahren)  Scheitelpunkten  schneide. 

Aueb  ist  einleuchtend,  dass 

6)  (Taf.  IX.  Fig.  2)  die  Curvc  der  Summe  zweier  Wurzeln  die 
construirte  Linie  der  Gleichung  [201.  li)J  und  die  Halbirungs-Curve 
der  Scheitel  die  construirte  Linie  der  Gleichung  [211.  4)],  den 
Punkt  A  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten  betrachtet,  ausdrScken. 


290. 

Denken  wir  uns  nun  (Tat  IX.  Fig.  3)  die  Zweige  der  biqua- 
dratischen  Linie,  analog  [190.],  ^er  ihre  Scheitelpunkte  hinaus, 
senkrecht  über  und  unter  der  Hulbirungs-Curve  der  Scheitel«  ima- 
ginär fortgesetzt  und,  zur  Versinnlichung  dieser  imaginären  Aeste, 
deren  Erhebung  und  Senkung  über  und  unter  die  Constructions- 
Ebene  wieder  in  diese  um  den  betreffenden  üurclischnittspuukt, 
parallel  mit  der  Abscissen-Axe,  umgelegt. 


WShIen  wir  sn  dem  finde  den  Scheitelpunkt 


einspringenden 

oberen  anssprlngenden  >  Scheitels  als  Anfongspiinkt  der  Coor- 


unteren  aosspriogenden 


i  einspringenden 
dioaten,  also  die  Tangente  des  ^  oberen  anssprlngenden 

#  unteren  ausspringenden 

Scheitels  als  Abscissen-Aze,  und  setzen  ein  beliebiges  Stflek 
derselben 
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1)  ü'r  1 

W'ffif"  j 

föllen  durch  den  Eodponkt  Dt'  (di",  9P)  desselben  eine  Senkrechte 

9?"^^'^',  ^n'"<iFii)  auf  die  Abscisseo-Axe  A'X'  (^"JT", 
^"MC"'),  welche  Senkrechte  die  Hatbiraogs-Curve  der  Scheitel  in 
dem  Punkte  (^'^  i^^^^,  dni)  schneidet,  und  ziehen  durch  diesen 
Schneidungspunkt  eine  Parallele  A^^Xf  ^  (A^^^X'^^)  zur  Abscis- 
sen-Axe;  so  ist  das  Stück  dieser  Parallelen,  welches  zwischen 
der  Halbirungs-Curve  der  Scheitel  und  der  Scheitelpunkts  -  Axe 
üoijr  (pop'^   W^W")  liegt,  nämlich: 

2)  iJ'^fl' 
Nao  ist: 


I 


3)  +SK^'«w  a=?+a»C7— l7W(jr/, 

d.  h.  es  ist  [278.  7)]j 
*/  +«=  +  M — a:   für  eine  über  der 


+  «  +  «    „    „  nnter 
+  +  ^    „  anter 


V  einspringenden 
Tangente  des  <  oberen  ausspringendcn    >  Scheitels  liegende  wirk- 

f  unteren  ausspringenden  \ 
liehe  Abscissen-Axe  A^^X'^  (A^'^^Xf'"). 

Substituiren  wir  diese  Werthe  ffir  a  in  die  Gleichnog  [255.  4) 
$46.  4)  248.  5)1  so  erhalten  wir: 


5) 


j  *-4(n  +  a:)  ^ 
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V  ein.'^pringenden  / 
für  den  <  oberen  au$is|jringen(len  />*  Scheitel,  d.  b.  die  Höhe  uud 

/  unteren  ausspringenden  ^ 

^  Tiefe  der  bezüglichen  imaginären  Aeste  über  und  unter  der  Hai- 
Lirungs-Curve  der  Scheitel  für  den  betreffeadea  Punkt  (^^^^» 
^yil)  der  Halbirungs-Curve,  nüinlich : 

r  a  =  (If  ijyi    =  Üf  i^ri     für  deu  Punkt  g^'. 

Durch  die  Bestimmnog  mehrerer  Puokte  J  aod  3,  besiebangs- 
weise  ihre  Verbindeng  durch  eine  stetige  kminnie  Linie,  werden 
dann  die  imaginären  Aeste  selbst  construirt. 

29L 

•  Die  Bestimmung  der.  Imaginären  Aeste  Icann  aoch  ohne  die 
Verlegung  des  Anfangspunktes  der  Goordinaten  nach  den  Scheitet- 
punlcten  gestehen.  Hat  man  närolich  nach  Formel  [288.  6)]  flir 
irgend  eine  Abscisse  x  (=  +  3??^'',  ^  «)  den 

zugehörigen  Werth  von  i  (=  +  iV'(5r/,  ~-N"^f''i^,  -  ^"%yn)  be- 
Htinmit,  80  fälle  man  durch  den  Endpunkt  (S^'^,  S'^^  (Tri/)  dieser 
Ordinate  eine  Parallele  zur  Abseissen-Axe,  und  trage  ¥0U  diesem 
Endpunkte  auf  die  Parallele  die  Grösse 

/S=  — A_|.^^2    für  deu  Punkt  ^vu     [248.  5)], 
rechts  und  links  auf,  so  bestimmen  sich  hierdurch  zwei  Puukte 

jm^  ^i  it  \       q'iqq  fjjf  den  oberen,  der  andere  für  den  un- 

Jviu  ^vn  ] 
teren  imaginären  Ast 

u.  s.  w. 

292. 

Da  die  Scheitelpunkte  der  biquadratischen  Linie  sugleich  die 
Scheitelpunkte  de?  imaginären  Aeste  sind,  so  folgt: 

1)  Hat  eine  biquadratische  Linie  drei  Scheitelpunkte,  so  hat 
sie  auch  drei  imaginäre,,  fiir  sich  bestehende,  Scheitel «Curven. 
(TaT.  IX.  Fig.  %  Taf.  X.  3. 4.). 
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2)  Fallen  für  eine  biquadratisohe  Linie  der  Scheitelpunkt  des 
einspringenden  und  der  Scheitelpunkt  des  oberen  aiisspringenden 
Scheitels  zusammen  (Taf.  X.  Fig.  5.),  so  haben  auch  die  imagi- 
nfiren  Carven  dieaer  ScbeiCel  einen  Punkt,  den  Scheitelpunkt,  mit 
einander  gemein. 

3)  Hat  eine  biquadratische  Linie  nur  einen  Scheitel,  so  be- 
steht nur  die  imaginäre  Curve  des  Scheitels  für  sich,  und  die  zwei 
Paar  anderen  imaginären  Aeste  haben  keine  Scheitelpunkte  und 
vereinigen  sich  in  ein  Paar. 


m 

Da  [288.  1)]  die  Gleichung  der  Summe  zweier  Wurzeln  der 
Cileicbuug  ]^287«  2)}  au^sdrückt,  so  ist  lür  die  ADitahnie  [2ö7.J: 

-SR^r/C^-Ä;  -SR'^Ärs-Ä;  -SR'^Ä«-»; 

F 

nnd  da  ferner,  nach  [222.  III.] 
int,  ao  folgt: 

{ ^m^FK  1=*«'      \  -m^Fd  ]     2  • 

(  +  f(J ^  (IC^  \  _  ,  ^  \  Hie  Werthe  tod 
^)        \  ^y^CF-  ^^''C  ]  — J  P87.  5)]  von  a 

(  +  F^vC- ^d^C  \  .  (  und  i5  in  2)  sab- 
5)        \  _  HJCr—  ^^C"  )  =  =t « , )  ßtitttirt 

Hieraus  ergiebt  sieb: 
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Daher  ergeben  sieb  die  vier  Wurselo  dei  Gleichaog  ['287.  2)], 
nämlich : 

7) 


[232.  3)] 


oder : 

-aÄ^rC=—  +  + 
+  5W^C^=+         -  + 

In  gleicher  Weise  lassen  sieb  ^ 

9)  Die  Darstellungen  [222.  1.  und  II.]  geometrisch  nacbweiäeu. 
Zu  bemerken  ist  noeb, 

10)  dass,  wenn  b  negativ  ist^  also  Taf.  IX.  Fig.  2.  bezüglich 
ihrer  festen  Ordioaten-Axe  eine  verkehrte  Lage  hat,  sich  dje 
WuTseln  nach  p232.  4)]  bestimmen. 


294. 

Wir  sind  nan  in  den  Stand  gesetit,  jede  g^bene  biqnadra* 
tische  Gleidinng,  flBr  welche,  vemiuge  der  Coefficienten  6  und  c 

der  ersten  und  streiten  Potenz  der  Unbekannten  (das  cubiscbe 
Glied  fehlend  vorausgesetst)  die  Möglichkeit  vorliegt,  dass  sie 
vier  reelle  Wnrselo  habe,  geemetriscfa  so  beurtheilen* 

Es  sei  die  gegebene  Gletcbnng: 

se  lassen  sich  für  dieselben  folgende  Betraehtongen  anstellen: 

1)  Da  das  von  der  Unbekannten  y  unabhängige  Glied  a  ne- 
gativ ist,  so  liegt  die  wirkliche  Abscissen-Axe  A^^X^'  (Taf.  IX. 


388  ä€r%:  Uber  Ute  ßemriäeidmig  Oer  Wur»eiu 

Fig.  2.)  oberhalb  der  künstlichen  und  schneidet  daher  die  biqua- 
dratiscfae  Linie  mindestens  in  zwei  Punkten,  d.  b.  die  gegebene 
GleieboDg  hat  fnindeateDs  swei  reelle  Worxelo,  eine  positive 
^^ncri  md  eine  oegative  — Sl'^'Cn.  und  swar  ist  der  ah- 
aolote  Werth  der  negatiren  Worael  grSeaer  wie  der  abaolnte 
Werth  der  poaltiveo. 

2)  Denken  nir  uns  a  als  veränderlich,  werden  sich  auch 
die  Wurzeln  mit  dem  Werthe  von  o  ändern,  sie  werden  in  abso- 

later  Bedeutang  |  ^i^i^*^  |  ^  yfWk  der  abaolote  Werth  von  a 


sriiaser  ) 

kleiner  i^''^*  ^*  ^'  vrenn  sieb  die  wirkliebe  Abscisseo  -  Axe 


{  d^        }  1'''"*****^**«"  I  nSbwT^  }  *  beiden  imaginären 

{kleiner  ) 
}»  der 
grosser  ) 

imaginäre  ;  . .  .       <  • 
^        (  kleiner  ) 

3)  Nähert  sich  die  wirkliche  Abscisaen^Aze  der  kflnatliehen 
so  weit,  daaa  aie  mit  der  Tangente  A*X'  des  einspringenden 

Scheitels  zusammenfällt,  [256.],  so  gehen  die  beiden  imaginären 
Wurzeln  in  zwei  gleiche  reelle  über,  der  Gieichnng  entsprechen 
dann  drei  positive  Wurzeln,  unter  welchen  zwei  einander  gleich 
sind»  und  eine  negative. 

4)  Nähert  sich  die  wirkliche  Abscissen  •  Axe  der  künstlichen 
noch  weiter,  d.  h.  nimmt  der  absolute  Werth  von  a  noch  weiter 
ab,  so  wird  die  biquadratische  Linie  von  ihr  auf  der  ])ositiven 
Seite  der  Ordinaten-Axe  in  drei  Punkten,  auf  der  negativen  in 
einem  Punkte  geschnitten,  die  Gleichung  hat  also  in  diesem 
Falle  drei  positive  und  eine  negative  Wurzel  [257],  und  zwar  ist 
der  absolute  Werth  der  negativen  Wnrssel  grösser  wie  jede  der 
positiven  Wnrseln. 

5)  Fällt  die  wirUlcbe  Abai^aaen-Azd  mit  der  kOnstlicben  zu- 
sammen, d.  h.  wird  asO*  so  wird  eine  Warsei  gleich  Noll» 
und  von  den  drei  andern  aind  swel  positiv  and  eine  negativ. 

0)  Entfernt  sich  nunmehr  die  wirkliche  Abscissen -Aze  von 
der  kOnstlicben  unterhalb  derselhea  (liegt  sie  jedoch  noch  eber- 
halb der  Tangente  des  oberen  auaapringenden  Scheitels),  so  ist 
die  gegebene  Gleichong: 

0  = -I- a -I- 6|f — 4- , 
und  es  wird  die  hiqutdratiache  Linie  von  der  witkttchen  AJiaeia- 
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sen-Axe  auf  der  positiven  und  negativen  Seite  der  Ordinaten-Axe 
in  je  zwei  Punkten  geschnitten;  es  entsprechen  daher  der  Glei- 
chung in  diesem  Falle  zwei  positive  und  xwei  negative  reelle 
Wimelii  [344.],  und  swar  liegen  die  absoluten  GtOsseiifrerilie  der 
beiden  positiven  Wnraelo  swischen  den  absoluten  GrÜssenwerthen 
der  beiden  n^ativen. 

7)  Wird  a  grösser,  und  föllt  die  wirkliche  Abscissen-Axe  mit 
der  Tangente  des  oberen  ausspringenden  Scheitels  zusammen,  so 
entsprechen  der  Gleichung  zwei  gleiche  positive  und  zwei  ungleiche 
negative  Wnneln  [245.]. 

8)  Wächst  «  weiter,  d.  h.  entfernt  sich  die  wirkliche  Ahscis* 
sen-Axe  weiter  von  der  künstlichen  (liegt  sie  jedoch  noch  ober- 
halb der  Tangente  des  unteren  ausspringenden  Scheitels),  so 
wird  die  biquadratische  Linie  von  ihr  auf  der  negativen  Seite  der 
Ordinateu-Axe  in  zwei  Punkten,  auf  der  positiven  Seite  aber 
nur  die  Halbirungs-Curve  der  Sdieitel  geschnitten,  der  Gleichung 
entsprechen  daher  In  diesem  Falle  swel  negative  reelle  und  awei 
imaginire  Wnrseln  [240.]. 

9)  Fällt  die  wirkliche  Abscissen-Axe  mit  der  Tangente  des 
unteren  ausspringenden  Scheitels  zusammen,  so  entsprechen  der 
Gleichung  zwei  gleiche  reelle  negative  und  zwei  imaginäre  Wur- 
zeln [249.]. 

10)  Liegt  aber  die  wirkliche  Abscissen-Axe  unterhalb  der 

Tangente  des  unteren  ausspringenden  Scheitels,  so  schneidet  sie 
die  biquadratischo  Linie  nicht,  wohl  aber  stets  die  Halbirungs- 
Curve  der  Scheitel  in  zwei  Pankteo,  und  die  Gleichung  bat  vier 
imaginäre  Wurzeln. 

29& 

Zur  Bestimmung  des  Flächeninhaltes  der  schiefen  Scheitel 
denken  wir  uns  die  Ordinaten  der  Scheitel  zur  Abscissen-Axe 
D'SSSID^  (Taf.  IX.  Fig.  2),  positiv,  indem  wir,  anstatt  [281.  8)] 
schreiben : 

Denken  wir  uns  nun  weiter  die  AbscisseD-Axe  von  dem  Anfangs- 
punkte aus  in  M  gleiche  Theile,  jeder  Theil  gleich  e,  einge- 
tbettt«  durch,  die  Thelinngsponkte  Parallel-Linien  mit  der  Ordina- 
ten-Aze  gesogen,  nad  von  dam  Dnrobschnittspnnfct  einer  jeden 
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Parallelen  mit  der  biquadratischen  Linie  eine  mit  der  Absc  issen- 
Axe  parallele  Linie  bis  zur  vorhergehenden  Ordinaten  -  Parallele 
gezogen,  so  wird  dadurch  die  Ebene  der  ausspringendeo  Scheitel 
io  II  Parallelogramme  abgetheilt,  deren  gesammtet  FlScbeniDhalt 
F  eich  folgeodermaseen  darstellt,  nftmllch : 

+  [rfp  •     -  (I +W  •  (*•)*]••(»+«»)-« 

+  [ifp  •  (3e)«  -  yJp^  .(8e)«].e(l  4  6«)-» 

=  (I  +  6*)-i.e[]|^(l  +  4  +  9  +  ....+n«)e« 

-  +  16  +  81  +  .. . .  +  «*)t*] 

=  (1  + 6«)  -  i .  e  •  U2«H  3««  +  n)  e« 

also  ilBr  n  =  Qo  : 

3)  F  =    (l  +  62)  - 1  (ne)»  -  i  (1  +  6«)-  i  («e)». 

Setieo  wir: 

ne  =  a»6'4  =  i V2^+6«),         [283.  4)] 

so  folgt  der  FlScbeninbalt  ^GiCxB^^  des  vod  der  Abscissen- 
Aze  und  einem  Tbeile  der  Axe  des  falscheo  Scheiteipnnk* 
tes  Cx  begrensten  inneren  jScheitelthelles,  nämlich; 

Setsen  wir  aber 

«e  =  ÜJ^Oi  =  Vc(l  +  6*),         [281.  17)] 

so  ergiebt  sich  der  Flächeninhalt  des  schief  abgeschnittenen  Schei- 
teb  ^BiCxD^^,  nämlich: 

6)  =  A«»Vc. 
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Setien  wir 

n«  =        =  ntß,  =  V  :  cTf+Ty^.      [284.  3)J 

81»  ergiebt  sieb  der  Flächeninhalt  ^ßt^^3  des  von  der  Abscis- 
sen-Aze  ^Fy^  und  von  der  Ordinate  des  Bengongspunktes  be- 
grensten  Scheiteitbeiles,  Dämlich: 

n*  s.  w. 

und  da  sich  der  Flächeninhalt  des  Parallelogramms  Sm>iL|3Ro» 
nämlich : 

7)  8  =  \^Ve 

eraiebt,  so  lässt  sich  das  \  erhäitniss  der  einzelnen  Scheitelstücke 
zu  diesem  Flächeninhalte,  8ow^e  auch  der  Flächeninhalte  dieser 
Scheitelstucke  unter  sich  leicht  weiter  bestimmen. 


296. 

Es  wird  leicht  falten,  das  bisher  Abgebandelte  anf  diejenige 
Klasse  Ton  biqoadratlschen  Gleichungen  anxawenden,  welche  stets 
mindestens  swei  imaginäre  Wurzeln,  deren  constmirte  Linien  also  nur 
•  inen  Scheitel  haben,  and  die  daher  entweder  von  der  Form  sind: 

1)  ^-^a\by\cy^\y^, 

oder  von  der  Form : 

för  welche  aber  noch  die  Bedingung  statt  findet: 

3)  Ac»       [288.6)]  (Taf.  X.  Fig.  6.) 

Ist  1)  die  ges^ehene  Gleichung,  die  scharf  gezeichnete  Curve, 
(Taf.  X.  Eig.  8.)  ihre  coostruirte  Linie,  ^  der  künstliche  Anfangs- 
punkt, also  äX  die  bOnstliche  Abscissen-  nnd  SJ^Io  <)1«  kQnst- 
liche  Ordinaten-Axe;  VSi  die  Tangente  des  kdnsflichen  Anfangs- 
punktes; Winkel  Z«9t9t  =  9  der  Winkel,  welchen  diese  Tangente 
mit  der  Abscissen-Axe  bildet,  also  ftstg^;  so  Ist  für  ein  schief- 
winkeliges  Coordlnaten- System,  nämlich  die  Ordinaten  parallel 
mit  der  kflnstlichen  Ordinaten- Axe  gedacht,  und  die  Abscissen, 
von  dem  künstlichen  Anfangspunkt  SR  ans,  anf  seiner  Tangente 
gesählt,  nach  [28h  8)]: 

* 
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$)  «  =  l±J i  ^(r+  ^)  (-ei: V  + 

0>  Gleicbeo  po^itireo  oad  oegaüreo  Abscisäen  entsprechen 
fliehe  pttiilire  Or£naten. 

T,  Jede  die  Mqaadrati»cbe  Linie  schneidende  Sehne  C 
die  mit   der  Taneente  des  künstlichen  AnraD2!^paoktes  pa- 

rallel länft,  «rird  f  OD  der  konstlieben  Ordioateo-Axe  fOt^  kalbkt. 

8)  Die  kieetidbe  Oidiaafeii.Az»  ist  daher  ein  Dwtaeeear 
der  Wqeadnifiedben  Linie. 

9)  Die  Ton  zwei,  mit  der  Tangente  des  künstlichen  Anfanzs- 
ponldce  parallellaafenden,  SeInMsa  eingescfaloeseBen  Flidieoinhaite 
der  Gerra  werdee  m  der  kfnaflieheB  Oidinafen  Ato  halbiit 

o.  s.  w. 

Am  [m  7)]  folgt: 

10;  ii=:±iV^6c, 

d«  hu  die  Abscisse  der  Bengiingspnnkte  iet  WBogÜch,  oder  die 
Corre  der  Gleicbmg  1)  bat  keine  Beagoigsponkte.  Die  Cerve 
hat  daher  anch  keine  einspringende  Biegung,  daher  nar  einen 
Mimtel»  und  man  kann  nagen»  zwei  ihrer  Seheitel  «eien  imaginär. 

Die  Gleiehmgen  der  Smioie  xweier  WnnelB,  und  der  Halhi- 
rmge-Gorre  der  Seheitel  ergeben  eich  nach  [28S.4)  ud  6)],  nimlich: 

11)  »  =  i      — ii«-2ea«-Ä*] , 

12)  f  =  i[^-i^-2cCLr)«-(2j:)*]- 

1^  Die  inaginSre  Scheitel-Canre^  sowie  die  Uaaginlree  dirve» 
der  lianginEfeB  Scheitel  hcetimmen  eich»  analog  [291.]»  nach  [235. 4) 
und  5)]  nnd  letztere  bilden  zwei  sneammenhiogende  Aeete  [303. 

14)  Die  geometrische  Beurtheilung  der  Wurzeln,  je  nach  der 
Lage  der  wirklichen  Abäcisaeu-Axe,  ergiebt  leicht  (Taf.  X.  Fig.  8.)> 

m 

bt  e  s  0»  also  die  gegebene  Gleichung: 
1)  0=dba+6y+y*, 
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so  «cbreiben  wir,  am  dieselbe  su  constroireo: 

2)  x=  +  6a?  +  x*, 

und  erhalten,  nach  [288*  6)]  als  GlelchoDg  der  Halbirangs*  Corvo 
der  Scbeitel: 

Verstehen  wir  unter  n  die  Ahscisse  ^D'JTF  dcvS  Scheitelpunktes 
W"  (Taf.X.  Fig.  7.),  so  ergiebt  «ich  aus  {,278.  5)]: 

4)  —    T  F = — M  =  -  4  V  26 , 

daher,  nach  [278.  8)],  die  Gloichong  des  Scheitelpunktes: 

ö)  «  SS  I  V4A«,«a  -  2  V26.«3  +  or*. 

FOr  schiefwinkelige  Coordioaten,  die  Abscissen  vom  kflostli- 
eben  Anfangspunkt  aus  anf  seiner  Tangente  gesShlt^  die  Ordinaten 
parallel  mit  der  kSnstlichen  Ordinaten -Aze»  ergiebt  sich,  aus 
[m  4)]  die  Gleichung: 

n.  s.  w. 

Denken  wir  nns  in  der  Gleichung: 

der  coDstruirten  Curve  (Taf.  IX.  2.)  den  CoefBcienten  b  der 
ersten  Potenz  der  Veränderlichen  x  ebenfalls  als  veränderlich, 
so  nimmt  mit  dem  Werthe  von  b  =  \gq>  die  trigonometrische  Tan- 
gente des  Winkels,  welchen  die  schiefe  Scheitel-Tangente  (oder 
die  Tangente  des  künfttlichen  Anfangspunktes)  mit  der  Abscissen- 
Axe  AX  bildet,  und  folglich  auch  der  Winkel  (p  selbst,  zu  oder 
ab;  die  Entfernung  des  künstlichen  Aniaugspunktes  von  der  schie- 
fen Scheitel-Tangente,  gemessen  auf  der  kfiostlichen  Ordinaten- 
Axe,  nSmIlch: 

2)  a»3^i=-i€»,  [283.  6)1 

erleidet  aber  bierdnrdi  keine  Aendenmg. 
Hieraus  geht  hervor,  dass 
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3)  Die  Eotfeniiin{<  der  Scheitel -Tangenten  des  eberen  and 
unteren  nusspringendcn  Sclieitels  allein  von  dem  Coeffici«iten  6 
der  ersten  Potenz  der  Unbelcnnnten  abhänge,  sowie  dass 

4)  die  GrSsse  der  Einbiegung  der  Cnnre  allein  abhängig  sei 
von  dem  Coefieienten  e  der  zweiten  Potenz. 

Wird  daher  6  =  0,  also  die  Gleichung  der  Curve: 

so  fallen  (Tat  X  Fig.  9.)  der  kOnstliebe  Anfangspunkt  mit  dem 
Seheitelpnnkt  des  einspringenden  Scheitels,  also  die  Tangente  des 
kflnstlichen  Anfangspanktes  nit  der  künstlichen  Abscissen- 
Axe  AX  zusammen»  und  ebenso  ?erebigen  sich  die  Tangenten 

der  ausspringenden  Scheitel  und  die  schiefe  Scheitel-Tangente« 
sowie  die  wahren  und  falschen  Scheitelpunkte  der  ausspringenden 
Scheitel,  und  es  entsprechen  gleichen  entgegengesetzten  VVerthen 
von  X  gleiche  Werthe  von  2.  Die  Gleichungen  der  Curve  der 
Summe  zweier  Wurzeln  und  der  Halbirungs- Curve  der  Scheitel 
[288.  4)  und  Qj]  aber  gehen  über  in: 

7)  2  =  i  [-    +  2c  (2a:)*— (2ar)4]. 
Ffir  «  s  0  folgt  aus  denselben : 

8)  tssr— ic«,  d.  h.  »  =  mXo- 
Wir  können  daher  sagen: 

9)  Wfard  in  Gleichung  1)  der  CoefBcient  6  der  ersten  Potens 
der  Veränderlichen  at  gleich  Mull»  so  vereinigen  sich  die  abstei- 
genden Aeste  der  Curve  der  Summe  zweier  Wurzeln  und  der 

Halbirungs- Curve  der  Scheite!  in  dem  Halbirnngspunkte  WIq 
gemeinschaftlichen  Scheitel  -  Tangente,  und  letztere  ist  selbst  in 
ihrem  Halbirungspnnkte  Tangente  an  beide  Curven.  Die  aufstei- 
genden  Aeste  aber  fallen  weg,  oder  vielmehr,  sie  fallen  nach  der 
Vorstellung  [289.  4)]  mit  der  künstlichen  Ordiuaten-Axe  selbst 
zusammen. 

Es  ergiebt  sich  weiter,  es  ist: 

10)  die  Entfernung  des  künstlichen  Anfangspunktes  ÜT?  von 
dem  Durcbschnittspunkt  />'  (Di)  der  künstlichen  Abscissen- Axe 
mit  der  Cnnre,  nSnIleb: 

^';^J=±Ve;  P81.  17)] 
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11)  die  Entferaiiiig  de»  kfliMtf Beben  AnCangspuiiktee  ven  den 
ScbdtolpeiiktmiieB»  nSoilicht 


12)  die  absolote  Eotferauiig.der  Scbeitelpmikte  der  aosaprin- 
gendeo  Scbeitel  tod  eioander»  oimllch: 

13)  die  Entfernung  des  kflnstlicben  Anfangspinktee  von  der 
BeogODgalioie,  DSmUch:, 

81011= -/,c2;  [280.  4)] 

14)  die  Entfernung  der  Beuguogsponkte  von  der  kOnatlicbeo 
Ordioaten-Axe,  nämlicb: 


MB 

alao: 


;|  I  =±i\^6c.  [280.  10)J 


15)  die  abfointe  Linge  der  Beogongsaxe: 

16)  die  Bntlenrang  der  Bengungalinle  von  dem  DorehoebniCte* 
ponkte  B  der  TaogeiiteD  der  Beugungspmikte»  alnlkh: 

u.  a.  w. 


1)  Da  die  aufsteigenden  Aaste  der  Curve  der  Summe  zweier 
Wurzeln  und  der  Halbirungs- Curve  der  Scheitel,  oberhalb  des 
kunstlichen  Anfangspunktes  Wtt  mit  der  künstlichen  Ordinaten- 
Aze  zuaammeiiraUen ,  and  sich  alao' fiir  eine  mit  der  kOnatliclieii 
Abaciaäea-Aze  and  oberhalb  derselben  gezogenen  ParaHelen.  J'JP, 
aasaer  dem  Darebschoittepnnkt  C  mit  der  Oidinaten«Aze,  keine 
weiteren  Dnrcbacbnittepnnkte  mit  den  bc^deo  ' Cnrven  ergelien, 
demnach  oberhalb  der  kfioetlicben '  Abscissen-Axo  der  Abstand 
der  UalbirnngS' Curve  der  Scbeitel  von  der  Ordinaten-Aze  aeibat 
gleich  Null  ist;  so  haben  auch  die  beafiglieben  imaginären  Wnr- 
sein  keinen  reellen  Tbeil.  [231.  6)J. 

2)  Zar  Verainnllchong  der  imaginiren  Aeate  des  einapringon* 
den  Scheitels  kann  man  sich  Vörstetten»  es  sei  bi  dem  kOnstllcfaen 
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Aofaogspmkte  9t  «tf  die  Coastractioiis- Ebene  eine  Senkrechte 
enkfctot«  wcicbe  wir  als  inagiBire  AbiciMwAi»  btiracliten, 
und  dareh  «ie  und  die  kÜMtliebe  Onünalwa-Ax»  aei  eine,  alao 
auf  der  Constmctiom-Ebene  der  biqaadraüeelieii  Linie  senkiecbt 
cfehende  Eiieiie  erricbtet,  snr  GoDettaimog  der  imagiiiiree  Aeete. 

Substitaireo  wir  oon  in  Gleicboog  [298.  Ö)J 

«netett 

•o  geht  dieselbe  über  in: 

welche  constmirte  Curve  wir  one  dann  wieder,  wie  in  Taf.  X. 
Fig.  9l,  In  die  ConelreetfoiM* Ebene  umgelegt  denken. 

3)  Die  Bestimmung  der  imaginären  Aeste  J"  F"3"  und  %,WJ„ 
der  ausapringenden  Scheitel  geaebiebt  analeg  [290.  und  291.]. 

4)  Die  geomefilacbe  BeartbeilnDg  der  Waraeln  flir  Teracbie» 
deee  Lagen  der  wiiUicheo  Abaciasen-Axe  ergiebt  aieb  leicht  aoa- 
Tar.XFig.9. 

lat  a  negativ,  so  eehneidet  die  wirkliche  Aheclaaeii*Aze  A'JP 
die  biqnadratiscfae  Linie  stets  In  awel  Penkten  C  nnd  C,,  nnd 
die  Torgeiegte  Glelchiuig  hat  Ib  diesem  FaUe  swei  gleiche  eatge- 
geogesetsle  reelle  Wimeln  d'C  und  und  swel  gleUe  est* 
gegeegesetite  fanagMIre  Worsele  d^J'  ond  d'^* 

Malt  a  pesitiv  und  sefai  alMelstar  Werfh  kleiner  als  Ii.  h. 
Ist  die  Ordinate  des  Anfangspsaktes,  In  absdater  Bedentnng  ge* 
nenmen»  kleiner  als  WOto»  so  scbaeidet  die  wirkUcbe  Absdssen- 
Axe  die  biqnadratiaebe  Linie  in  vier  Punkten,  and  die  vergelegte 
Gleichung  hat  swel  Paar  gleiche«  aber  ent^gegengesetste»  reelle 
Waraeln. 

Ist  aber  a  negatiT  nnd  sein  absoloter  Werth  grosser  als  ie^, 
d.  h.  Ist  die  Ordinate  des  Anfangspunlttes,  in  absoluter  Bedeu- 
tung genommen,  grösser  als  fÜfl^o*  schneidet  die  wirkUcbe 
Abacissen-Axe  die  biquadratische  Linie  nicht,  aber  die  Halbintngs* 
Curve  der  Scheitel  in  zwei  Punkten,  und  die  vorgelegte  Gleichung 
bat  swel  Paar  gieichef  aber  entgegengesetate,  imagtniire  Wurzeln. 


Ist: 


1) 


3oa 


SS  +  ca^  +  «• 
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die  zu  construirende  Gleic  tnm^,  so  kSnnen  irir  unsere  Betracb» 
tuogen  über  dieselbe  an  [2'J5.J  aiiachliessen ,  indem  wir  daselbst 
6  gleich  Noll  seUeo,  wir  kSooen  aber  aacb  hierbei  [296.  W«] 
■tt  4>niB<le  legen,  indem  wir  dasdbet       flir  sdirelbeD. 

Die  Gleichung  für  die  Curve  der  Summe  zvreier  Wurzeln  und 
füir  die  Halbiruiigs-Cunre  der  Scheitel  ergiebt  sich  hiernach  r 

3)  «  =  i[— c«-2c(2^)«— (2*)*], 

and  es  folgt,  dass  jedem  Wertbe  von  ein  negafiTer  Werth  von 
s  entspreche»  vnd  dnee  f!Br  d^sO 

4)  *  f  =  -ic* 
eei. 

Die  absteigenden  Aeste  der  Curve  der  Summe  tweier  Wnr- 
nein  und  der  Halblmngs«  Corvo  der  Seheitet  verefai%en  sich  hier* 
■ach»  wie  pWL  9)]*  in  einer  Entfernung 

SKaRo  =  —  ic«,         (Taf.  X.  Fig.  10.) 

unterhalb  des  natfiriichen  Anfangspsnlcles  Wt,  in  dem  Panlcte  SR«» 
and  die  aufsteigenden  Aeste  fallen  weg  oder  mit  der  lifinstüciien 
Ordinaten-Axe  snsammen. 

Die  Veminnlichnng  der  Imaginiren  Seheltel-Aeste  kann  ana- 
log [299.  S)]  geschehen  und  Gleichung  1)  geht  dann  über  in : 

5)  «  =  ~  cx^  +  a^. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  die  Curve  der  Gleichung  [206.  5)] 
die  imaginäre  Scheitel -Curve  der  Gleichung  1)  sei,  sowie  umge- 
kehrt die  Carvo  der  Gleichung  1)  die  imaginäre  Scheitel -Curve 
de«  einspringenden  Scheitels  der  Cnrve  der  Gleichung  [298.  5)] 
ist  Es  folgt  weiter: 

IQ  Die  imaginSre  SdielteUCorve  der  Gleichong  1)  hat  einen 
einspringenden  und  swei  congruente  ansspringende  Sdieitel,  deren 
nahe  9R%=|€*  ist,  und  die  geinelnsehaßliche  Tangente  dieser 
Scheitel  ist  zugleich  Tangente  der  Curve  der  Snnmie  sweler 
Warseb  vnd  der  Halhimnge- Cnrve  der  SeheiteL 

.  7)  Die  BesHnwinng  der  beUlen  andern  ImaglnSren  Cnrven 
rr,  vnd  J„W,  r^,,  geschieht  analog  [299.  3)].  Zur  Er- 
Uirvng  der  Taf.  X.  Fig.  10.  nag  hier  erwShnt  werden«  dass  dl« 
Pinikte  F  vnd  W,  als  Scheltelpvnkte  der  lufginiren  Curve 
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WWIVJ' ,  mit  dieser,  in  der  durch  die  natürliche  Ordinaten- 
Axe  auf  die  Constructions  -  Ebene  seolsrecbt  gelegten  Ebene  lie- 
gend  gedacht  werden  müsseo,  dass  aber  die  BiisaiDmeogebOrigen 
imagiDlMD  A6ste  JTF  imd  WJ„,  sewie  und  a»  die- 
ser, itenkreebten  Ebene  herausgetreten  nnd  in  einer  gekrOmmten 
Fliehe  liegend,  wm,  denken  sind«  welche  senkrecht  aof  die  Con- 
structiens- Ebene  dnrch  die  Ualblrnngs-Cimre  der  Scheitel  VtJP 
und  91^^,,  gelegt  ist  \  •■ 

8)  Die  geometrische  Beurtheilung  der  Wurzeln  für  verschie- 
dene Lagen  der  wirklichen  Abscissen-Axe  ergiebt  sich  leicht,  ans 
Taf.XFig.lO.: 

Ist  a  negativ,  so  schneidet  die  wirkliche  Abscissen-Axe  A'X' 
die  biquadratische  Linie  stets  in  zwei  Punkten  C  und  C, ,  und 
die  vorgelegte  Gleichung  hat  in  diesem  Falle  zwei  gleiche  ent- 
gegengesetzte reelle  Wurzeln  (^'C  und  (J'C^  und  zwei  gleiche 
entgegengesetzte  imaginäre  Wurzeln,  welche«  wie  [299. 1)],  keinen 
reellen  Theil  haben. 

Ist  a  positiv  und  sein  absoluter  Werth  kleiner  als  ^c^,  d.  h. 
ist  die  Ordinate  des  Anfangspunktes,  in  absoluter  Bedeutung  ge- 
nommen, kleiner  als  ^^o»  schneidet  die  auf  der  wirklichen 
Abscissen-Axe  v^^'^^-y  senkrecbt  errichtete  Ebene,  beziehungs« 
weise  die  imaginäre  Absissen-Axe  A^^  X^^  die  imaginären  Schei- 
tel in  vier  Punkten  J^^\  ,  ^ir,  Jiv»  und  die  vorgelegte  Glei- 
chung hat  zwei  Paar  gleiche,  aber  entgegengesetzte  imaginäre 
Wnrseln: 

welche  iMsinen  reellen  Theil.baben  [229. 6)]. 

Ist  aber  a  negativ  und  sein  absoluter  Werth  grSsser  als  |c*, 
d.  b.  ist  die  Ordinate  des  Anfangspunktes,  in  absoluter  Bedeu- 
tung genommen,  grSsser  als  SDZiRo»  ^  schneidet  die  wirkliche 
Abscissen-Axe  i^^'j^^  die  Halbimngs-Cnrve  der  Scheitel  in  swei 

Punkten  und  QT^^,  und  die  imaginären  Aeste  werden  von  der 
auf  der  wirklichen  Abscissen-Axe  senkrecht  stehenden  Ebene  io 
vier  Punkten:  J",  3",  3//»  J"  geschnitten.  Die  vorgelegte  Glei- 
chung hat  in  diesem  Falle  zwei  Pnnr  gleiche,  aber  en^egen* 
gesetzte  imaginäre  Wuraeln  mit  reellen  Xheilen. 
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Note  aar  les  fpnnoles  d'addiüon  des  fonctions  eltiptiques. 

Par 

MoDikar  Br*  &,  G.  Björlin^f 
k  West«rii  m  SoM«. 

(Eslrait       PAperfo  4cs  TranMctloa«  ile  TAcadte.  4m  uSmetB  i« 
StoekluilBi»  a^anee  d«  18«  atril  186ft> 

Jacob i  a  pr^sent^  dans  son  memoire  „Sur  la  rotatioo  d'un 
Corps",  \naer4  dans  le  Journal  de  Crelle  [T.  39  (1850)  pag.  324 
et  seqq.],  un  tablea«  de  16  forniules  d'addition  pour  les  fonctions 
elliptiqaes«  dont  voici  une,  ceiie-ci  bien  conoae  depuia  longteiups, 

toatmiu-i-ß)  =  coMniaeoMiii(7— siDani«siaaai/}.A«m(<*-l-A* 

en  indiquant  tout  a  la  fois,  commeDt  se  fait  d'une  d'elles,  quelle 
qoe  ce  soit,  la  deduction  de  toutes  les  autres.  Mals  la  maniere 
dont  il  »*wk  servi  ponr  eett*  ilddnetioD«  D*est  point  des  pbifl  sim- 
ples, et  1*00  ne  peut  que  s'dtonner  de  ce  qoe  iii  le  c^öbre  anteot 
laiHodme*  b!  d'Mtres  aprts  lol,  n'oot  poiid  asses  d'altentioo  k 
ce  sijet  % 

Yoi0  iine  qnestion  qui  me  paralt  bleu  k  propos.  En  eflSst» 
ne  serait-il  pM  süffisant  i^i,  de  mdme  qne  ponr  les  fonefioBS 
circnlaires,  d'employer  tont  slmplenient  ks  relstions  qni  exl* 

Stent  enfre  les  fonctions  elliptiques  des  argnments  compl^meD- 
tsiresl-  Qoant  k  la  reponse,  qui  evidemment  doit  Mtm  MmMve, 
je  Tsis  mootrer  qo'elle  est  anssi  iacile  qne  la  qnestlon  elle-mdme 
est  simple. 

Eq  niettant  de  cdt^  les  notations  originaires,  deventies  k  pea 
prte  cbssiqnes«  qnl  ont  4t6  employ^es  dans  la  formnle  dtde 


*)  Cependant,  ron  voit  par  la  Note  de  H.  O.-J.-Broob  „Sur  las 
formnle«  d'addition  des  fonclioos  elliptique«  de  M»  C-G.-J.-Jacobi'S 
inaMe  daae  le  Conipte  renda  du  12  D^c.  1864,  qne  cette  iiiatlire  a 
attire  aa  nioins  qaelqoe  pea  d'atteotinn  de«  g^unietrei;  k  ne  paa  parier 
•p^cialemeat  da  Traitö  de  M.  Sehe  Ubach  „Die  Lebre  Ton  den  ellipti- 
aAca  fategielcn  and  des  Tbata-FmatfoBes'*  (Beilin  IBtl). 
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ci-deMos,  poor  repreaeoter  ies  tniis  rondioiia  elUptiqoes  simples,  je 
me  Mfrliil  te  iiolatioiM  saimotos  pim  covrtoss 

«t  je  feni  voir  oommeDt  de  le  fornmle  fondameotele 

(1)  .  .  .  .  tf(a  +  6)  =  tf(a)«(6)-5(a)5(6).lD(a  +  6) 

tootes  les  autres  formulee  d'edditioe  nemmto  ci-deeene  pemrent 
dtre  directement  dddaites  sans  autre  interm^diAlfe  qee  —  eemie 
Je  vieoa  de  dire  —  celle  dee  relaÜeDe  Men  connoee  eBtie  lee 
fenetions  elliptiqaea  des  ergnmeats  eempldmentaire«: 

Bn  eiet,  de  oe«  fomnilee  ndiMe  (A)  et  (1)  on  obttnt  ptee* 
qee  IvimddiateiDeot,  ee  bieo  en  ^Htd  de  eoroUairee»  neu  eeele* 
■eilt  cetle  forarale 

(2)  .  .  .   tf(a)  =  tf(6)€(ö+6)  +  5(6)5(o  +  6).J!)(a), 

oü  se  redoit  ^videmroent  la  formule  meme  (1),  si,  apr^s  avoir 
1018  d'abord  a  au  lieu  de  a-f  6  (et,  par  suite,  a — 6  au  lieo  de 
a),  puis  l*on  rempiace  — b  par  6,  niais  aussi  les  groupes  soi* 
vaots  des  formules,  comme  je  ferai  voir  maintemeDt: 

L  Ed  teapla^t 

a  par  a-f 


Ici  ee  n'est  pas  I'endroit  d'ane  explication  plas  ezaete  rar  ce 
•njeL  Ce  qae  je  voadrais  faire  obnerver  au  lectear,  c'est  quo  ce  n*eat 
point  dans  le  seal  liut  d'^tre  bref  qoe  j'cniploie  —  et  cela  non 
•  eulement  dans  nette  note-ci  —  ces  notations  nouvelles  aa  lieo  de« 
seidile«  „originaires",  da  noisf  tootet  lei  foU  qu'il  M  s'agit  paa  tM- 
lement  i'argsnieat  reel  et  de  nedole  <1  (pesitif  oo  Afare).  Vee  antra 
Ibb  j*e«pöre  avoir  Toccacioa  de  m'espliquer  daveatag«  aer  ee  e^Jat* 

Biea  qa'4  no«  joar«  on  en  seit  Tena  pretqu*^  ne  paa  cSToir» 
•am  qn'il  ne  seit  ezpreas^ment  dit,  ce  qne  doit  £tre  entendu  par  K  dana 
no  memoire  qui  traite  des  fonctiont  elliptiquea,  da  inoina  a'il  ne  a*agit 
paa  oniqneraent  d'argamenta  r^ela  et  de  inodule  ^1  (poaitif  on  s^ro); 
cepeadaat,  eeme  aeee  eveaa  iadiqo^  i^i  ^oe  iT— a  aera  Tai^aieat 
eenpIdneBtaire  de  ff,  teele  aetre  eaplicatiee  aar  es  e^jet  tm  eil 
deveaee  aapeiiee  ea  ce  fai  eaeaanw  eetle  Natai 
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oo  aura  imm^iatement  de  (I)»  ea  vertu  des  formoles  (A),  cette 
relation  nouvelle: 

(3).  .  .^(a-|-6)JI>(a)stf(a)5(6)-fC(6)5(o)X)(a-f6)| 

^fai  de  eett«  fornnle«  en  rempla^t  u-^b  par  ^  (par  suite,  ö 
par  6—11)  et  easttlto  «  per  <->es 

et  eefri  il'ime»  quelle  qve  ce  eolt,  de  eee  denz  Ibrniolee,  en  rem- 
plai^  u-^b  per  a  (per  eoite»  e  per  a— 6)  et  eneoite  6  per  —6: 

(6)  ....  jD(a  +  6)5(a)  +  tf(a  + 6)5(6)  =  tf(6)II>(ii)5(a+6). 
IL  De  mtaie»  en  lenple^nt  eimelteadeieDt 

a  per  e-f-l^ 

et 

4  per  b-'K, 

on  aura  de  (1),  en  vertu  des  nt^mes  formules  (A),  celle«ci: 

(6)*..S)(a-|'6)(E(a)<C(6)-<C(a-|-6)J>(a)lD(6)  s  ife'*5(a)5(6); 

dont,  per  la  Bdne  remplaeeneet  que  ci-dceeue  k  Je  tnuiaitiofi  de 
le  1^  ä  le  9*  fomele  dene  L: 

Cl)..k!^${a'^b)${pi)  =  ]>(e-|-6)]D(a)<e(6)->  (f(a-f  6)C(a)II>(6). 

in.  Bn  dttnineet,  en  moyen  de  le  fornale  (ß),  5(a)5(6)  de 
le  iotmnle  feedementele  (1),  ee  eure: 

Ä'«€(a  +  6)=tf(a)  (£(6).[Ä'«  -  D»(a+ *)]+3I>(«)J>(6)  A).€(a+6), 

et  par  aalte»  en  ▼ertn  de  le  reletlen  coeene  eetre  C*  et  9*«  Tee 
ebtient  cette  iermole  lemerqoeblet 

(8)  ......3l^(a)D(6)I)(a  +  6)  =  A«<f(fl)tf(6)  €(a  +  6)  + 

TV.  Et  enfie  de  cette  demiöre  formale  on  eore,  per  renple- 
cenent  de 

«  par  a-^K 

et 

6  par  b — K, 
leidMIeB 

(9)  .  .  .  ID(a+6)  =  lD(a)D(6)— it«5(a)5(6).€(a+6), 

toat  ä  falt  analogue  4  la  formole  fondamentale  (1);  deet»  per  le 
a^ine  op^ietioB  qnl  de  (1)  e  done^  (2)»  celle-dt 

aO).  •  »(e)Bap(6}]|)(a-|.6)-|-il*5(6)5(a-|-«).€(a). 
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Maintenant,  -cd  comparant  ces  10  formules  (1)',  (2),....(10) 
aax  (16)  formules  de  Jacobi»  on  voit  aisäroent  que  Celles- cl  y 
flont  toutes  comprises.  Si  Jacob i  en  a  an  plus  grand  nombre, 
«ela  provieot  ^Tidcmmeiit  d«  ce  qu*!!  es  «oln  de  joindre  respee* 
tivemeiit  &  cbaqne  lonnnle  ponr  Im  fooctioM  ftvee  Icc  aifomeDto 
a-h6»  a  et  6,  la  formule  ponr  lee  ntoee  fonetioM  avee  lee  eigsf 
mente  a-f  6»  -6  et  o. 

Nons  avons  pris  pour  formule  foudanientale  la  relation  (]), 
et  —  ä  la  verite  —  laquelle  de  toutes  ces  formules  d'addition 
peerrait  k  meilleur  droit  pretendre  une  teile  pr^föreucef  Cependao^ 
U  eat  Evident  de  ce  qut  i^MA%  qa'on  peat  arriter  aoeai  bien  aa 
bat  propoatf«  an  neyen  dee  eealee  foimoles  (A),  quelle  qoe  eoit 
la  formule  d'additton  qo*on  preod  peor  formale  fondaineetale  de 
la  dddnettoB. 


Ajoutons  enfin  aussi  quelques  mots  k  l'ägard  da  rapport  io- 
time  qui  existe  entre  lee  formales  pröcädentes  et  ces  formules 
blea  connaea: 

<^  («  +     «  l-A-25'^(a)>W  • 

(11) ....  <^  1D(«  +  6)  =  izr^sH^jsHbj  • 

^  (a  +  ^}  =  lZ:i2sHß)S^{6) 

En  effet«  la  1^  et  la  de  eea  fornralee  eoaatitaent  piddadmeai; 
comme  on  verra  an  premler  conp  d*oeil»  le  rdeoltat  Immddiat  de 
rdlimination  des  termes  I!)(a-f6)  et  (f(a-f6),  respeetivemea^  enfre 
la  formule  fondamentale  (1)  et  l'analogue  (9).  Quant  k  la  3«,  on 
robtient  ensuite,  tout  aussi  immödiatement,  ou  de  (3)  ou  de  (4) 
on  de  (5),  en  ^liminant  respectivement  I>(a  +  6)  ou  (£(a  +  6)  on 
toutes  les  deux  au  moyen  des  deux  premieres  (II).  Voila  donc 
une  d^duction  de  ceiles-ci  (11),  qui  en  simplicit^  est  bien  pr^ 
färable  4  tontes  Celles  dont  on  s'est  servi  jusqu'ik  präsent. 


II  paralt  qne»  anrtent  en  pnbliant  nn  Conra  prdllminaire  dee 
fonctiona  elllptiqnea»  oft  Targament  aerait  anppoa^  t6el  et  le  me* 
dnle  pöaiflf  « I)  on  z6to,  on  ferait  bien 'de  profiter  de  öe  'qnf  a 
dtd  dit  d*des8U8  relativement  aux  formules  d'addition  de  cee 
fonetieni;  et«  ä  la  väritä,  le  besoin  d*nn  tel  Conra  n'a  paa  4t6 
eneoie  anjonrd'bni  aatiafatt  entiirement 
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Ueber  das  von  drei  Berührenden  einer  Parabel  gebil- 
dete Dreieck. 

Ton 

dem  Beraasgeber. 


Die  Gleichong  der  Berührenden  einer  darch  die  Gleichung: 

1)  af*  =  |Mf 

eharakteriairtett  Parabel  in  dem  Punkte  {x^q)  dieeer  Parabel  ist 
bekanntlich : 

8)  Sf— afo  =  ^(«-«o)» 

oder: 

oder: 

4)  2ar«y— yo*  =  «oSfo» 

N 

let  nun  ro  der  von  dem  Brennpunkte  der  Parabel  nach  dem 
Pbnkte  (ae^o)  gMugene  Veetor  der  Parabel,  und  tt^  der  von  die- 
sem Vector  mit  dem  poaUiven  TbeÜe  der  Axe  der  m  ringeschlos* 
aene  Winkel,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  .r  an  nach  dem  positiven  Tlieile  der  Axe  der  y  hin 
von  0  bis  300"  zählt,  wobei  man  ru  beachten  hat,  dass  die  posi- 
tiven X  von  dem  Scheitel  der  Parabel  nach  dem  Brennpunkte 
hin  genommen  sind;  so  ist  bekanntlich  *)i 


*)  M.S,  mone Elemente  delr  aaalykisehen  Geometrie.  Thl*II. 
S.  179. 
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Ffir  den  Brennpunkt  als  Anfang  sind  die  CoonÜDaten  des  Punk- 
te« (^oib): 

also  ist,  weil  ^p,  0  die  Coordinaten  des  ßrennpiinkts  sind,  nach 
den  bekannten  Formeln  der  Lehre  von  der  Vernandluug  der 
Coordinaten : 

folglich,  wenn  man  in  diene  Formeln  an«  5)  den  Werth  von 
einführt,  wie  man  nach  leichter  Reehirang  findet: 

6)  =  il?coti«k>*»  So  =  i|>cotia„; 

welche  Anadrficke  man  noch  in  die  Gleichung  4)  der  Berfihfenden 
in  dem  Punkte  (s^o)  einffihren  konnte. 


§.  2. 

Wenn  (otq^o)  oud  zwei  Punkte  der  Parabel  sind,  so 

sind  nach  4): 

die  Gleichungen  der  Berfibrenden  in  diesen  Punkten,  und,  wenn 
nun  «Ol,  jroi  <li0  Coordinaten  den  Dnrchecbnittspnnkta  dieser  bei- 
den Berfibrenden  beaeichnen,  so  bat  man  also  so  deren  Bestira* 
mnng  die  Gleichungen; 

ans  denen  sich  leicht  die  Formeln  t 

ergeben. 

Weil  DUO  nach  6): 

xi  =  ipcotloa*,  yi  =s  ||»eot|s^ 

ist;  so  ist: 
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*"  4810  yo^*  sin  ' 

^_jg«ini(co-~a|). 

*fl*i  (afo-3fi)  —  m^fi^ääW' 

cos  jttQ  cos «in  ^(go  —  tf| )  sin  1^(0^  +  of|)  . 
9otfi  («b— *i)  =  lesinitto^siniax'  ' 

* 

also  hat  mao  oaeb  7)  die  bemerkeiuiweitheo  Formsln: 

■ 

!Xoi  =  ipcot|«o«oti«|,  •  . 


f  a 

Seien  nun 

(dViyo)>  (^tft)'  (^«URi) 

drei  Punkte  einer  Parabel,  durch  welche  Berührende  an  dieselbe 
gelegt  sind.    Die  Durcbschnittspnnkte  der 

Uten  aod  2ten,  Steo  und  3teD,  3ten  und  Isten 

Berabtenden  eeien  respective: 

i^mSoO»   (^is2^is)>  (p^JIto) 
oder  der  KOrse  wegen : 

^2 1   Aq  ,    Ai ; 

so  ist,  vrdtan  wir  unR  Gberall  ähnlicher  Hezeicbnongeo  bedienen* 
wie  Im  vorhergehenden  Paragraphen»  nach  8) : 
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Bill  ju|  bID 

m.*  --  ■  ^.  Miifos^siiifaio 

Beieiebnen  wir  die  Seiten 

AiAzf   A^Aq^  AqAi 

des  von  den  drei  Berfibrenden  der  Parabel  gebildeten  Dreiecks 
AqAiA%  respective  durch 

«0»  «§; 

eo  let: 

=s  T«^3*(cot^a,cotiao-cotiaocotia4)a 

=    r%|»*cot|4i^<(€ot|a^— cot|o^>* 

+ Ap*  (cot      — cot  ia, )« 
=    r*/?*(l  +  cotiO  (cotio.  —  coti«,)* 
_  p^8in|(flf,-ceg)* 

und  wir  habeD  abo  för  die  Quadrate  der  drei  Seiten  »t, 
des  Dreiecks  J^AiA^  die  folgenden  Ausdrücke: 


10)  .  .  . 


y,gsin|((.,~c^)« 
16siniao*sm4ai«8ini(^«' 
«1-5       ;^^t^ini(aa  — cfp)»  


ans  denen  sich  die  folgenden  Gleiehoagen  ergeben: 

II)  *»0*  OlL__   O»*  

••••  »iniCai— «,)a-8ini(aj-«o)2— sini(«o-«i)* 

16  sin  iciQ*  sin  iag^sin 
Beteiebnen  wir  die  Entferaongen  der  Punkte 
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i^oiVoi)*  (^12^12)  >  ^toSffo)   oder   A^,  Ai 
von  dem  BrennpuDkte  der  Parabel  resplBcfive  darcb 

''01*  ^it»  '■«»; 

»'<n*  =  («oi-il>)*+yoi* 

=  Ap*(cot^cfocotia,  —  1)2  +  T>2(cot^ao  +  coti«4)« 

und  weil  nun  die  Winkel  «q,  säramtlich  zwischen  0  und 

3^,  folglich  die  Winkel  ia^,  i«f,,  ^a^  sämmtlicli  zwischen  0  und 
IW  Hegen,  ako  die  Sinus  der  letzteren  Winkel  säiumtlich  posi- 
Üf  sind;  ae  haben  wir  die  folgenden  Formeln: 


1^ 


4sinioo8m|a|' 

48iniO|  6in|«^ ' 

 2  , 

ans  denen  aleh  die  Gleichungen: 

13)  p  =  4ro|0in^ao8in^ai 

=  4riasin|fl^iiin^ 
a  4rao8in|a^ain|ci^ 

and 

14)  .  .  .  .    rnW^  =  Wsiniao^si'Tiai'sinK^ 
ergeben. 

§.  4. 

Bezeichnet  F  den  Brennpunkt  der  Parabel,  ao  sind  die  Glei- 
cbungen  der  Linien 

^^t» 

wie  l^eht  ana  9)  erhellet: 


4Ub  Gruner t:   Ueöer  das  von  drei  ßeriiärefiden 

iy  =  tangl(«i  +  o^).  (ar  —  Jp), 
y  =  tang  i(a2  +  a^) .  (x  —  Ip) , 
ff  =  taugi(o;o.+  a|).(«— ii»). 
Die  CoordioaCen  der  Mittelpunkte  der  Linien 

FAq,  FAit  FA^ 
eind»  wie  gleiclifalls  «ue  0)  eieb  leicht  ergiebt: 

C08^(c,  —  Ctg)      ,     81»       -I-  g^)  ^ 
sin      sin  ia.j       '   siQ|tt|  siDya^ 

^'''siniajsin^ory '  öinia^sinioo' 

^ '  «in  IcdQ  sin  ^«i  *       '  ^io  ^  sin  |ff| ' 
Aluo  eind  die  Gleichungen  der  in  den  Mittelpnoktm  von 

FJ„,   F^j,  FA^ 
auf  diese  Linien  erric|iteten  Perpendikel: 

Die  erste  dieser  drei  Gleichungen  bringt  man  leicht  auf  die 
folgende  Form: 

 .    sinKct  -f  Og)'  -j-  cos  ^(«t  +cta)co8A(C|  —  o^) 

■'^  *  ein  i«^  sin  ^o^ 

,     1  —  cos  |(C|  -t-  tta)  { COS       +  «a)  —  cos  ^(«i  —  I 

sln^isin^oiB 

1 -f  2sin^i8in^aaCos4(«i  -j-g«) 
*  sin  i«!  sin  ^o^  ' 

und  die  Gleichungen  der  drei  in  Rede  stehenden  Perpendikel 
sind  also  flberhaupt: 
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17) 

*  cos  i(ai  +  «2)  +  ^  sin  i(ai  f  tt,) 
_  1    1  -l-  2ain  ^cr,  sin  ^«g  co«       -|-  Og) 

*eoBi(a^  +  «i») + y  »In  K«^  +  c^) 

,     1  f  2  <in      sin  ic<o  cos  i(a^  -^  0^) 

a;  cos  K«^  4- Oi) -I- y  sin  Ko^  4- fit, ) 

Bezeichnen  wir  nun  die  (^ordiuaten  des  Mittelpunkts  des 
um  das  Dreieck  FAqAi  bescbriebeeeB  Kreise«  durch  X,  F;  so 
iwbcn  wir  nach  den  vorsteheDdeD  Gleichungen  tn  deren  Bestini- 
nung  die  Gleichungen: 

^C08i(a,  fßi)  f  }'sirii(a,  |  a^) 

siu|ai  sin^oTj 

Acos  i(a^ + Ob)  +  Fsini(<% + a^)  , 

— .  i    1  -|-2sln|ii%»inia^)CosKqe-*-<^i») 
.  8in|a^sin|c[^ 

Biinünirt  man  aus  diesen  beiden  Gleiohungea  F  auf  gewSbn- 
llche  Weise,  so  steht '  auf  der  linken  Seite  der  dadurch  hervor- 
gehenden Gleichung  die  GrOsse; 

X\  sin  \{a^  \  Oq)  cos i(a,  +  «,) — cos  4(aj  +  o^)  «n       +  «2)  * 

=  Asini(ao— «,), 

und  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  steht  ein  Product, 
dessen  einer  Factor  ip,  und  dessen  anderer  Factor  ein  Bruch  ist 
mit  dem  Nenner: 

2siniao*ini«i  siii^ 

und  mit  dem  Zähler: 

SsId  Ioq  sin  4(04. 4^  oo)  ^  2s{n|fik  ski  i(a,  +  a,) 
H'4sinicrQsin^i  8in4a2GOs4(ai  -f  cc^sin^(a^  t^^) 

•^48in|ao8in|a|  sin^OgCosKo^-f  Oo)^>°s(<'i  +  <%) 
SS    cos      —  cos  l(ce^  +  2ao)  —  cosioa  +  cosi(2ai  +  Oj) 

-§■  4siD  lOosin  «a^  singo^  sio  i(ao— -ffi) 
SS   28inK«^— «iXsittK«^-!* «%  +  i%)-f  28ini«^8hiia|  sio^ix^}; 
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daher  ist  aJ«o: 

_  ,     sin ~  g^) { dn  Kap  -j-  a,  +  gg)     2  sin  4«t>  8in|c|  «in ^o^^ 

sinlciiiiMnaisioi« 

Eliniinirt  man  ferner  aus  den  beiden  obigen  Gleichungen  auf 
genuhnliche  Weise  Ä,  so  steht  auf  der  linken  Seite  der  dadurch 
hervorgehenden  Gleichung  die  Grüsse: 

y\  Bin  K««  +  «o)  «0«  4C«i  +  fl^  —  CO»  i(as  +  e^)  sin      +  | 

und  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  steht  ein  Product, 
dessen  einer  Factor  Ip  und  dessen  anderer  Factor  ein  Broch  ii»t 
niU  dem  ff  eoner: 

2  sin  ^oq  sin  ^|  sin 

und  dem  Zähler: 

28in|ai  oon|(a|  -I- 14) —2flin|o^cosi(a^-f  41^) 
=s    sinKS^  -f.  a^) — einlo^—einKok  -ff-  2a^  -^  8in)<% 

=  —  2sin  i(ao  —  o,)  cos  i(ao  +«1+0»); 

daher  Ut  also: 

V'  :„  if^      „  %  —       i„  S»wi(go-  «l)c«g^«o     ftl  -f  g^) 

^  aioiii^9in|«|8iniaB 
Leicht  läset  eich  nun  zeigen,  dase  keine  der  GrOeeen 

•»ni(«^— «i).  »loK«i— «1)*  »in4(%— %) 
veniebwindet;  denn  irXre  etvra 

sini(«o— Ol)  =  0, 
eo  wSre,  «renn  %  eine  ganne  Zahl  iiezeichnet; 

also: 

a^  —     SS  2»«; 

weil  der  absolute  Werth  von  tt(^—ai  nicht  grSeser  ala  2«  ist,  90 
kann  »  nur  —1,  oder  0,  oder  -fl,  alao  nnr: 

folglich : 
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sein,  was  nicht  mü^lich  ist,  wenn  nicht  zwei  der  drei  Punkte 
der  Parabel,  durch  welche  an  dieselbe  Berührende  gelegt  worden 
sind,  mit  einander  zusammenfallen  sollen,  welcher  Fall  natürlich 
ausgesct^lossen  werden  muss;  ganz  eben  so  zeigt  man,  dass  auch 

siiiKo^-^a^   und  6ini(«^— 

nicht  verschwinden  IcSnnen. 

Da  also  8in|(oo  — a|)  nicht  verschwindet,  so  ergeben  sich 
ans  dem  Obigen  fOr  die  Coordinate»  X,  F  des  Mittelpunkts  des 
am  das  Dreieck  FAqAi  beschriebenen  Kreises  die  foigeDdefli  merk- 
wfirdigen  AosdrUcke: 

,    sin^Op    tt|  -f  «2)  +  2 sin  ^Op  sin  |gg  sinje^ 
^  *  sin     siu     sin  ' 

18)  • 

j— co8^(tto-f  «t  +  tta) 
'  sin  1«^  sin     sin  ^u^ 

Bezeichnet  R  den  Halbmesser  des  um  das  Dreieck  FAi^Ai 
beschriebenen  Kreises,  so  ist; 

also  nach  den  vorstehenden  Gleichungen: 


64*^  (sinsOo'sin^ai'sins 


sin  io^'sln  4«, *  sin  »«2* 


64siniao^8in  ^ai^sin 
und  folglich,  weil  die  Grossen 

sini«^,  »in^,  sie 
simmtlich  positiv  sind: 

ein  gleichfalls  sehr  bemerkenswerther  Ausdruck. 

Weil  die  Ausdrücke  18)  und  19)  der  Coordinaten  X,  Y  des 
Mittelpunkts  des  um  das  Dreieck  FA^Ai  beschriebenen  Kreises 
und  des  Halbmessers  R  dieses  Kreises  in  Hezug  auf  a^,  Uy, 
ganz  symmetrisch  gebildet  sind,  so  ist  klar,  dass  man,  wenn 
man  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  und  den  Halbmesser  des 
um  das  Dreieck  FA^A^  und  des  um  das  Dreieck  FA%Aq  beschrie- 
benen Kreises  bestimmt,  ganz  zu  denselben  AnsdrfickeD  wie  vor- 
her geflShrt  werden  muss,  woraus  sich  ergiebt,  dass  die  um  die 
Dreiecke 

TheU  XLYII.  28 
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F AqAi  ,   JFAg    ,   t  A^Aq 

drei  Kreise  in  einen  Kreis  zosamnienralleo,  und 
dass  aise  die  vier  Pankfe  4>t  Ai,  A^,  F  in  einem  Kreise  liegen, 
oder  das  Vieredc  A^^t^F  ein  sogenanntes  centrisches  Viereck 
oder  ein  Kreisviereck  ist,  welches  unmittelbar  zu  dem  folgenden, 
sehr  merkwürdigen«  abrigensliereits sehen  bekannten*)  Satae  ffibrt: 

Der  om  das  tob  drei  an  eine  Parabel  gelegten  be- 
liebigen Berfibrenden  gebildete  Dreieck  A^A^A^  be- 
•ebriebene  Kreis  geht  immer  auch  dnreh  den  Brenn- 
pvnkt  F  der  Parabel;  die  Coordinaten  X,  Y  des  Mit* 
teipnnkts  dieses  Kreises  sind: 

sinKop  +  tfi  -f  Ca)     2sin^aoSin^at  sinjctg 
4P'  8m|o0siniaisin|a2  ' 

_  ,         C0SK«0  -f  «1  +  «2)_  . 

'  =    Bf  •  1^ » 

und  sein  Halbmesser  R  ist: 

o  ^  _____  P   . 

§.  5. 

Weil 

K— «i)  +  («I — «i)  K«*  -  «»)  =  ö 

ist,  so  haben  die  Differenzen 

o^— fl^,   «t— «t»   «»  — «te  ^ 

nicht  sämnitlich  gleiche  Vorzeiehen;  swei  dieser  Differenzen  haben 
also  immer  gleiche  Vorselchen,  und  mit  denselben  bat  die  dritte 
Differena  ungleiebes  Torseieben.  Mit 

<Ho— «i»   «I— «a»   «t— «o 

ballen  natürlich 

gleiche  Vorzeichen,  und  weil  die  absoluten  Werthe  dieser  letz- 
teren Grössen  180^  nicht  übersteigen,  so  werden  mit 


•)  M.  •.  «.  B.  Educatinnal  Times.  Aii«;n«t  1867.  p.m.,  wo 
der  Satz  von  Herrn  Hirst  erwähnt  und  su  dem  Beweise  eine«  anderen 
Satzes  verwandt  wird. 
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aieobar  immer  auch 

gleiehe  Vorseicbeii  haben.  Nebnen  wir  diu  fritoeerer  Beetimmt- 
beit  wegen  an,  dase  o^^o^,  <K^^«<b  gleiebe  VoneicbeD  babea 
und  das«  oq — 0|  damit  ungleiclies  Vora^dien  hat,  ao  haben  aoeh 

sinKtti  —  aj),  610^(0« — Oq)  gleiche  Vorzeichen,  und  sin|(a^— ff|) 
bat  damit  ungleiches  Vorseiehen.   Weil  nan  die  Sinns 

sin^Oo*   sin^tti,  sinja, 

immer  positiv  sind,  so  ist  nach  10)  unter  der  gemachten  Voraus» 
Setzung : 


dain^e^aini«!  alnis^ 

^        dein     sin  |«e|Sin4«%' 

wo  die  oberen  und  onteren  Zeichen  sieb  auf  mnander  beziehen 
und  die  obeteo  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind,  jenaeb* 
dem  o^— ci^,     — o^,  a^^-ob  besiebnngsweise 

nagatfr,  positiT,  positiv 

oder 

positiv,  negativ,  negativ 

sind. 

Nach  einem  bekannten  Satte  ibt: 
also  nach  20),  12),  19): 
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21) 

\.  A  A  A  —  -.-'P**'"  ^("o  ~    )  —  «2)  sin —  «0) 

A  ^  ^  X>  _  3:  ;>^sin^(fto-a|)  

A  ^      JP       ,        P^«in4(<^— ttp)  _ 
Hiernach  ist: 

—  i-jj*-  2».8io|ab«»ini«i«siiii«a«  •2«.8iniao«sinia,«sina,*' 
also: 

22) ...  A  ^0^1  ^.  i\ ^i^aF.  A  A^A^F  =  £!?!:i^^^^^4!^^ , 
oder : 

Bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  in  das  Dreieck  JqA^A^ 
besehriebeneo  Kreises  durch  r,  so  ist  bekanntlich: 


«0+ 

Nach  20)  ist: 
und  da  mm : 

sin      —  oj)  +  sin  Kee,  —  «0)  —  sin  |(o^— Oi) 
=~2siDi(ii^— at)co8i(«^  +  a^— 2at) 
— 28iDK«6-«i)c<»K«<b— «k) 

48iDK«^~a|)co8Kai— a|)c<»8|(«t— 0^ 

ist,  so  ist: 
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also  nach  dem  Obigen: 

^         p'sin  |(«o  —  «t )  8in  ^(ft,  —  tta)  sin  \(a^ — «p) 
3* .  «in  lo^^aiD  |a|*aio 

 aip^paiplgt  »in  |ttg  

und  folglich  offenbar: 

Leicht  kann  man  auf  ähnliche  Weise  auch  Ausdrücke  für  die 
UaibnieMw  der  io  die  Dreiecke 

A^AiFf  Aid^Fg  A^AqF 

beschriebeneD  Kreise  finden,  was  wir  jetst  nicht  weiter  aasf&b- 
ren  wollen. 

Die  Winkel  des  Dreiecks  AqAiA^  «vollen  wir  durch  Aq,  Ai, 
A2  beseicbnen. 

Dann  ist  bekanntlich: 


nach  ^  ist: 

Ol  -Mit     Oo  -|||-  8ini«o*siniaj2fiiDi«,2  ' 


und  da  nim 

sin  i(ao  -  «1  )•  —  sinK«!  - 
=    {sini(ao  — oj)  +  sin  K«!- «2))!  sin  ^(0^- oj)— sin  i(ai—a^} 
SS  —  28ini(i^  ~«o)cos^(V>--2<ii -f«^ 

= — sin  i(«2--  «o)  sin  i(«o — 2a,  +  o,) 
ist,  80  ist  der  Zähler  des  vorstehenden  Bruchs : 

SS  —  2siDK«o— a|)  COS  i(oi  —  sio 

folglich : 


I 
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also,  wenn  man  filr  R  seinen  bekannten  Werth  setzt: 

1^  _     jgCOsi(«o  — «i)cosl(«,  ~«2)8inKa,-«»o) 
_     peesKcp— «i)sin|(«,  — gg)  sinjf(<ca— «o)  ^ 

Der  Werth  von  9  stimmt  mit  dem  oben  io  24)  gefundenen  Wertbe 
von  r  genau  ilbereln,  wie  es  sein  mnss. 

Im  Dreieck  AqAiF  ist: 

"     '  sil'im'ao 

und  nach  dem  Obigen: 

-•^•a  ^2  — £!  W  +  sin  —  sin  ^(«q  -  «J^ . 
'la  -fr»  —0%  —  sloK*8ina,2sini«4*  * 

aber :  | 
sin       +  8in  4a,« — 8ini(e^  —  44)*  I 

=  2sin  ^B\n^  (sin  i«o*ii>i<4  4-  co8|«eocos  «j) 
=:  2  sin|a||6in     cos  ^(«0  —  «i) , 

aUo : 

—  8  sinKsini-isiniV 
fernef  ist  nach  dem  Obigen:  , 

2r,arao  =       »in  ^  sin  j«,  sin 

also: 

cos    AqFAi  =  cos      — «1). 

Im  Dreieck  AiA^F  ist: 

und  nach  dem  Obigen: 

2  1      2       2— p!  sin  »«1  ^  -f  «in  j V  —  sin       —  «^)« , 
r«,  +'•01  —«0  — 8in4a(»«siniaia8lniV  ' 

aber: 

sin  |«|*    sin  i««*— ein  iC«!  «s)* 

=  2810     sin  ^  (sin  ^|  sin      -f  cos^  cos  ^2) 
s  28ini«|  sinlogcos^ai  — og) ; 
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also: 

+ro,  -oo  ~8  -^|^s^„^^|^* 
ferner  ist  nach  dem  Ob^os 

also: 

eoa^JiFA^  =  cosi(o,  — 
£s  ist  im  Dreieck  ^^4»^: 

cas^J,F4,  =  ^2i!  +  rit^, 
uDd  oacii  dem  Obigen: 

+'^"     «1  -16-        sinK*«ii»*?a5?  • 

aber: 

sio4«4«+sin|«o«— sini(o2  -  «o)^ 
=  Sein  ^2  «ii^  i^'o  ('^in  W     ««'o  4-  cos  i<KaCOs|<io) 
S£2siul«a  sin|i«oCOsKa^— «o)> 

also: 

ferner  ist  nach  dem  Obigen: 


cos  ^A^FAq  =  cosi(at — a^). 
Hiernach  ist  also: 

cos  Z  AoFAi  =  cos  i{«o — «1 ) , 
cos  ^  =  cos  ^(«1  —  oj) , 

cos  ^  J^F ^0  =  cos      — «o) » 
folglich  nach  25): 

cos  ^  .'io^^-^I  = —  COS  A^, 
cos  ^  ^2^'^  =  CO» 

SS* 
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Von  der  Richtigkeit  dieser  Resultate,  dip  hier  nur  entwickett 
worden  siDd,  um  eine  Controle  für  die  Richtigkeit  der  obigen 
Entwickelung  zu  haben,  wird  man  sich  leicht  uberzeusjen,  weno 
man  nur  die  rücksichtlich  der  La2^e  der  Punkte  der  Parabel, 
durch  welche  die  Berührenden  gezogen  worden,  oben  gemachte 
Voraussetzung  gehörig  im  Auge  behalt  und  sich  natürlich  erin- 
nert, dass  AqAiA^F  ein  Kreisviereck  ist,  wie  wir  oben  bereite 
bewi«««o  haben.  Zur  Erlioterung  und  VeranscbauUchung  buin 
die  Figur  sa  dieser  AbuodliiDg  anf  Taf.  XII.  dieoen. 


Im  Dreieck  A^A^F  Ut; 

cos  ^  A^AqF  = 


2  r  « 


und  naeb  dem  Obigen: 

-»X»  «— ^  Pin  Hat  -  «Jg  -f  sin  jcfp» —siniV . 

«I  TT,,     roi  -  Jg.         äiui«^«8ini«,asiniV  * 

aber : 

•in  ^«t—ttf^  -f  sin  4«o«  —  sin  4«%* 
=5    2  cos  4%8in  ^  (cosia%  sin  lo^  —  sfaii«%coa  |«f^ 
Ä — 2  cos        q  s«(o  sin  i(öi  —  «o)  5 

also : 

«1  +na     »-Ol  -      8  »inio^siniaa^sin^** 

ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

ft„  ^        •  -«o)  . 

-««iris  — ±  y  sinittysiniai^siniaa*' 

also : 

cos  ^  A^AqF  =  ^  cos  io^. 

♦ 

Im  Dreieck  AtJ^F  ist: 

cos^d.il.F  = — 3-=^  

■  *  Soor«, 

und  nach  dem  Obigen: 

-.»X-  »  •  »  — £!  sin — c^)« -f  sin jct«— sin ^* , 
«0  i-'lD  -»"Ol  -15-         sinic^2siniai«sini^^  ' 

aller: 

aini(c,  — «2)'"* +  6in^ai* — sin^Oa* 
=  2 sin      COS      (sin  s<i(i  cos  la^  —  cosio^  sin  ^a^) 
s=  2  sin     cos  ^  sin      —  o^  > 
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ferner  ist  oadl  dam  Obigen: 

^flo »-ao  -  ±  8  •  sin  ia^2      1«^  » 

also: 

ees  ^  iliili  F  s cos  lo«. 

Daher  ieti 

cos  ^     j.^o'''  =  ~"  <^<>8  ^  ^i^l  ^* 

vras  wiedernm  gani  mit  der  Natnr  der  Sache  fibereinstiinnit,  wo- 
bei zur  Erläuterang  auch  jetzt  die  Figqr  sv  dieser  Abhandlung 
auf  Taf.  Xll.  zu  vergleichen  ist. 


Im  Dreieck  A^AiFialii 


und  nach  dem  Obigen: 

«»  +ne  -«-ao  -16-  sinioo'^sinK*««»*«»* 

aber 

sini(«b— «i)  -l-einia^^^siDlo^* 
s  2sin|a^co8|«i  (sin|«^co8}a|  —  coe^sinlsi) 

SS  2siOiC(oC08      sin  4(^0 — di) ; 

also : 

j.«^  a    -  a  —  ?!  _cos^«i  sin^(ßo:i^)  . 
«i  1-na  — —  8  •sin4aoijiii4ai2sinia4** 

femer  ist  nach  dem  Obigen: 

»Vka  — 1-  8*sinioo8iniai»8ini«,*' 

eise: 

-CO«  ^  AiAqF  =  +  cos  ^«1. 
Im  Dreieck  AiA^F  ist: 

und  nach  dem  Obigen: 
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««a.r  »— «  — ?!  aiPto  —Ca)*  -f  sin  K«— 8in|gt« 
aber: 

=—2  €08      8iD  ^012  si  n  iC«!  —  Oj)  , 

•lao: 

ferner  ist  nach  dem  Obigen: 

W   —  A  8inl(g,— . 

^Voi  -  ±  g  •8lnK*smi«i2si„  . ' 

also: 

C08  ^  ^il^F  SB  qp  co8|«|. 

Daher  int: 

C08  ^  AiAoFsss  &M  ^AiA^F, 
wie  es  sein  luuss. 

Im  Dreieck  AoAiF  iet: 

and  nacA  dem  Obigen: 

«.»4.-  2    ,  »iPK«b- +  «in ^«1«-- sin jctp« 

^  »^i»  -16*  8ini«^*8bK«8inÜ^ 


^  aber: 


+ainl«i«-8in4i^o* 
s    2eo8^8iaii^(co8|«i^8in|iii|  —  8in^G08^) 
s— Seoslobain  1«^  ainKo^ — «1^) , 

alflo: 

femer  int  nach  dem  Obigen: 

8  *  Bio  i«o«sini«i  sin^«««  * 

cos  ^  AftAiF  =  i  cosioQ. 
Im  Dreieck  A^A^F  ist: 
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008  ^  A^A^F  =  . 

und  nach  dem  Obigeo: 

^«o-,  2    ,  2— 81  n ;(aa — «0)« -f  gin —  «in . 

«1  +roi   •iiilao'«i»l«i*«inK*  ' 

aber: 

SS  2sio^cos^o(8inf3(sCos^~co8ias8ioiaQ) 

also  : 

ferner  ist  nadi  dem  Obigeo: 

5-.-  —xfi?        eini(«a— «0) 

cos  ^AqA%F  Z=Z  COS^IKq. 

Daher  ist: 

cos  ^  Ai^iF  =  cos  ^  AqA^F, 

wie  es  sein  mnss. 

Wir  wollen  die  vorher  gefundeaen  Kesnltate  noch  karz  zu- 
sammenstellen : 

eoeilos  eoa^AiFA^sz  cosK«^-^«^» 
eosili=  eoB^A^FA^:=  cosiCok—«^» 
cosilgs — cos  ^A^Ax  B — cosKo^-^o^i) ; 

zo^^AqAxF—    cos  ^  ^0^2^— i  cos  ^«o, 

cos  ^ii^iloF  =s^cos4^  cos 

Wir  wissen,  dass  A^,  ^t»  ^  die  Winkel  AiAqA^,  A^iA^^ 
AqA^i  des  Ton  den  drei  Berflbrenden  der  Parabel  gebildeten 
Dreiedn  sind. 

§.  6. 

Wir  wollen  mm  snr  Bestimmnng  des  Scbwerpnnkts  des  durch 
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die  drai  BerOhrendeo  der  Parabel  gebildeten  Dreieeks  A^%A^ 
desseo  CeordiDateo  X  eeie  mogeo,  übergeben«  end  erhrnem 
SU  dem  Ende  saerst  an  die  folgendeo  Formeln  der  analytiacben 
deemetrie: 

Wenn  (j^qJ/o)  (^i^i)  Pnokte  sind,  und  es  soll  auf 
der  dnrcb  dieselben  gebenden  Geraden  von  dem  Punkte  {x^^ 
ana  nach  dem  Punkte  {xiyx)  bin  ein  Stflck  abgeschnitten  werden, 

welches  ~  der  Eotfernang  der  Punkte  (oto^o)  i^iSfi) 

ander  beträgt;  so  sind  die  Coordinaten  x,  y  des  Bndpunkts  die* 
Stocks  bekanntiieh: 

 (m— w);ro-<-njri 

 m  ' 

y  _  _j  

Die  Coordmaten  des  Mittelpunkts  von  AoAg  sind: 
9)  fet: 

«  j.«  ,  f sinU«!  +  «a)  I  »(«g 4- gp) K 
Sfis  i-3fto  —  iP  \»|Bi«4sini«i  +  sinio^sini«^}  * 

also: 

,   psin  ^(c^o  cos 

_P  2sin Kei -t- «g) sin ^ -f  2 sin + a^) sin K . 
yia  +  yio  —  'S-  sinii^sini«,  sin^e^  * 

der  ZShler  des  letxteren  Bruehs  ist  nach  einer  bekannten  Zer* 
legnng: 

co»i(«4  4-  «f»— «b)— C08i(a^  +  «t  +  «t)  +  co»      +  «o— «i) 

— cosKo^-ftti-f 
saSlcosKoii»— «ri)cosiaa— cosi(«^-|-oii-|-4^)); 

daher  atod  die  Coordinaten  des  Hittelpunicts  von  AoA^ : 

p  sin  4(«o     «1 ) cos^a^ 
8  sin      sin  « a|  sin  ' 

cosi(«b—«i)cosiag  —  cosiCcp-f et+g^ 
8*  sini%siniatsin|i% 
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Von  diesem  Mittelpunkte  der  L  ini©  Af^Ai  an  muss  man  nun,  um 
deu  Schwerpunkt  des  Dreiecks  A^A^Aq^  zu  erhalten,  auf  der  von 
dem  io  Rede  stehenden  Mittelpunkte  nach  dem  Punkte  A^,  des- 
sen CoordinAten  bebaonlHcli : 

IpcotiooCOtiori,    ipCcotJoo  +  cotia,) 

sindf  gezogenen  Geraden  nach  A^  hin  den  dritten  Theil  der  EvtU 
fernung  de«  Mittelpunkts  von  AqAi  und  des  Punktes  A%  von  ein- 
ander abschneiden ;  dadurch  erhält  man  nach  den  obigen  ulip:c- 
roeiuen  Formeln  der  analytischen  Geometrie,  in  denen  man  n  =  l, 
m  =  3,  m — »  =  2  so  setzen  hat»  offenbar  die  folgenden  Giei- 
cbungen : 

4 '  sin     sin  ^u^  sin  i«^ 


810  iooeio  |fl^  ein 


^iuo  ist: 


P 

+      (cot^ßü-l-  cotic,). 


sinlCao  +  «i)co8iora 


 28ini(a^-f  oti )  cos     +  2  cos  ior^  cos  ^|  ein  ^  ^ 

2sin^o^^'i'i^i  ^^'^1'%     "  ' 

der  Zähler  ist: 

•loK«b  +    +««a)  +  sinKab-l-ek 

8    sin  4(«o  +  «1  +  «a)  +  sin  i(ao  +  cfi  —  ««) 
4-  lein  \{tt^  +  or,  +  oj)  —  i  sin  ^{ofo  +  er,  —  o^) 
+  ssini(a„        +  cf^)  -|- 4  8ini(— a,,+aj-f  Oj)  - 

s=    |sin|(ao  +  «,  +  ofj) 

+  isini(— «o  +  «i  +  «t) 
+  isin^(ao— «1  +«1) 

=  •I»4(ak+«»)ooe4ao 

+  sin  i(aa  +  «0)  cos  i«i 

+  sin  i(ao  +  «1)  cos  i% ; 
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daher  Ut  nach  dem  Obigen  offenbar: 

3«iiiKab-f-%-f%)  ] 


fliA  li^iin  sin 


24  «0  iOo  8in     8tn  ^ 

Fenar  ist: 

co«i(cb— ai)co8^a,--co8i(«o-|-C|-fa^ 

sin  iaofiin  ^a^sÜTi^  +  («rtiob+  «Iti«^) 

CQg Ki^ — )  cos  jtt^ — cos  i(tto       -f  oa)    sini(cf„-f  «,2 
ainloQsin^ai  siii^Oj  sinyao^in^aj 

 2cosKa^ — ai)co8icB  -f  2 si n  \ (a,,  f     si n  joct  —  2 co8 K<»b4-<»i  -h«^) . 

~  2810x00  sin  ^a^  sin  ' 

der  Zahler  ist: 

+  c«84(ai)  +  «I— —  C08K«^  +     +  1%) 

SSS      C08i(—  «0  +  «1  +  «2) 
+  C08i(o!o  — «1  +««) 
+  COS  i(«o +«!—«») 

—  3  cos  i(ao  +  «i  +  «2) 
=    tcos4(— Oq+Oi+o,)— co«i(ao  +  ai+«t)) 
+  {co8i(a^  — oii  +  «1)  ~eo8i(oö-|-«^-|-o^| 

+  28ioK«^^fl^8ill|4H 

also  iat  nach  dem  Obigen  offenbar: 


f 


+  cosi(ao  +  a,  —  c^) 
— 3cosi(ao  +  «1  +  «2) 


sin  icKo  sio  ^«^  sin 
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12*  sin'ltt^sioiai  8in^ 

Wir  haben  aJso  die  folgenden  merkwürdigen  Formeln  zur 
Bestimmung  der  Coordioaten  des  Schwerpunkts  des  Dreiecks 

30) 

.  18'      ein|fli^siD|a|  8iQt%  " 

+  cosi(«o  +  «1— Oji) 


oder: 


yt  _  P    '  —  3cosi(flro-|-tti  +0,,) 
24*  dnia^sioifl%sio|as 


31) 

jn^JL^  co«i«o  s'Pi(tti  -f  «i)   cos^i  gin^(tt,  Op)  j  cos^aKsin^(ao  f  a, ) 
^24*  sinioosiniaisini«^  ' 

yt^E,  »^Pi^i«i'K«k4<t«)-t-s«nl«t  sin¥(«<+«o)  -fr  •ii»i«%*iPK«^ii-f  «■) 
12*  .sioia^sioia|Siii.i4% ' 

•  •       '      '  '     '  • 

Wir  suchen  endlich  noch  den  HShendurchscbnitt  des  Drei- 
ecks AqAiA^,  dessen  Coordinaten  X" ,  Y"  sein  mugen,  und  er- 
innern SU  dem  Ende  zuerst  an  die  iolgenden  Formeln  der  analy- 
Ütehen  Geometrie: 

Wenn  (xq^o)  i^iVi)  Punkte  sind,  und  es  soll  anf 
der  durch  dieselben  gehenden  Geraden  von  dem  Punkte  {x^y^^ 
ans  auf  der  Verlfingenmg  der  Geraden  zwischen  (ds^o)  nnd  {xi^fx) 

(s^dfo)  Uaan  eis  Stffeit  abgeedinitleD  werden,  wekbes  £ 

der  Entfernang  der  Ponkte  (xd^q)  und  {xi^i)  von  einander  be- 
Tk«U  XLYU.  19 
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0 

trigt;  so  sin«!  4io Coordinaten     f  te  Endpmito  dieses SUkte 


belHwatiieb: 


 (n-f  tt)i^  — na:, 

«r  «HB  ■  " 


B«lnBiillich  liegen  der  Mitlel|niiikt  dee  «mediriebeBeD  Krei- 
ses, der  Schwerpunkt  mni  der  HSfcemiiirebacliiiitl  in  einer  gera* 
den  Linie;  der  Scbwerpmkt  üagt  swiscben  dem  MittelpnnJite 
des  amschriebenen  Kreises  und  dem  HOhendorchscbnitte ;  und  der 
Hohendnrcbscbnitt  ist  von  dem  Schwerpunicte  doppelt  so  weit 
entfernt  wie  der  Schwerpunlct  Ton  dem  Mittelpunlcte  des  nmschrie» 
beoen  Kreises.  Wollen  wir  also  die  obigen  Formeln  der  analyti- 
scben  Geometrie  in  Folge  dieses  Satzes  zur  Bestimmung  von 
X\  Y"  anwenden;  so  mfissen  wir  in  denselben  n  =  2,  m=:1, 
tn-f  Ji=3  und  fär  ütQ,yQ\  ^it^ii  respective  X',  Vi  X,  Y; 
X*,      seilen,  wodoreh  wfe  «!•»  «rbnit«Bt 


Felgiich  ist  iMch  30)  md  l^i 


p  äin  i(go  -t-  ctj  -j-  «t)  -f  2sin|a^  sinjgi  sin|a^ 
J  *  «lB|i^«toii%eioi<% 


4  *  sio  i«^  sin  ioi  sin  ' 


aieo: 
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i 


E«  ist  aber: 


aiiiK-o^4«i  +  «^) 

+  sioi(<b-l-«k-<^ 
— si]ii(fl^4«!i-l-«i) 

— ^*  sio|a^^|«|fliD4% 

-l-cosK«^— Ojl-f  iiil) 

+  COsi(ao  +  «i 

sin|<^sia|c%  aini«^ 


SsiD  4«to  sin  |a|  sin 

as    28ini(— c^-fai^«^ 

-|.2aiii4(ab— %-fa^ 

•f.Saiai(flb4ak-flta) 
^SainKfl^-l-ak-l-«^* 


iB  *      siD  1%  sin  810 

-|-«oaK^+«k-«^ 

8*  8iD|«;i>8i|iiai8in|a^ 
Der  ZUil«  vo»  JT  ktt 
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+  iio  i(oo  +  «1  +  Ca)  —  sin  i(oo  —  «,  + 
+  sini(ao  +  Ci  +02)  — 8ini(«o+«i  "-«•) 
—  28ini(ao  +  «i  +  «t) 
Ä    2  sin     cos  i(ai  + 
+  2  sin      cos  i(a,  -|-  ofo) 
4  2  sin  io,  cos  i(o^ -I*  o^) 
— Ssin  iCo^-l- «1 -f  «1), 

«nd  der  Zibtor  toii  Ist: 

«I  +0,)— COS  i(ao  +  0|  +  «t) 

•l-cosKci^-f  a^^«^— coaKcfb+ok 

SS  3«iA|a^8iD|(«|-f 
•I-  Ssin  ^1  sin      -f  0^ 

+28iniftj6in  ^(«0  +  «i) 
'|-2co8  4(ao-f«(i  +  «2); 

34) 

•f  aiD|<%eoBK«^f  a,) 

— sini(ao+ai  +«») 


sinioi»  810  sini<% 

•iiiia^tiDKAi-l-«^ 

4-sin|«(|  8mi(o,  +  ao) 

4  *      «in  locosin  8ini4% 
Weil  nno  aber  nach  dem  Obigen: 

«in  i(«o +  + 
—  siniC— «0-1- «I -|-"t) 
^8ini(tto  — «i+oi) 

SB — 4fliii|o^0iiii<%  iiais 
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ist,  so  ergiebt  «ich  aua  der  ersten  der  zwei  GielcbangeD  33)  die 
merkwfirdige  GleiobuDg: 

3S)  •••■•••••#  JK"  f 

worin  der  folgende  Sats  ausgesproehen  ist; 

Die  Hühendurchschnitte  aller  durch  drei  Berührende 
einer  Parabel  gebildeten  Dreiecke  liegen  in  der  Dl- 
rectriz 

4coa|aoeo8|«i  eoa^ 

an    2cosi(«o  +  «i)  cosio, -f  2cos4(«o~"**i)  co»i«« 

=     C08i(«o  +  «| 

+  C08i(— «o+«l+«l) 
+  CO8^O0  — «1  +«») 

folglich: 

cosK—Ao-f«! -!*«•) 

+  COSi(a(,— 

+  COS  i(«o +  «!—«») 
—  C08i(oo4-ai  +  a,) 

=  4C08  ia^^COS      COS  ^^^CQB  i(<^  -f    ~l*  ^ 

iat;  m  lat  aaeh  8^  aoch: 

3g«\  F**  —  *    2  cos  ^gp cos  i«i  cos     —  -f    4-  H) 

Die  Coordinaten  X' ,  Y'  des  Schwerpunkts  kann  man  nach 
30)  und  den  vorbergehenden  Entwickelnngen  auch  auf  folgende 
Art  aoadracken: 

36**) 

p   sin  ^0  sin  4«i  sin      ^^      i(«o  -f    -h  ««) 
siniaosinioisin^  * 

»  coa  i«»o  coa     cos  ja» — cos  i(ao   «i  -j-  •«) 
o*  ain|fl^ain|aiainias 

Ana  35*)  md  35**)  argiebt  aieh  aneb  die  Ralalion: 


Maa  Ttffgleidie  die  an  iieier  Abhandlung  gehörende  Figw  auf 
Taf.  m 
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Durch  Verbindang  von  31)  und  34)  erhilt  man  leiefats 


36) 


37) ...  tMigiK-f«i+«i)»— 'P7:::|p77»— ff7::rT»* 

Qod  andere  bemerkenswertbe  RelatioDen  würden  sich  aus  dem 
Obigen  noch  verccbiedeoe  ableiten  laMen,  wobei  wir  aber  oicbt 
Uoger  verweilen. 

Nar  um  eine  Controie  (ur  die  Richtigkeit  der  früheren  Rech- 
nungen zu  haben,  bemerken  wir  noch  Folgendes.  Schreiben  wir 
die  GleichuDgen  36)  auf  folgende  Art: 

lY'^VI^     P  8»"i(«0-t-gl 

und  ▼erblndeB  damit  die  ans  dem  Obigen  bekaimteo  GleieimBgeD: 


so  er  halten  wir« 


3JK'~jr"=2jr, 


F"— ^    •^"i(«o-l-»i-i-«a)      y     v_         cos|(«o4-gff  <h) 
^  —  8'8iDK«inK«in|si~'  '  8*sioi«oSinicii«ioW 

Die  Richtigkeit  der  streiten  dieser  beiden  Gleichungen  eriullet 
sofort  ans  1^;  fQliit  man  in  «nls  doa  Wertb  tob  X  eio,  so 
•riiiüt  man: 

£  •^pjK-i-**!  ^^"«)     P  sini(«o4-«t  -h«a)-t-2sin4go8iii4«»|gini«, 
^^sioK»ni<>i«iBi«»  sinKsinKsiniH 
also: 

was  voUstlBdIg  Wt  35)  «iistei&stimmt. 
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sauen* 

BleoMatar^geoMtriMlier  Bewda  des  ^atami 

ffDttlaeiilge  Tjnad^an  von  glcich^ossen  Griuldfl&cheii  und  fldcfe.« 
gsomem  WSb»n  M«i  gUXfihgfomb  TalvaiitA^**). 

Vn 

Herrn  Profetsor  Dr.  Begt^l 
u  der  UaiT«nitit  in  Har^or^. 


{.1.  Erklirangeo. 

1)  Wird  ein  gegebenes  Prbma  fiber  seine  EadMi  hinaus  ins 
Uoendlicbe  fort  verl&ngeitf  lo  dass  dabei  die  dagewesenen  End- 
flächen beseitigt  werden,  so  geht  es  über  In  ein  Piisna  ebn« 
Endflächen,  in  ein  endlecM  Priana. 


*)  In  den  in  Deutachland  fibliehen  Compendieo  ond  Lehrbachern  der 
EtMnente  der  Geometrie,  «o  weit  sie  mir  bekannt  «ind,  iit  der  Satz,  auf 
woiclieni  fut  all«  Tolnnbattlmninngen  von  KSrpam  bsiidMat  wIMBIA 
dar  8alst 

„dreiseitig«  Pyramiden  tos  glelefcgreaaea  Ornnd- 
fliehen  «nd  gielehgreasen  Hihen  haben  gleieh- 
groaae  Velamlan** 
ateta  nnr  mittalst  der  bekannten  Esbanetienenielhode  bewieaea. 

Oieae  Methode  gehört  aber  streng  genoniBMn  nicht  dar  Blemeninr- 
Oeonetrie,  aondorn  der  höheren  Geometrie  an. 

Sie  ist  hei  den  betreffenden  Unteraacbnngen  ober  krnmmlinig«,  oder 
hmaunflaehige  Raemgebiide  nicht  an  umgehe«.  Aneh  mag  ea  Tom 
pldagogiscfaeo  Standpunkte  am  für  laliaaig  und  für  zireckraBatig  ener- 
Itaaat  werden,  den  Schüler  nicht  bloi*  da,  we  ee  (wie  a.  B.  schon  bei 


484 


ß€$seh  Siweü  äet  8aiu$  mm  äir  CMekkHt 


2)  Wird  ein  endloses  Prisma  von  zwei  ebenen  einander 
parallelen,  die  Seitenkanteo  schneidenden  Flächen,  den  End- 
flächen, durchschnitten,  so  helsst  der  zwischen  den  beiden 
EndOächen  enthaltene  Theii  des  endlosen  Prisma's  ein  parallel- 
eodiges  Prisma. 

3)  Ist  ein  endloses  Prisma  von  zwei  ebenen,  die  Seitenkanten 
schneidenden,  einander  nicht  parallelen  Flächen,  den  End  fläch  en, 
so  durchschnitten,  dass  kein  Punkt  der  DurcbscbDittslinie  der 
beiden  Endflächenebenen  dem  Prisma  selbst  angehört,  so  heisst 
der  zwischen  den  beiden  ELndflächen  enthaltene  Theil  des  Prisma's 
ein  nicht  paraileiendiges  . Prisma. 

4)  Ist  ein  endloses  Prisma  von  zwei  ebenen,  die  Seitenkantea 
schneidenden,  einander  nicht  parallelen  Flächen,  den  Endflächen, 
so  durchschnitten ,  dass  mindestens  ein  Punkt  der  Durchschnitts- 
lioie  der  beiden  Endfläcbenebenen  in  der  seitlichen  Begrenzung 
(Seitenfläche),  aber  keiner  innerhalb*^)  des  endlosen  Prisma's 
liegt,  so  heisst  der  zwischen  beiden  Endflächen  entbaitene  Theil 
des  endlosen  Prismas  ein  Prismatoid. 

5)  Wir  nennen  jeden  der  möglich^  (so  den  Settenkaoteii 

senkrechten,  mithin  einander  parallelen,  also  einander  congruenteo 
und  coincidenzmässig  liegenden)  Querschnitte  eioea  eodioMA 
Prisma's  einen  Zoneoschoitt  desselben. 


gewisteo  Lehrdn  vom  Kreiae)  nothig  i«ti  foirtlSiiiiadh'bi-MiereBFilleB, 
im.  der  Anwendung  dieser  Methode  bu  üben.  Man  kann  aber  oflfiBBbar 
mit  Recht  fordern  ,  dass  der  Schüler  mindestens  daneben  aach  darauf 
•nfmerksam  gemacht  werde,  dass  man,  abgesehen  rnn  der  Parallelen- 
theorie, überall  da,  wo  von  geradlinigen  ebenen  Figuren,  oder  von  eben- 
flSdiigeii  Körpern  di«  Bede  Ußt  die  I^fhrtälse  Iv  Elementar-Geometfi« 
beveiaea  kaaai  ebne  dabei  geaSchigC  sa  seia,  Metbeden  der  biheiea 
Ckömetrie  aar  Anwendung  an  bringen. 

Pa  der  Beweis  des-  erwibalan..Sateat,  welchen  diese  Abhaadlaag 
darbietet,  sich  dadurch  empfiehlt,  dass  er  dem  Qebiete  der  Klenentar- 

Geometrie  angehört,  also  insbesondere  kein  Exhaustionsbeweis  ist,  und 
dass  er  dabei,  bezüglich  auf  Anschaulichkeit,  dem  üblichen  Exhaostion«- 
ßeweise  mindestens  nicht  nachsteht,  so  dürfte  seine  Bekanntmachung 
eiaer  weileren  Beehtfrirtigung  aldüt  beddrfea.  Man  vergleicbe  fibrigeas 
die  Ldbren  Baklide  dber  dioMU  Gegeaetaad. 

*)  Schneiden  die  beiden  Endflächen  einander  innerhalb  des  endlosen 
Prisma's,  so  schliessen  sie  nicht  einen,  sondern  mindealeaa  swei 
Theile  de«  endlosen  Prisma's  ein. 
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6)  Der  Zoneoscbnttt  eines  gegebenen  endlosen  Prismas  heisst 
sogleich  auch  Zonenschnitt  eines  parallelendigen ^  oder  nicht 
parallelendigen  Prisma*^,  oder  eines  Prismatoides»  wenn  dieses 
Prisma,  oder  dieses  Prisroatoid  ein  der  betreffenden  Erklärung 
2,  3  oder  4  entsprechender  Tbeil  des  gegebenen  endlosen  Pris» 
ma's  .ist  —  lllaii  hat  daher  nicht  nur  Prismen,  soBdsrn  wank  Prfa» 
matöide Von  Sseitigem«  4aeitigem,  Sfeitigma  q,9.w,  ZononsebBitt 
sa  aotera'eheideli: 

7)  Als  Prismatoide  mit  3  seifigem  Zonenschnitt  sind  za  be- 
trachten: die  Pyramiden  mit  paralleltrapezfürmigen  Grundflächen, 
die  Pyramiden  mit  paralielogramraatischen  Grundflächen  und  die 
Pyramiden  mit  dreiseitigen  Grandflächen*). 

8)  Koramt  bei  einem  Satze  oder  dessen  Beweis  die  Anzahl 
der  iSeiten  des  Zonenschnittes,  also  auch  die  Anzahl  der  Seiten- 
kanten eines  Prisma's  oder  Prismatoides  nicht  in  Betracht,  so 
werden  wir  hier  (der  Versinnlichung  wegen)  Prismen  und  Pris- 
matoide 80  darstellen,  wie  es  folgenden  Angaben  entspricht 

a)  Ein  endloses  Prisma  durch  eine  Figur  wie  Taf.  XL  Fig.  1. 
Es  sind  dabei  die  Seitenkanteo  ttidit  iiotbweod%  stets  derEbeno 

dar  Figur  patallei  SU  danken.' 

>  <i  .''.I  •      »  «  1   

b)  Ein  psraUelendiges  Prisma  dareii  Md«  wie  Taf.  .XI. 
Fig.  %f  b  «relchsr  oABi  das^darsostellends  Prisma  badsntet  Wir 
denken  ms  dabei  die  Endflicshen  snr  Ebene  der  Zeicluning  senk- 
fecht,  so  dssfi  s|e  durch  blosse  gerade  Linien  tuA  und  bB  dar^ 
IIM^llt  werden,  und  die  Seitenkanten  nur  .  dann  als  der  Ebene 
der  Figur  parallel  zu  denken  sind,  wenn  zugleich  der  an  den 
Seitenkanteii  senkrechte  Zoaen^cbnitt  ais  an  dieser  filMnf»  aenl^ 
recht  angsfioiiimea  wird.  . 

■         

e)  Ein  nicht  paralielendifes  Prisma  durch  eine  Figar  wie  TatXI. 
Fig.i,  in  welcher  aili76  das  dannstellende  Prisma  bedentet  Wir 


*)  Die  Pjrramide  mit  parallelogrammad«cber  Grundfläche  bat,  aU 
SMitigea  Priraratoid  heltaebtet,  •  dreinllige  etadfliebea,  ebe  4iaitig« 
oad  1  dreiseitige  SeiCesfliehen,  6  EndkaBCen,  aber  aar  t  SeitinliaataB 
Oodeafr  die  dritte  ob  Iifliigess>iraU  ist). 

'  IMb  dteiad^ie  Pjrramite  bat,  als  Sseitiget  Prismatoid  betrachte^ 
2  dreiseitige  Endflächen,  aber  nur  2  and  zwar  dreiseitige  Seiteoflächen 
(die  dritte  Seitenfläche  tat  zn  einer  bloaaen  Kantenlinie  geworden).  Sie 
hat  6  Endkanten,  aber  nur  eine  Seitenkante.  (Die  Lftl^  der  beiden 
anderen  Seitenkantca  iat  sn  Null  gewerdcn). 
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denken  ans  dabei  die  beiden  EodflSchen,  mitbin  aacb  die  Durch* 
Schnittslinie  der  beiden  Endflächenebenen,  als  zar  Ebene  der 
Figur  senkrecht,  so  dass  die  Endfl&cben  durch  gerade  Linien  aA, 
bB  dargestellt  werden.  Die  SeitenioDten  sind  dann  nicht  notb» 
wmdig  In  jedem  Falle  der  Ebene       Zeldbnong  parallel. 

d)  Ein  Prismatoid  durch  eine  Figur  wie  Taf.  XI.  Fig.  4.  (in 
welcher  A(ab)B  das  Prisniatoid  vorstellt)  so  dass  wir  auch  hier 
die  EndflSchen  als  zur  Ebene  der  Zeichnung  senkrecht  annehmen, 
sie  mithin  durch  gerade  Linien  aA,  bB  darstellen,  bei  denen  die 
Punkte  a  und  b  zasammenfallen  *).  Die  Seitenkanten  aind  dann 
nicht  in  jedem  Falle  der  Eigene  der  Zeietmang  parallel. 


J^edte  pwalleleadige  PrUn»  a  M  an  Inlalt  gUI«li 
eivtm  geritdep  pftr»llel«pdlgeii  PrUm«  da«  lait  Ihn 
•laarla.i  Zoaeaaebaltt  «ad  alaerlal.  SeitaakaataaUaga 
hat. 

Beweis.  Da  a  uod  ß  einerlei  Zonenschoitt  haben,  so  giebt 
es  ein  eodioses  Prisma  Taf.  XL  Fig.  6.*),  mit  dem  sie  diesen  Zonen* 
•ckaitt  gemein  haben,  Ist  dann  oABb  das  gegebene  Prisma  a, 
aad  a^AiBibi  daa  galade  Priama  aInd  bieide  la  daa  eadleaa 
Priaaia  eo  gelegt,  daia  ale  aiK  ilua  dea  ZeaeiiaehBlIt  geiada 
habea,  daaa  «6  ss  m^hi  die  MtaakaatonlSage  Ist,  aad  deaa  awf- 
aeheo  beide«  Priaiaea  ein,  von  den  aacbbaiBehaa  Badflidiea  od 
aad  biBi  begrenzter,  prisroatbcher  Tfaeil  6i^^a  =  y  dee  end- 
losen Prismas  rorhandea  tot»  ae  ist  sowohl  der  Theil  {of{-y),  als 
der  Theil  {ß-i-y)  des  endlosen  Prismas  ein  prismatischer  Tbeil 
deaeelbeB»  der  aiit  ihn  den  Zenenecbaltt  gamela  bat  aad  aa  iatt 

 2!^  


•)  El  läitt  tich  ninlich  eioa  folehe  ErwaUenng  der  bsMÜM* 

deo  Begriffe  denken,  bei  welcher  das  Pandlelogramm  aU  eia  parallel- 
eodige«,  und  das  PuralleUrBpez  als  ein  nicht  paraUelendiges  Prisma  noA 
da«  Dreieck  als  ein  Prismatoid  betrachtet  Warden  kann,  aimliah  alf  eto 
•oIsiMe,  de«sen  Kdrperinhalt  Null  ist. 

**)  Wir  nehioea  bei  den  ia  Taf.  XI.  Fig.  5.  und  6,  1  uod  6,  2  dar- 
gwWitaa  Mmea  dto  Bidillabae  beider  Prismen,  alaa  aacb  dea  Z«ie»- 
aebnllf  datMdban  ala  aar  Bbaat  dar  Flgor  aenkieabt  an. 
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I 

Anderer  Beweie  dieses  Sataes. 

1)  kt  «  selbst  ein  gerades  Prisma,  das  mit  dem  geraden 
Prisma  ß  den  Zooenschnitt  wm&  dio  Ssitsokiiotsiiliiige  gmeln 
Im^  m  ist  «  Sg  ^«  also  ä  ss  /I. 

9  Ist  a  Ml  gonidM  Prisnui,  so  hat  es  estwader,  wie  oJhB 
(Tat  XI*  Fig.  6»  1.)  die  Bigeosciaft,  dass  es  durch  dosn  Quer* 
edbaltt  in  swei  nicht  paral! elendige  Prismen  getlieilt  werden  Isann, 
oder  es  hat,  wie  uABb  (Taf.  XL  Fig.  1^  2.)  diese  Eigsnsebaft  Dicht 

Sfaid  dann  in  ersten  dieeer  blBideo  flffie  m  md  f  die  beiden 
Thette  fOB  oABb,  vad  omo  deekt  eich  dIseelheB  als  heweglicb, 
ee  kaan  man,  ohne  dass  sie  eine  dieheade  Bewegang  erlddee 
'  aiieeB»  Ihre  Zesaauaeoetelleeg  «e  indera,  dass  sie«  SMh  dieser 

Aendemng,  ein  gerades  Prisma  bildet»,  das  denselheii  Zeaeap 
wduHtU  dieselbe  SeitenkaBtenliDge  und  dieselbe  GrSsae  het,  wie 

dasjenige,  wehshee  sie  vorher  htidelee.  8teM  die  ursprüng- 
liche Zosammenstellung  dar,  so  kans  die  abgeftnderte  dargesteUt 
w«idea  daieb  f^'T  (e.  TatXL  Flg.  6,  1.). 


Hat  in  dem  anderen  Falle  das  Prisma  mAB6,  (Taf.  XI.  Flg. 5, 
2.) die  erwähnte  Eigenschaft  nicht,  so  lumn  es  durch  Ebenen,  die 
den  Seitenkantenlinien  und  den  Durchschnittsiinien  der  Endflächeo- 
ebenen  mit  dem  Querschnitte  parallel  sind  (die  daher  in  Taf.  XL 
Fig.  6,  2.  durch  die  mit  der  Linie  Oib  parallelen  geraden  Linien 
dargestellt  sind),  in  solche  Icleinere  Prismen  getheilt  tverdeo,  deren 
jedes  die  Eigenschaft  hat,  dass  es,  in  der  beim  Falle  von  Taf.XL  ' 
Fig.  5,  1.  aagegebeoen  Weise,  in  ein  gerades  Prisma  verwandelt 
werden  kann,  das  mit  ihm  einerlei  Zonenscbnitt  und  einerlei  Sei» 
tenkaatenlänge  hat  —  Die  so  erfaaltenea  gerad*  prismatische» 
Thelle  kOnnea  diaa  ee  lesanmieegc  stellt  wenlsii,  daee  ele  das 
gerade  Prisma  oiAiß^bi  es  ß  hlldco»  dae  heiflgBch  avf  SeihNi- 
kaatenlSnge  mit  dem  Prisma  «r  fibereiBatfawnt  elaee  Zonenschaltl 
hat,  der  dem  des  Prisma*8  a  congraeal  kt,  so  daes  das  Prisma  ß 
die  Eigeoschaft  hat,  dass  sein  Volumen  dem  des  Pkisma'e  «  an 
GrSsse  gleich  ist  weil: 

OiCidibi  sas  occtt,  Cgeifidi  =  cefd,  eigiäji  =  eghf, 

«.  s.  w. 


Pftfaltelen4lge  Priemen  von  einerlei  X/eneneehaltt 


{.3.  »mn»««. 
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viid  voa  •Inerlei  S^ltankanteallnge  haben  gleiche 
Volamioa. 

Aht  Inhalt  ist  nämlich  dem  eines  und  desselben  geraden  Pris> 
ma's  gleich,  das  mit  ihnen  den  Zonenscbnitt  and  die  Seitonknn- 
teoiänge  gemein  'hat 

{.  4.  &  •  II  r  •  »  i  s. 

Haben  swei  parallelendige  Prisraeo  congroente 
Grundflächen  und  einerlei. Höhe»  ao  haben  nie  gleiche 
Volttmina« 

Bewein.  L  Sbd  die  GrandflSchen  der  beiden  gegebenen 
Prismen  Pftralletogramme,  ao  sind  diese  Priemen  Parallelepipede 
and  können  ata  aölche  In  dreierlei  Sinn  ala  parallelendige  Priamen 
mit  pandielegiammatiaehen  Zeneaeehnitten  beCraehlet  werdea,  in* 

dem,  wenn  a,  b  und  d  die  drei  Kanteolinien  den  Parallelepipede 
aind,  die  in  einerlei  Ecke  zusammen  laufen,  entweder  a,  oder 
oder  d  als  Seitenkantenlinie  betrachtet  werden  kann,  so  dass,  dem 
entsprechend,  die  Ebene  bd,  ete  die  £bene  da,  oder  die  Ebene 
ab  Gmndll&ehe  ist 

iSfaid  nnii  P^;  JP,  (taf.XI.  Fig.  drei  parallelendige  Pria- 
mea  mit  paraltelogrimm^lseben  (der  Ebene  der  Figor  panllel  an 
denkenden)  'Grundflächen  Gi,  G^,  Cr,  und  mit  den  so  diesen 

Grundflächen  senkrechten  Huben  Hi,  und  bezeichnet  man 

die  Seiten  der  Grundfläche  bei  Gi  mit      und  61,  bei  G^  mit 
und  b%  und  bei  G^  mit      und  63  und  die  zu  diesen  Seiten  senk- 
rechten Zonenschnitte  mit  Qffii),  Q{bi)i  Q{a%i,  Qib^l  Q(a^, 
Qib^  and  es  ist  dann: 

and  og  =  =  ,  also  auch  63  =  =  61,  so  sind  die  Schnitte 
^("3)'  Q(»2)>  Qifh)>  (^1^  Parallelogramme  von  einerlei  Länge  ihrer, 
in  den  Grundflächen  liegenden,  Grandlinien  and  vea  dnerlei  HOhea 
JBi,  B^)  aa  Grösse  einander  gleich»  and  ebenae  aInd  dann 
aaeh  die  Scbaitte  Qih)»  Q(6i)  gleich  gross. 

Sind  dann  die  Winkel  des  Parallelogramms  Q{a{)  gleich 
denen  von  Q{ai)  und  dabei  die  Winkel  von  ^(6a)  gleich  denen 
von  ^(62)  (vcas  möglich  ist,  da  diese  nicht  von  jenen  abhängen), 
so  ist  Q(aa)  ^  Qia^)  und  Q{b^)  ^  ^(6«),  mithin: 

.  i  l)  well  Qiflt)  ^  Qifli)  and  a,  =  o^  Ist,  aaeh  P«  ss  P|,  . 
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md:     *  - 

2)  weil  0(6^  ^  Q{b^  and  ^  s  6^  ist,  auch      =  IV 

Et  Ist  daber     «a  P,,  wenv      ^  1^  ond  jjSTs ss  ü,  ist 

II.  Sind  die  beiden  gegebenen  paralleiendigen  Prismen»  deren 
GrandflScbeo  einander  congraent  und  deren  Huben  gleich  gross 
siod»  dreiseitige  Prismen,  so  Iuidd  man  sie  aas  zwei,  ihneo 
«Dtspredieiidflo  pamllelsiidigaB  Wsnw»  üKeinaBder  ooagriieiitaB 
parallelogranmatischen  Grandflächen  md  mit  eiaerlei  HAha  dadorph 
ableltea»  dass  man  jedes  dieaer  beiden  Tietseitigen  Prismen  mit- 
telst einer  Diagenalabene,  in  wdciier  swel  Ssitsnkantentfaiien 
*  dessellwn  ü^^eo,  so  io  swei  dreiseitige  Prismen  tiieilt,  dass  idn* 
destens  eines  derselben  dem  betreffenden  gegebenen  dreiseitigen 
Prisma  eongment  ist. 

Da  nm  aber  die  beiden  dreiseitig  prlsmatiseben  TheÜe  des 
vietseit^n  Prisma's  an  CSrtoe  gieieb  sind»  well  ibre  Zonen^ 
asbnitte  eisender  congraent  ebd  nnd  Ibre  Seitenkanten  «inetiei 
LSnge  ballen,  ao  folgt,  daaa  ancb  die  gegebenen  (sn  verglei- 
chenden) dreiseitigen  Brismen,  als  Hilfisn  gleidigroeser  vler- 
eeitiget  Prismen  gleicb  gress  sind. 

HL  Haben  die  gegebenen  Prismen  selcbe  Gmndflicben, 
wekbe  niebt  dreiseitig  sind,  ao  künndn  aie  m  ebwnder  entspie- 
ebende  dreiseitige  Prismen  aerlegt  werden,  so  dass  die  einander 
entsprecbenden  Tbeile  congmente  Clmndflklicn  nnd  eineriel  H9be 
beben»  alae  gMcb  gieaa  afaid. 

Jedes  gegebene  parallelendige  Prisma  ist  an  Volu- 
meogloicb  einem  geraden  parallelendigen  Prisma,  des- 
aen  Grvndfliebe  der  Sein  igen  congraent  npd  deM*.» 
HSba  seiner  Hübe  gleicb  Ist 

(.  dl,  I»  e  h  V -n  S  t  '  - 

1.  Gerade  parallelendige  Prismen  tod  gleicher 
Seitenlcantenlänge  haben  bei  gleicbgrossen  (nicht 
Dothwendig  congrnenten)  Zonenscbnitten  aach  gleiche 
Vo  lamin  a. 

n.  Gerade  parallel  endige  Priemen  von  gleleben 
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Hoben  haben  bei  gleicbgroeeeo  Grandflieben  aneb 
glelebgroene  Volemlna» 

Beweis.  Es  bt  nur  nSthig  nacbzaweisen ,  dass  jedes  ge- 
rade Prisraa  P|  von  gegebener  GrundflSche  Gi  und  gegebener 
HSho  ifi  s  JEf  an  Grösse  gleich  ist  einem  solchen  geraden 
Prisoia  i>t  mit  rectangul&rer  GraodflSefae  (i^»  das  ait  ttMl  Ae 
Htte  H^^H  gemeiB  bat  and  dabd  der  weiteren  Bedbigangga- 
Bdgt»  daaasefaie  Groadilicbe  awel  parallele  Seltea  bal^  deren  jede 
ei^  iJage  einer  gegebenen  Linie  h  gleich  IsL 

» 

Denn  ist  diess  der  Fall,  so  folgt,  dass  je  zwei  gegebene  ge^ 
rade  Prismen  von  einerlei  Hübe,  bei  einerlei  Grösse  der  Grund- 
fliehen,  an  Volumen  einem  und  demselben  geraden  Prisma  mit 
reetangollier  Gnradttebe  gleich  sind«  welcbee  mit  Ihnen  die 
ChOne  der  Gmndlllicbe  nnd  die  BObe  gcmeb  bat»  daaa  tie  da» 
her  an  Veinnen  einander  gleich  sind.  —  Es  genügt,  den  Beireif* 
dnae  « 1^  iet»  nnr  ttr  den  Fall  an  ahrmi,  in  wekdM  die 
CfmBdttehe  Gx  den  PrieuM'a  Pi  ein  Panllelogramm  ist,  weU 
er  dann  aneb  gilt,  wenn  die  Grundflicbe  Gi  ein  Dreieck  eder 
ein  aonetigee  gegebenen  Pelygon  iet 

Ee  eei  daher  die  QmndlUlche  Ten  Pi  ein  Parelielegnunni  Gg, 
'welcbee  von  den  Seiten  Ai  nnd  B%  begienit  Iet,  wgbrend  Ihre 

■n  Ai  senkrechte  Hube  =  aj  ist,  so  dass  der  snr  Seite  Ai  senk* 
rechte  Zonenschnitt  Q{Ai)  des  Prienuk'e  P|*)  den  tob  dm  Seiten 
%  nnd      begrenste  Aeefeangel  Iet 

Iet  dann  die  redangnläre  Gnmdttehe  G^  den  PrianM'e 
von  den  Seiten  L  nnd  Jfltegienat^  nnd  ee  eoll  an  GrOeae  Ü^^Gi 
eeinf  eo  muss  L.  Jfs  J|.e^  sein,  so  dass  M  bestinunt  Ist,  wenn 
L  und  Ax  und  0|  gegeben  sind.  — •  Es  sind  dann  auch  die  an 
den  Seiten  der  Grundfläche  G%  senkrechten  rectangulären  Zonen* 
schnitte  für  bestimmt,  denn  es  hat  der  Eine  Q{L),  der  zn  L 
senkrecht  ist,  die  Seiten  M  und  H%  nnd  der  Andere  Q{M),  der 
sa  M  senkrecht  ist,  die  Seiten  L  und  H^, 

Construirt  man  nun,  was  rouglich  ist,  ein  eolcbee  drittee  g^ 
reden  Prisma  Pg,  das  die  Höhe  H^ssaH  nnd  eine  parallelogram- 
BMtiscbe  GrandflSche  G^  hat,  welche  von  den  Selten  A^  und 
so  begrenst  ist,  dass  einerseits  ihre  Seite      =  Ai  und  Ihre  an 
A^  eenkrecbte  Hübe  e^  ss  «£  isl^  wihrend  aateereeite 

eatweder  ihre  Seite  jB^ «ad  Ihre  in  L  eenfcreehte  IlSbe 
•)  VsrgisIche  den  «cslea  Absati  des  BsmtMs  Im  g.  A 


oder  UifilSaito  B^mM  «mI  ilire  m  M  Makiwhte  Htte 

Ncbto  ZonmBelmftt  Ton  1%  ^  wegen: 

=  Ja  ODd  QiA^  ^         iancb  P^^Pil 


entweder :  wegen  B^=z  L  und  QiB^)  ^  Q(^)  i  «  _ 
oder:  wegen  s  Jf  and         ^.        i      ■    •  ^ 


$.7«    Z  o  e  ft  i  B  e« 

L  Parallelendige  Prismen  yen  gleieher  LSnge  der 
Seitenkanten  haben  bei  gleicbgrossen  (eu  den  Seiten- 
kanten senkrechten)  Zonenscbnitten  nach  gleiche 
yolaminn» 

▼ergleiche  f.  S.  vnd  f.  a  Nr.  L 

II.  Parallel  endige  Prismen  von  gleichen  Huben 
haben  bei  gleicbgrosseo  Grundflächen  auch  gleiche 
Votamina. 

Vevgleiehe  ^  S.  and  ^  0.  Mr.  IL 

Jeden  iiieht  fnrnllelendige  Prisma  aAM(J»tXM, 
Fig. 7.)  wird  durch  eine  Ebene  OmM,  welche  mit  den  hei» 
den  Endfl&cbenebenen  OaA  und  Obß  die  Durchschnitte* 
linie  O  gemein  hat  und  eine,  mithin  jede  der  Seiten- 
kantenlinien  halbirt,  in  swei  gleichgrosse  Theile  aAMm 
und  bBMm  getheilt,  deren  jeder  ein  nicht  parallel- 
endiges  Prisma  von  einerlei  Zonenechnitt  mit  dem  ge- 
theiiten  Prisma  iet  . 

Beweis.  Wollte  man  annehmen,  es  theile  die  Ebene  OmM 
dae  Prisma  aABb  nicht  in  swei  gleiche  Theile,  so  roQsste  ee 
irgend  eine  andere  Ebene  geben,  die  mit  den  Endflächenebenen 
OaA  und  ObB  die  Durchschnittslinie  O  gemein  hätte  nnd  die 
Halbirung  des  Prismas  aABb  bewirkte,  aber  eine,  mithin  jede 
der  Seitenkantenlieien  in  swei  nngleiehe  Theile  theilen  wOrde,  so 
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dam  alle^^grCsseren  Theile  dieser  Linien  einer  und  derselben  Ead- 
fläche  anlägen.  Wäre  dann  OtT  Taf.XI.  Fig.  7.  diese  Balbimngs- 
ebeoe,  so  müsste  das  nicht  parailelendige  Prisma  aATt  dem  nicht 
paraUeleodigeo  Prisma  bBTt  an  lohalt  gleich  seio* 

Würde  mm  aber  dann  (««nrie  io  Tat  XL  Fig.  7,  l.f  7,  S.; 

7,  3.)  eine  Ebene  mVti,  oder  mli  V,  so  in  dasPriaina  legen,  dasa 
der  Durchschnitt  m  der  Ebene  OmM  mit  der  Grenze  ab  des  Prisma*s 
in  ihr  liegt,  und  dass  sie  parallel  der  Endfläche  bB  ist,  so  würde 
diese  Ebene  mt^  einen  Durchschnitt  /|  mit  der  Ebene  OtT  und 
einen  aolchen  V  mit  der  Greoxe  AB  des  Priama'a  bilden. 

Dabaf  ttga  dann  der  Dnrehaehnitt  F  c«tip«dar  aiHaehcB  1^ 
and  m,  wla  in  Taf.  XI.  Fig.  1,  \.»  oder  es  fiele  Fmit  t^,  also  auch 
mit  T  znaamnan»  wie  in  Taf.  XI.  Flg.  7,  %  oder  es  läge  F  in  der 
Enreitening  von       über  ^  hinana,  wie  in  Taf.  XL  Fig.  7»  3. 

Wiren  nimlieh  a  nnd  E  swei  Elieneii»  die  man  so  mit  dem 
Priama  aABb  soaammengeatellt  bitte,  daaa  in  a  die  Grenae  a6 
und  in  E  die  Grenae  AB  llge,  wihrend  beide  Ebenen  e''vnd  E 
einander  imd  anch  der  Dnreiisehnittalinie  O  der  beiden  EndflScben- 
elienen  fiaraUel  wiren,  ao  würde  der  Abatand  awiaehett.a<nBd  E 
entweder  kleiner  (wie  in  Taf.  XL  Fig. 7,  I.)«  oder  eben  so  groaa 
(wie  io  Taf.  XI.  Fig.  7,  1.),  oder  (wie  in  Taf.  XI.  Fig.  7,  3.)  grOaaer 
sein,  als  der  Abstand  der  Duicbachnittalinie  Ii*  der  Ebenen  ml^ 
und  OtT  von  der  Ebene  e. 

Wire  dann  aber.  In  den  beiden  ernten  dieaer  diel  Fttle»  oN 
eine  durch  a  parallel  der  Endiiiehe  bB  gelegte  Ebene»  ao  wir- 
deamF^A  nnd oZ^Fm  (Tat XI. . Fig. 7,  1.  Dnd7,  %)  awelpanlbl- 

endige  Prismen  von  einerlei  Zonenscboitt  mit  dem  gegebenen 
Prisma  aABb  und  dabei  von  gleicher  SeiteakantenÜBge  aeim  die 
alae  gleiche  Inhalte  hätten. 

Ea  wiie  alao  in  Tat  XL  Fig.  7,  I.  nnd  7,  S.: 

mVBb^oNVm, 
dahd  wire  aber:  .  . 

tTBb^mVBb  nnd  üATt>aNrm,  ' 

Ba  wire  alao: 

Priama  <7£6  <  Prisma  oilJL 
Da  pnn  der  Veranaaetanng  nach;  ^  ! 

tTBbszaATt,  *  -  ' 
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und  dem  Beweise  nach: 

tTBb<,aATt 

«ein  Wörde,  so  folgt,  das»  die  Voraussetzung  in  Fällen  wie  TaC  XL 
Fig.  7,  1.  und  7,  2.  unzulässig  ist,  weshalb  für  F&lle  wie  Taf. 
Fig.  7,  1.  oder  7,  2.  die  Behauptung  als  bewiesen  zu  betracfiten 
ist,  dass  das  Prisma  aABb  durch  die  £beoe  OM  in  zwei  gieicb 
grosse  Theile  getbeilt  ist. 

Die  VoraeaMtsnng,  daaedas  Priama  <3rj?6  dem  Priama  aATt 
gleieh  sei,  wenn  die  Ebene  Off  den  TbeSI  mJHßb,  niclit  aber  den 
anderen  Tbeil  des  gegebenen  Prisma's  nABO  dnrcbachneide^.iat 
aber  aaeb  in  Fallen  wie  Taf.  XI.  Fig.  7,.  3.  unanlSaaig. 

Man  kann  nSmlleb  daa  Prisma  oABb  in  diesen  Fällen  durch 
Ebenen, die  den  SeitenkanCen  und  der  Porchschnittslinie  Oderbefden 
Endflachenebeaen  parallel  sind  (die<  wir  daher  dureh  die  geraden 
Linien  Uibi,  <r«A^, ....  daratellen),  in  kleinere  Prismen  zertbeilen, 
so  dass  der  Zooenacbnitt  eines  jeden  dieser  prismatischen  Theile 
ein  Theil  des  Zoneneebnitts  des  Prisma'a  aAßö  ist.  ' 

* 

Haben  dann  die  Ebenen  OM  und  07^  die  oben  angegebene 
Lage»  80  Wird  jeder  dieser  prismatischen  Thelreaai6| 6,  Oio^b^bi.... 
durch  die  Ebenen  OM  und-  OT  so  getbeilt,  dass  die  Ebene  OM 
Jede  Seitenkantenlinie  balbirt,  die  Ebene  OT  aber  jede  Seiten^ 
kantenlinie  in  zwei  ungleiche  Theile  theitt,  von  denen*  der 
grossere  der  Ebene  aA  anliegt.  Bei  der  Thcilung  durch  die 
Ebenen  ai^i ,  a^b^,  .....  aber  ist  es  möglich  auf  mancherlei 
Weise  den  prismatischen  Theilen,  in  der  zu  den  Theiiungsebene^ 
Qibi ,  a^jbq^y  ....  senkrechten  Richtung,  welche  wir  Breiten- 
richtung derselhen  nennen  wollen,  solche  Dimensionen  zu  ' 
geben,  dass  jeder  dieser  Theile  dem  Falle  von  Taf.  XI.  Fig.  7,  1. 
oder  7,  2.  entspricht.  '  ' 

Bestimmt  man  nämlich  in  einem  solchen  Falle  (wie  Taf.  XI, 
Fig.  7,  3.)  zuerst  den  Durchschnitt  ti  der  Ebenen  m^i  und  OtT,  leg^ 
dann  durch  <,  die  Ebene  «,/>»,  =  aym^tj}^  parallel  mit  den  Seiten* 
kanten  und  mit  der  i)urchschniltslinio  O  der  Endflächenebenen, 
»o  ergieht  sich  der  Durchschniff  der  Fhenen  OJ/  und  a|6|. 
Legt  man  dann  ebenso  durch  ///,  die  i.hnie  ///, ^2  J>nral!el  der 
Ebene  bB,  und  dann  durch  die  hierbei  ent.«tehende  Durchschnitts- 
linie <t  der  Ebenen  mit%  und  Of^T  die  Ebene  aj}^  parallel  der 
Ebene  üib^,  und  ftbrt  man  so  fort,  von  ob  nach  AB  bin  fort- 
achreitend,  das  gegebene  Prisma  zu  sertheilen,  ao  bewirken  die 
Ebeaeo  Ot^i,  a^Ag,  «aj|6|  eine  aoldie  TbaHnng  des  gegebenen 
Pklajma'a  aABb  In  Prismen  von  kleinerer  Breite,  also  von  kleine- 
TksU  XLYH.  ao 
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> 

rem  ZonenschDitt,  das»  mau  an  jedem  dieser  kleineren  Prismen» 
ebenso  wie  an  dem  Prisma  äABb  in  dem  Falle  von  Taf.  XI. 

1.  öder  1,%,  sofort  paehvreisea  kann,  dass  es  dnreh  die 
Ebene  OÜf  halbirt  wird. 

Was  dabei  die  Anzahl  dieser  l'rismen  wie  aa^b^b,  äia^Ö^ffi...» 
betrifft,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  dieselbe  nicht  grösser,  wbhl 
aber  id  vielen  Fällen  kleiner  ist,  aU  vrenn  man  (was,  wie  Taf.  XL 
Fig.  7,  4.  seigt,  gleiehfalls  zum  Ziele  Uhren  würde)  den  derartigen 
prismaiSsdien  Thailen  in  der  an  der  Ebene  a|6i  sc^nkreebten 
RichtiAig  solche  Dimensionen  gegeben  bStte,  dass  tt^ann  diese 
Breitendimension  bei  dem  ersten  der  (irismalisehen  TfaeUe^  nim- 
lieh  bei  aaibib  den  Werth  =  S  hat,  sie  auch  bei  jedem  der  ubri« 
gen  dieser  Theiie,  mit  Ausnabinu  des  letzten  derselben,  den 
Werth  =  d  hat,  bei  dem  letsten  aber  entweder  gleichfalls  =: d» 
oder  kleiner  als  d  ist. 

lat  fSr  das  ganze  Prisma  aABb  die  {km  Ebene  a|6|  senk- 
rechte) Breitendimension  ss  J,  so  Ist  bei  einem  Theilungsverfahrto 
wie  das  in  Taf*  XL  Fig.  7>  4.  Tersinnlichtet  die  erforderliche  An- 
sahl  der  einander  parallelen  Theilungsebenen  wie  Oibi,  a^%» 

diejenige  ganze  Zahl,  welche  l^ei  einem 

Verfahren,  wie  das  in  Taf.  XI.  Fig.  7,  3.  befolgte,  bei  welchem 
die  zwischen  dem  ersten  Theiie  nuibib  und  dem  letztefi  Theiie 
eothalteneu  Theiie  der  Ordnung  nach  an  Breite  zunehmen,  muss 

diese  Anzahl  also  Jedenfalls  kleber  als  -j  sein.  Bedeutet  ferder  t 

eine  solche  ganze  Zahl,  die  grösser  als  j  ist,  und  nmn  würde  da« 

ganze  Prisma  aABb  durch  Ebenen,  welche  zur  Breitenrichtung 
desselben  senkrecht  sind,  so  theilen,  dass  die  Breite  A  in  z 
gleiche  Theiie  getheilt  wird,  so  würde  Jeder  dieser  Theiie  einem 
Falle  entsprechen,  wie  derjenige,  weicher  in  TaCXL  Fig.  7,  1. 
dargestellt  ist  Es  würde  also  auch  diese  Theilong  aum  Ziele 
führen. 

Ist  aber  jedes  der  Prismen,  wie  au, 6] 6,  «lO^^a^i  durch 
die  Ebene  OM  halbirt,  so  ist  auch  das  ganze  Prisma  qABb  durch 
die  lEbene  OM  in  zwei  gieichgrosse  Theiie  getheilt. 


§.  0.    &  e  It  tr  •  A  « 
Jedes  Prismatoid,  welches  mittelst  einer  Ebanie, 
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in  w«lcli«r  die  Dnrehacbnittsliiiie  seiner  EedflftclieB- 
ebenen  lieitf»  eo  dntchsebnltteo  iet»  ilaee  dabei  eine« 

mitbin  jede  seiner  Seitenkantenlinien  in  zwei  gleieb* 
ieege  Theile  getbeilt  wird,  ist  dorcb  diese  Ebeoe  in 
zwei  gleiche  Theile  getbeilt* 

Beweis.  Ist  uÄBb  (Tsf.  XI.  Pig.  8.)  ein  nicbt  parallelendiges 
Prisma  und  man  tlieilt  es  mit  ^er  Ebene  OmM  so,  dass  jede 
Seitenkantenllnie  desselben  In  sweh  gleiche  Theile  getbeilt  wird, 
und  man  legt  dann,  wenn  m  dieselbe  Bedeutong  hat  wie  Im  vori- 
gen Paragraphen,  durch  m  eine  Ebene  mP  parallel  mit  der  End* 
Ääche  aA  und  eine  Ebene  mQ  parallel  der  Endfläche  bB,  so 
wird  dadurch  das  Prisraa  aABb  in  drei  Theite  getheilt.  Es  ist 
dabei  der  mittlere  Prnf?  ein  Prismatoid,  welches  durch  die  Ebene 
mM f  in  welcher  die  Durchschnittsslinie  m  der  Endflächenebenen 
tnPund  mQ  liegt,  so  getheilt  ist,  dass  jede  seiner  Seitenkantenlinien 
in  zwei  gleichlange  Theile  getheilt  ijst.  Die  beiden  anderen  Theile 
üAPm  und  bBQm  aber  sind  parallelendige  Prismen  von  einerlei 
SUmensefanitt  mit  dem  gegebenen  Prisma  oABb  (und  mit  dem 
PrisSMteid  PmQU  nnd  Ten  einerlei  Seitenkantsnlänge,  mitbin  von 
gleicbem  Ktepsrinlialte.  Da  nnn:  1 

Prisina  aAMm  =s  Prisma  bBMm 

■nd: 

Prisma  aäPm  es  Prisma  hB€im 

Ist,  so  ist  auch: 

aAMm — aAPm  s=  bBMm — bBQm, 

d.  b.: 

Prbmatoid  PmiV  =  Prismatoid  QmM» 

Es  ist  daher  das  Pri.srnatotd  PmQ  durch  die  Ebene  mM  in 
zwei  gleicbgrosse  Theile  getheilt. 

Da  nun  auch  umgekehrt  es  zu  jedem  Prismatoid  wie  PruQ, 
Prismen  wie  aABb  giebt,  die  mit  demselben  einerlei  Zonenschnitt 
und  dabei  eine  solche  Lage  ihrer  Endflächeiiehenen  wie  aA  und 
bB  haben,  dass  das  gegebene  l^risniatoid  PmQ  in  der  oben  an- 
gegebenen Weise,  durch  Abtrennen  der  Theile  aAPin  und  bBQm, 

erhalten  werden  kann,  so  ist  der  zu  beweisende  Lehrsatz  bewiesen. 

»  -  ' 

Wir4.  eiwe- .dreiseitige  .  Pyramide  .  mittelst  elnejr 
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£bene  so  durchschnitten,  dass  eine  der  Kantenlinien 
und  der  Halbirungspunkt  der  dieser  Kantf^olinie  ge> 
genOberliegenden  anderen  Kanfenlinie  der  Pyremide 
in  der  Theiinngsebene  liegt,  so  sind  diebelden  Tbeile 
der  Pyramide  von  gleichem  KSrperinhalt. 

Ist  z.  B.  Taf.  XL  Fig.  9.  PFEQ  die  Pyramide  und  ist 

PM=  QM,  ao  ist  auch  PFEM=  QFEM. 

Betrachtet  man  nämlich  die  dreiseitige  Pyramide  PFEQ  als 
ein  Prisniatoid  von  dreiseifiirem  Zonenschiiitt,  so,  dass  PQ  Sei- 
tenkante ist,  ilass  also  FEP  und  FEQ  die  Endflächen  sind,  dass 
demnach  FE  die  Durclisohnittsiinie  <)or  fc^.ridflächenebenen  ist,  so 
sind,  geniiiss  vorigem  Parairraphei),  die  beiilen  Theile  PFEjV  und 
QFEM  des  Prisinatoides  an  Grösse  gleich,  weil  in  der  Theilungs- 
ebene  FEM  die  Linie  FE  und  der  Halbirungspunkt  M  der  ^ei- 
teokantenlinie  PQ  liegt.  * 

Anmerkung.    In  Taf.  XI.  Fig.lO.  stellt  ««^4^/56  ein  solche« 
nicht  parallelendiges  dreiseitiges  Prisma  vor,  an  t^elchem  eine 
der  Seitenkantenlinien,  nämlich        länger  ist  als  jede  der  beiden 
anderen  ah  und  uß,  die  an  Länge  gleich  sind.    An  ihm  ist  durch 
die  Ebene  FEM  jede  der  drei  Seitenkantenlinien  in  zwei  gleich- 
lange Theile  getheilt,   so  dass  auch   (gemäss  §.  8.)  die  bei- 
den Theile  auAMEF  und  bßBMEF  des  Prisma's  an  Grosse 
gleich  sind.  Es  ist  dann  femer'  das  Prisma  durchschnitten  mittelst 
der  beiden  Ebenen  FEP  und  FEQ,  deren  erste  parallel  der  End* 
fliehe  ttuA  und  deren  zweite  parallel  der  Endfläche  bßS  ist«  se 
dass  uaAPEF  und  bßBQEF  zwei  parallelendige  Prismen  sind, 
die  mit  dem  gegebenen  Prisma  auABßb  einerlei  Zonenschnitt 
Ilaben  und  auch  an  Seitenkantenlänge  mit  einander  ubereinstim* 
men,  also  an  GrSsse  einander  gleich  sind.  Da  nun : 

atiÄMEF  =  bßBMEF 
and:  ^ 

aeiAPEF  SS  bßBQEF, 

also: 

auAMEF  -  auAPEF  =  bßBMEF  -  bßBQEF 

ist,  also  der  Theil  PFEM  dem  Theile  QFEJd  an  Grosse  gleich 
ist,  nnd  de  diese  beiden  Theile  des  Prlsma*s  auABßb  da«  Pri»- 
mateid  PFEQ  bilden,  welches  eine  dreiseitige  Pyramide  ist«  mo 
folgt,  dass  jede  dreistitige  Pyramide  PFEQ  durch  eine  Ebene 
FEM,  in  welche  eine  Kantenliale  FE  and  der  Halbirtaigspankt 
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Jf  der  gegenaberliegenden  Kaotenlinie  PQBegt,  ia  ivrei  glaieh 
grosse  TJieile  getbeilt  ist 

§.11.      e  Ii  r  «  »  t  «• 

Jede  vierseitige  Pyramide  mit  parailelogrammati- 
scher  G  r  u  n  d  f  I  ä  c  h  e  wird  durch  ihre  beiden  Diagonal- 
ebenen  in  vier  gleich  grosse  dreiseitige  Pyramiden, 
mithin  durch  eine  ihrer  beiden  Diagonalebenen  in  zwei 
gleich  grosse  dreiseitige  Pyramiden  getheilt. 

Beweis.  Die  Pyramide  abdef  (Taf.  XI.  Fig.  11.)  ist  durch 
ihre  beiden  Diagonalebenen  bae,  daf  getheilt  Die  beiden  Lioian 
be  uDd  df  haibireo  einander  in  c. 

Es  ist  also  gemiss  $.10.: 

1)  Pyramide  aecf  =  Pyramide  uccd, 

2)  Pyramide  accd  =  Pyramide  adcb, 

3)  Pyramide  adcb  ==■  Pyramide  abef. 

Es  ist  also  auch: 

a€cf-{-  aecd  =  tidcb  -J-  abcf, 

d.  h.: 

Pyraouda  afde  s=  Pyramide  afdb, 

und  ebenso: 

abef  =  abed» 

12.    Ii  e  h  r  s  tt  t  SB. 

Der  Inhalt  eines  jeden  dreiseitig  pyramidalen  Pria- 
matoides  ist: 

1)  ein  Drittel  deslnhaltes  eines  jeden  solchen 
parallelendigen  dreiseitigen  Prisma's,  mit  dem 
es  den  Zonensehnitt  und  die  Saitenfcantan* 
iSnge  gemein  hat 

Er  ist  aber  auch  ebenso: 

3)  ein  Drittel  deslnhaltes  eines  jeden  selchen 

parallel  endigen  dreiseitigen  Prisma's,  mit  dem 
es  die  Grundfläche  und  die  zur  Grundfläche 
senhreehte  Höhe  gemein  hat 
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Beweis.  Jede  Diagonalebene  theilt  das  dreisMtige  parallel* 
endige  Prisma  aa^J^j36  (TaP.Xl.  Fig.  ]2.)  in  eine  Tierseitige  Pyra* 
mide  mit  parailelograinmatisclier  GruodflSche  und  in  eine  dreisei- 
tige Pyramide. 

Ffigtroan  sueiaerdemeehe  Diagonalebenen  nocli  eine  zweite 

Diagonalebene  hinzu  und  wählt  man  diese  so»  dass  sie  mit  der 
ersten  eine  Diagonale  einer  der  Seitenflächen  des  Prisma's,  als 
Grenze,  gemein  hat,  %vie  diess  z.  B.  bei  aaB  und  aß B  der  Fall 
ist,  so  wird  dadurch  die  vierseitige  Pyramide  in  zwei  dreiseitige 
Pyramiden  zertbeiit»  die  gemäss  vorigem  Paragraphen  an  Grösse 
gleich  sind. 

Es  ist  daber  als  Tbeil  der  Pyramide  auß6B 

die  Pyramide  aaßB  =  der  Pyramide  abßB 

und  als  Tbeil  der  Pyramide  aßBAa, 

die  Pyramide  außB  =  der  Pyramide  aoAß, 

und  es  Ist  demnach  das  <irei8eitige  i^risuia  (Tut.  XL  Fig.  12.)  in  drei 
an  Grösse  gleiche  dreiseitige  Pyramiden  getheilt. 

Es  ist  also  der  Inhalt  einer  jeden  dieser  drei  Pyramiden  ein 
Drittel  von  dem  Inhalte  des  dreiseitigen  Prisma's. 

Jede  dieser  drei  Pyramiden  kann  aber  als  ein  solcbes  Pris. 
matoid  betracbtet  werden,  das  mit  dem  gegebenen  dreiseitigen 
Prisma  einerlei  Zonenscbnitt  und  einerlei  Seitenkantenlänge  hat. 

Da  nun  aber  verschiedene  solche  parallelendige  dreiseitige  PrIs- 
men,  welche  denselben  Zonenscbnitt  und  dieselbe  Seitenkanten* 
länge  haben,  einander  an  Grösse  gleich  sind,  so  folgt,  dass  jedes 
dreiseitit;  pyramidal«'  Prismatoid  an  Inhalt  gleich  ist  dem  Drittel 
des  Inhaltes  eines  jeden  parallelendigen  dreiseitigen  Prisma's,  das 
juit  ihm  einerlei  Zonenschnitt  und  einerlei  Seitenkanteniänge  hat. 

Da  aber  aacb  zwei  der  drei  gleichgrossen  dreiseitig  pyrami- 
dalen Tbeile  des  Prisnia's  Taf.  XI.  Fig.  12.,  nämlich  abßB  und 
aaAB,  mit  diesem  Pii;>ma  einerlei  Grundfläche  und  einerlei  (zur 
Grundfläche  senkrechte)  Höhe  haben  und  da  parallelendige  Pris- 
men von  einerlei  Grundfläche  und  einerlei  Höhe  gleichgross  sind, 
so  ist  jede  dreiseitige  Pyramide  auch  an  Inhalt  gleich  dem  Drittel 
des  Inhaltes  eines  parallelendigen  Prismas,  das  mit  ihm  einerlei 
Grundfläche  und  einerlei  Hübe  hat. 

§.13.  &  e  Ii  r  •    4  ■  e. 
1)  Dreiseitig  pyramidale  Prismatoide  von  gleich* 
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grossen  Seiteukantenlän^en  und  gleichgrossen  (zu 
den  Seitenkanten  8Gokrecht6o)  ZoneDficboitten  haben 
^Ipicbgrosse  Volumina. 

2^  Dreiaeiti^s  Pyramida»  von  gleieben  H8liiBn  ^fi^ 
gleichgroaaen  GrondflSchen  haben  gleiche  Voinmina. 

Beweis.  Da  dreiseitige  Prismen  von  einerlei  Seitenkanten« 
länge  and  gleichgrossen  ZonenscbniCten  gleichgross  sind,  und, 
da  ebenso  dreiadCige  Priemen  von  glelehen  Hohen  and  gleich- 
groasen  Gnindfliehen  gleiebgrosa  aiiid«  und  da  der  Inhalt  einer 
jeden  der  verglichenen  Pyrapiiden  ein  Drittel  den  Inhalte«  eines 
solchen  Prisma's  is^  so  sind  diese  Pyramiden  von  gleicher  GrSsse. 


Warfbewegung  im  widerstehenden  MitteL 

(Svoiter  tfMhtmg  m  dar  Al^faMidlwg  in  TU.  XLVL  Nr.  XX.  a  Ml.) 

Von 

Hemi  Dr.  ^  Jf.  Neil, 

Lohrer       der  tochaisclieo  Sehole  an  DarmoCadt. 


§.  32. 

In  4.  30.  und  {.  31.*  der  Ab^ndlnng  ^r.  XXVI.  I9  diesem 
Theile  S.  338.  haben  wir  geseigt,  vrie  der  ElevationsirinlEel  einer 
Wurflinie,  die  durch  einen  bestimnUen  Ppnfct  geht»  gefanden 
werden  lunn,  sofern  derselbe  siemlich  klein  ist 

Viel  schwieriger  fällt  dagegen  die  Bestimmung  dieses  Wia* 
kels  aas,  wenn  derselbe  einen  grosseren  Werth  bat 
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Wir  fToIlen  die  Aufgabe  auerst  für  die  Bewegung  im  laft« 
leeren  Ramne  ISseo.  Setst  man  dafür  den'ElevatioMiwinkel  =b*' 
und  behält  im  fibrigen  die  Beseichnnngen  dea  §.30.  bei,  ao  hat 
man  die  Gleichung: 

II = mtga<*^|^8ee*c^. 
Fahrt  oMn  die  Tangente  atatt  der  Sekante  ein,  ae  wird: 

Man  berechne  die  beiden  HSlfavriokel  %  and  Bt 
tgx  =  -,   sind  =Ppr5  +  —)  cos»; 
und  erhält  die  beiden  AuflüsuDgeo: 

Beispiel,   tn  =  3239,73;  n  -  94,24;  g  =  9,81;  F  =  300. 

Mit  dienen  Werthen  findet  aicb: 

%  =  1039' 58",  ö  =22027' 40^'; 

Aach  für  flie  Bewegung  im  lufterfiillten  Ranmegibt  ea  awd 
Losungen,  näntlich  ebenfalls  einen  flacheren  und  einen  steileren 
Winkel,  welche  freilich  von  den  eben  gefundenen  Werthen  aiem- 
lich  stark  abweichen. 

Wir  benutaen  npn  die  Gleichung  30)  den  {•  d.  ond  aetaen  hi 
Ihr  y  =s  n,    s=  m,  ao  geht  aie  fiber  in: 

n  tas  mtga  

Damit  verbinden  wir  die  Gleiehnng: 

n  SS  m^or— — ^^^1 — » 

ao  wird  jetst: 

I 
i 
1 
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0= .,^-.8—1^(18«.»- 

+  ^6F«     ^^"aj^^"**    151^   pi-  +  *4?^">- 

Zor  Abkür^bung  fübreo  wir  die  Grössea  A  und^  eio,  oämlich: 

wodurch  wir  erhaltoo: 

0  =  -(tg««-tga)(tgaO+tg«-.^)+  jilaec»« 

1  2 
-I-  ^Aatc*aiA-'B»intt)'k'j^tAsec^aiA*'-4ABa\oai-B*coB*a), 

ii*-f- JcMtfi-CS-l-M-B^eoa^«  s  1^6.  Aßamu-^Bma  «cos« 

3  l 
+  ^co8«a(tgo<»-tga)(tga<>— ^-l-tgo). 

Hier  bedeutet  also  cfi  den  Elevationswinicel  fBr  die  Bewegung 
im  loftleeren  Raom  und  «  denjenigen  für  den  lofterfittlten  Raain. 
Die  Gleicbaog  ist  in  Besog  auf  «  anfsnlltoen»  was  nur  durcli 
NSbrung  geaebebeo  I»nn.  Man  wird  dabei  iwedcmissig  in  fol- 
gender Weise  Terfahren. 

Zuerst  berecbnet  mau  ^  =  ^  und  B  =        und  dann  die 

Terscbiedenen  Yon  er  nnabbSogigen  Coefficienten.  Wird  nun  der 

erste  Nährungswerth  von  a  durch  e  bezeichnet,  so  Icann  man  s  nn 
5  bis  10  Grade  kleiner*)  annehmen  als  sfi  und  liereelinet  dann 
die  Grossen  Jü,  N  und  f,  nämlich : 

jr  SS      if*  -f-  i4  cose      +  0,4. 1?*)  cos*e, 

3  I 
JV  =  M.^^sint+fisinffcosfi-  2[COS«<(^gMO-tg<)(tgaO-^-f  tgf)» 

DflM  bei  oiacm  «teilen  Elevatlneiwiakel  die  Warflbie  ÄD^Q  (TaftlLII. 
Fig.€l)  eine  lilelaere  Bleralioa  »  ala  die  Parabel  ADC  habea  moMe.  wesa 

beide  durch  d>  n«iclbeii  Punkt  0  führen  sollen,  ersieht  man  ausfolgender 
Betrachtun«!^.  Eine  VVurflinie  AD'C'  Ton  gleicher  Elevation  a°  wie  die 
Parabel  würde  ^anz  innerhalb  dieiier  letzteren  bleiben.  Wird  die  £le- 
Tation  vermiodert ,  so  niiuiut  die  Warfhöhe  B"D"  ab,  dagegen  wächst 
die  Wnrfwelle.  Umgekehrt  verbält  e«  «ich  bei  flachen  Elevationswia- 
kela»  Bei  diesen  m«M  die  WarfUaie  eine  grösaere  Blevation  hafeesi 
als  die  Parabel,  wenn  beide  dareh  dentelbea  Pnabt  gehea  eellea. 
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Führt  naß  die8elbe  Rechnung  noch  mit  einem  anderen  Wio« 
kel  durch,  so  erhalte  man  die  Vi etthe  IT  uad  f  =z  M' -IT. 
Uaoo  bat  man  oäniUcb: 


f 

«  =  «~^_r^(''-«)- 


Diese  Rechnung  fvird  nujq  fibrj^eiis  mebmali  vri« 
mtaeDy  tun  deofeiiigeD  Winkel  «  su  finden»  welcher  der  obigen 
Gleichung  genfigt 


Ffir  da«  in  $.32.  berechnete  Beispiel  war  F=900,  m=^!90,73; 
fi=sH24.  Der  etfilere  Elevationewinkei  landnich  €fi:=i7VW9^, 
Nehmen  *wir  wie  in  §,      legi  =  3^60002,  so  wird: 

logil «  9^1255,    iogi?  =  9,24601 

iogl,6.iiB=a»96360,  log|8  0,9fi4M 

Jtgffi  =  5,44990.   tß*^-^  =  — 0,2ia7a 
J.  CS 700,  lg<;s%7474& 

M  =  0.0423840,11133-f 0,23541  =:  0^38012^ 

iV  =  0.05675  +  0,08641+0,29535  =  0.43851 


c'=7Ö0,  tg«'  =  3,73205. 

log  sine'  =  9.98494,  log  cos  t'  =  9.41300 
Jf'  aOj04238+-a0642& +0.13481  =sa26l44 
2ir  =  a04414  +  0.06882  H-OiW470  «  0.197«6 


=  0.06378. 
SS  6.11317,  «'-«sstl^ 
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«  =  72011'. 

'±  Um  den  Winkel  a  genauer  tu  erhalten,  nehmen  wir  jetit 
$  =  7l«30'.iind  ^  ±=  7^Ws 

€•=71030',  ^«  =  2,1*9869 

logeint  =  9.97806,    logcoe«  =  9.50148 

ßj  =  0  04238  +  0.10328  +  0.20263  =  0.34829 
iV  =  0.0^313  f  0.09721  +  0.2P247  =  0.34281 


/c3(  0.00548. 

^   72030', .  tg£'  «o:  a.i7m 

logsioe'  =  9.97942,  logcose'  =  9.47814 

M'  =  0.04238  -I-0.09788  -f  0.18198  =  0  32324 
..    ,  0,0g064   0.08770   ^1^270  ^  a29004 

r«0.03220. 
/'^/=  0.02672,    g'— cs5:|«  =  <iO' 

*  =  «-^S-6<^'=7P30'-12'^ 
«=»7I»17',7. 

3.  Um  den  Winicel  a  noch  genauer  so  erhalten ,  nfiiun^n  .wir 
jetit  «  =  7P15'  und  «*  =  71*20'  i 

€=:70<»16S  tgc  =  2.94891 
J0g0ln«  <P  9,97m  lagmfi;;;;9.507J|l, 
Jir=sO.O4296-|-O.ie408-|-<).fiOms  0186406, 

/sa  —0.00294. 

c'ss71o20',  tge' :==  2.96004. 

Ifg8inc'5;=9.976ft3,  legcos«' ss  9a60623 
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M*  =  0.04238  -f  0.10418  -f-  a206l5  =  0.38271 

N*  =  0.06354  +  0.00712  +  0.21  m  =  0.35232 

f  »  0.00039. 

/'-/=0.Ü02Ö3,  €'-«  =  5'; 
a  =  7P19'16". 

WeDD  dieser  WerCli  toii  a  eacb  der  obigen  Gleichang  ge- 
nfigt, TO  folgt  daraus  noch  nicht«  dass  er  schon  gans  genau  sei; 
denn  diese  Gleichung  eothSit  nur  eine  endliehs  Ansahl  von  Glie- 
dern, während  die  Beziehung  zwischen  den  Grussen  m,  V  und 
a  durch  eine  unendliche  Reihe  dargestelit  wird. 

j.  34. 

Um  den  Winkel  a  genau  zu  finden,  Icana  man  in  ähnlicher 
Weise  verfahren,  wie  in  §.  31.  gezeigt  wurde. 

Man  wird  nämlich  mit  Zugrundiegung  des  nach  §.  33.  erhalte- 
nen Werthes  von  a,  den  wir  durch  bezeichnen  wollen,  die 
Ordinate  des  Punktes  der  Curve  berechnen,  weiche  der  Abscisse 
m  entspricht.  Hier  wird  man  wieder  einen  von  n  verschiedenen 
Werth  finden,  denn  sei  ACQ  (Taf.  XII.  Fig.  7.)  die  Curve  (Ele- 
vation  a),  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  Q  geht,  so  wird 
die  Curve  mit  der  Elevatioo  tfi  die  Senicrechte  PQ  in  einem 
Punkte  9  treffen,  so  dass; 

Pq>PQ  wenn  tt»<a 

und  umgekehrt. 

Um  den  Werth  von  Pq  —  Wü  erhalten,  bestimmt  man  zu* 
erst  (§.  12.)  die  Coordinaien  Ab  =  w  und  bc  =  H  des  höchsten 
Punktes  c  und  ebenso  die  Dimensionen  de  und  ce  für  den  Punkt 
df  in  welchem  der  Tan^^entenwinkel  gleich  a9  ist.  Daun  ist  die 
Rechnung  nach  folgenden  Formeln  weiter  zu  führen: 

i  s=  m —  (to  -f  de), 
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logi^  «  9.58106+  logOog^jjpi). 
tg  «0  CS  Kfgi}  -^  tg**0-  i(«g«J-«g«'> 

•»  =  i—fg* 

al*     L d  t<i  r]  cai* 

Nun  ist  die  ganze  Rechnung  mit  einem  zweiten  Wertbe  a' 
EU  wiederholen,  wobei: 

tt'>ii^  sa  Bebmen,  wenn  ii^>k, 

a'<o^  zu  nehmen,   wenn  ii^<ii. 

Man  kann  dabei  et'  um  15  bis  30  Minuten  verschieden  von  cfi 
nehmen,  und  wird  schliesslich  den  Werth  n'  erhalten,  dann  ist: 


{.  33. 

Zar  Anwendung  der  im  irorigeu  Paragraphen  gegebenen  Vor- 
•ch'rifteo  setaen  wir  nun: 

Um  die  Goordinaten  uo  und  H  mit  Genauigkeit  zu  erhalten» 
mu88  man  dienen  M^inkel  in  mindentens  fllnf  Tbeile  lerlegen,  wobei 
es  sweekmSssig  itt^  diese  einseinen  Tangontenwinitel  so  sn  wäh- 
len, dass  ihre  Dilerensen  nicht  einander  gleieh  werden,  sondern 
allmllig  sanehmen.  Man  nehme  s.  B.  hier  =  63<>,  =  61®, 
»g  =  36*^  «Ii  =  19^.  Bei  gleichen  DiSerensen  bitte  man  dagegen 

erhalten     ==  ^o»  =  57<>3'   oder  a"-     =  14«  IG'.    Eine  solche 

Aenderong  würde  aber  bei  dem  grossen  Winkel  tfi  sehr  grosse 
Werthe  für  die  Coordinaten  des  Punktes  D  (Taf.  VIII.,  Fig.  %, 
Tbl.  XLVI.)  und  des^haib  eine  weniger  genaue  Bestimmung  der- 
selben zur  Folge  haben,  wahrend  die  folgenden  Coordioateodiffe- 
renseo  ziemlich  klein  ausfielen. 
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456         Neil:    Wurßewegung  im  widerstehenden  mttel. 
Die  Rechnung  ergibt  huo : 

to=  1778.89,  ^  =  2930,90 
de  =  1147.35,    ce  =  1582,08 

m  =  3239.73.   i  =  313.4Q 
4=:76«15',   lojgttO  =  8.57573,   xO  =  74»3^^'^ 
/•<y  =  308.66.  gd  =  mOM 
w  =  4.83,   j:=  18.90 

«  =g  94.24.  w— no  =  -  155.14. 

Da  n">n ,  so  nehmen  wir  a'  =  7F40'.    Hier  ist  es  nun  be- 
quem, die  Werthe  der  anderen  Tangenten winkel  ....  ganz 
'ungeändert,  wie  bei  der  ersten  Rechnung  zu  lassen. 

u>'  =  1749.67.   ff'  =  2942.10 
d'e'  =  1131.69.   cV^  =  1592.02 
i'  =  358.35.   y  =  77«7' 
log«/  =  8.64934,    x/  =  740  44^5^^ 
fiir'  =  350.45,    g'd'  =  1  •284.31 
tt>'  =  r90,  ^'  =  3468 
=  31.09,   7j'~w«  =  — 218^  =  21! 

Die  in  §.  32  entwickelte  Formel  gab  also  in  diesem  Falle  den 
Winkel  a  um  7  Grad  zu  klein. 


t"  • 


»»  ...     i  ' 
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VeMkchtes  aus  dem  Gebiete  der  Wahrscheinlich' 

keitsrechnoDg, 

Herrn  Dr.  Ludwig  MatthiesseH 
in  Husum. 


1.  Ein  seltener  Palt  Vor  einiger  Zeit  ereignete  «ich 
hierorts  bei  einer  Wbistpartie«  welche  von  vier  Beamten  gespielt 
wurde,  dn  Fall  nohl  der  allerseltensten  Art.  Als  nach  VeHauf 
von  mehreren  Partien  (natürlich  mit  denselben  Karten)  abermah» 
die  Karten  gegeben  worden,  traf  es  sich,  dass  jeder  Mitspieler 
13  Karten  von  'einer  Farbe  erhielt.  Um  leinen  Begriff  von  der 
Rarität  und  der  Kleinheit  der  Wahrscheinlichkeit  einer  künftigen 
Wiederholung  desselben  Ereignisses  zu  erhalten,  bedenke  man« 

52! 

dass  52  Karten  unter  vier  Whistspieler  auf  ^^^j^  verschiedene 

Arten  überhaupt  vertfaeilt  werden  können;  unter  vier  bestimmte 

62! 

Spieler  A,  B,  C,  D  aber  auf  •^]3^  vlws^biedeoe  Arten.  Be^ 

nitgetheilte  Fall  wfirde  also  unter  (521): [41(131)«]  Malen,  so  dass 
Jeder  13  Karten  derselben  Farbe  erhielte,  einmal  eintreffen;  da- 
gegen unter  (52!) :  (13!)^  Malen  nur  Imal  so,  dass  A  wieder  die- 
selbe Farbe  a,  B  dieselbe  Farbe  6,  u.  s.  w.  erbielte.  Es  ist  aber : 

:=  2235)197406189630613683011060000. 


4!  (13!) 

Um  die  Ideen  besser  zu  fixiren,  nehmen  wir  an,  da.<«s  wenn 
1000  Millionen  Menschen  im  Stande  wären,  Tag  und  Nacht  zu 
arbeiten  und  Jeder  jede  Minute  einmal  die  52  Karten  in  4  Hau- 
fen theilte,  im  Ganzen 
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412628681668918  Jabre  46  Tage, 

also  weit  über  4  Billionen  Jahre  dazu  gehörten,  um  alle  niüglichen 
Variationen  zu  erhalten.  Man  kann  deshalb  wohl  mit  der  gross* 
ten  Sicherheit  behaupten,  dass  das  obeoerwähnte  Ereigoiss  ein- 
zig in  seiner  Art  dasteht. 


2.  Ein  unterbrochenes  Spiel.  Drei  Spieler  A,  B,  C, 
von  denen  einer  drei  Spiele  gewonnen  haben  muss,  um  die  I*artie 
zu  gewinnen,  zahlen  verschiedene  Einsätze,  und  zwar  A  3  Tha- 
ler, J3  2  Tbaier,  C  1  Thaler,  mit  der  Bedingung,  dass  \Tenu  A 
gewinnt«  dieser  den  ganzen  Eineatz,  B  hingegen  V4  deeselbeo, 
C  nur  die  Hfilfte,  also  3  Thaler,  erhalten,  der  Reet  aber  su  mil- 
den Zwecken  ▼erwendet  werden  «olle.  Ale  A  awei  Spiele«  ß 
eine  und  C  noch  kein  einsiges  gewonnen  haben,  entzweien  sie 
sieb.  A  beansprucht  nun  den  ganzen  Einsatz  von  6  Tbalero,  B 
und  C  hingegen  fordern  ihre  Einsätze  zurück.  Da  B  und  C  sieb 
aujsrserdem  weigern ,  auf  den  Vorschlag  des  A  das  Spiel  fortzusetzen, 
▼erlangt  A  richterliche  Entscheidung.  Wie  musste  dieselbe  lauten : 

Es  fehlten  dem  A  noch  ein  gewonnenes  Spiel,  dem  B  zwei 
und  dem  C  drei.  Da  sich  nach  höchstens  vier  Spielen  die  Par» 
tie  hätte  entscheiden  müssen,  well  ferner  die  Wahrscheinlichkeit, 
ein  Spiel  zu  gewinnen,  fSr  Jeden  i  betrigt,  so  entwickle  man: 

(Ya  +       =  (Va)'  +  4(73)''  (%) » +  ß(      (%)^  +  4(  Va)        +  (%)•. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Wahrscheinlichkeiten,  den  Einsatz  zu  ge- 
winnen, sind: 

fär  Ai  «>i  =  <y,<,,;  für  H:  «,,="107;   fiir  C:  «>«,  =  %or- 

Da  fprnpr  A'a  Ansprüche  an  den  Einsatz  das  Gewicht  1,  JS'a 
Ansprüche  das  Gewicht  ^j^,  Cs  Ansprüche  das  Gewicht  haben« 
so  sind  die  .6  Thaler  zu  vertbeiien^  wie  iolgt: 

A  erhilt  l."%of    oder  3  Thaler  20  Grosehen, 
B    »  ■/•  •■/lor.»   «    l  12 
C    „  Va»  »»  —  »» 

Die  fibrigen  20Vz  Groschen  sind  zu  milden  Zwecken  zu  ▼erwenden. 


*  Z.  Eine  Probalität  aus  dem  Gebiete  der  Zahlen- 
theorte.   Eine  der  ältesten  Regeln,  aogenaniite  „befreundete 
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Zableo'*  (nvoierl  amieabil«)  m  fiodM,  Ist  die  von  van  Schoo- 

ten  nach  Descartes  Mittbeiluiig  angegebene:  Man  soll  drei 
Primzahlen  wählen  von  der  Form  3.2"— 1,  6.2"- 1,  18.2«"— 1. 
Dann  ist  die  letzte  Primzahl,  mit  2"+^  mflltiplieirt»  eine  der  beiden 
Freandschaftszablen  und  die  Summe  ihrer  aliquoten  Theile  natflr- 
lieh  die  andere.  Diese  Regel  gibt  für  n  =  1  das  Paar  220  und 
284;  jede  vun  ihnen  ist  der  Summe  der  aliquoten  Theile  der  an« 
deren  gleich.  Ausserdem  liefern  n=:3  und  n=6  Freundsehafts* 
paare.  Dahingegen  nicht  n  =2,  4,  5  und  7  bis  17  incU  keine 
mehr.  Da  fiir  grossere  Zahlen  die  Factorentafeln^fehlen,  so  fragt 
es  sich>  ob  und  wie  wahrscheinlich  es  ist»  dass  für  n>  17  noch 
Prenodsebaflspaars  gefttoden  irerdeo  kSnoten  * 

Nimmt  man  nach  Gauss  und  Legendre  die  AuadrQcke 


/ 


\ogx  logoak^^I 


als  aogenäherte  AusdrOcke  für  die  Anzahl  der  Primsahlen  anter 
.«  an,  80  ist  dis  Dichtigkeit  der  PrinsahleD  für  bstrSchtlich  gnisss 
Warthe  von  «  oahesa  l:lognat«;  mithin  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  die  3  Zahlen  3.»*-l,  6/2»—]»  18.2^—1  Primsahlen  sein 
fverden,  dem  Prodacte  der  Dlchtig|Mlt  der  Primsahlen  gleich,, 
also  nahesn: 

 l  1 

^  ^  2(nlognat2}»''3(lognat2)*.n* 

.  2  • 

oder  10=^. 

Die  Wahrscheinliehkeit  also,  dass  Uberhaopt  noch  Oher  17 
hinans  der  gedachte  Fall  eintreffe,  ist  nahesn  gleich  der  Snmme 
der  Reihe  « 

Von  der  Summe  der  Reihe 


♦)  L<ber  befreundete  Zahlen  vergl.  m.  den  von  Klügcl  verfasstcn 
•ehr  lehrreichen  Artikel:  Befreundete  Zahlen  im  MatbeDiali' 
sehen  Wörterbuche.  Thl.l.S.246.  Nach  Klügel  Uutet  Tan  Sekoo- 
tene  Regel  eigentlich  eot  „Msn'tache,  ivenn  P,  Q,  H  anbeetiiiinte 
Primsahlen  eind,  eine  Poleai  A  der  S  von  der  Besdiaffenheit,  da«« 
^A—l—P,  6A—\  =  Qy  IR/44«ls=i?  iet;  dami  ebid  9diV  nad  %APQ  ein 
Paar  befrenndeter  Zaiilen."  G* 

TheUXLim.  81 
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finde  ich  in  den  Comment  Petrop.  TU.  133.  nnr  die  ven  finler 
aagegelienen  Wectbe  -gr  uud  <n=2  und  ins=4. 


4«  Aufgabe.  Jemand  soll  p  weisse«  9  schwnrse  Kugeln 
in  swei  Ureen  derartig  vertbeiieD,  daas  man  doreii  einen  blinden 
Griff  wabrsebeinlicber  weine  aia  acbwars  sieht  Wie  ist  disee 
Vertheilnng  ▼ononebneo  1  Anf  wie  ?ielfacbe  Art  ist  dne  selche 
Vertbeilung  möglich»  wenn  pss3  und  g=i  ist? 


Ueber  ein  algebraisches  Problem  von  Herrn  Bar- 
oaba  Tortolini  in  Rom,  die  cabischen  Gleichaogen 

betreffend. 

Von 

Herrn  Dr.  Ludivig  Maiihiesaen 
io  Hatam. 


Laut  des  Literar.  Berichts  CLXXXIV.  8.  15.  des  Archirs 
ist  in  den  Annali  di  mat  Tom.  VIL  p.  297.  ehi  Artikel  von 
Tortolini  veröffentlicht,  enthaltend:  Risoluzione  di  an  pro- 
blema  relativo  all'  equazioni  di  terso  grado.   Die  Aufgabe 

ist:  Wenn  eine  cabiscbe  Gleichung  gegeben  ist,  die 
Gleichung  zu  finden,  deren  Wurzeln  die  Verhältnisse  je 
zweier  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  sind.  Da  ich 
mich  leider  nicht  im  Besitz  der  Ann.  di  mat.  befinde,  so  kann  ich 
nicht  beurtbeilen«  ob  die  folgende  Dedaction  neue  GesichtspuDiEte 
darbietet  *). 

Gegeben  sei  also  die  Gleichung 

Mf*  +  Ä*  —  «  SB 

*)  Ich  glaube  e«.  Ailldiirt  ist  die  Aufgabe  etgesllich  ans:  Tfc« 
Edocational  Tinea.  Aoguat  1866.   p.  lOa  Q. 
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und  dl0  Wmeln  a^,  x^,  x^,  deuMlbee  Mieii  fesp.  a»  y.  Es 
«oll  die  Gleicbang 

+  771^*  +  ny*  +  py^  +  qy^  +  r//  +  j  =  0 

gefaodeo  werdeo«  welcbe  die  Verhältnisse 

a     ß     ce     Y      ß  y 

r  i'  r  i'  r  » 

so  WorselD  hat  Hieran»  geht  sonSehst  hervor»  das«  die  gesuchte 
Clleichnog  eine  reciprol[e  Gleichsog  des  sechsten  Grades  sein 
moss;  also  Ton  der  Fenn: 

y^  +  py"  +  73/*  +  ty^  +       +p3r  +  1  ä  0. 

Bildet  man  diese  GleicbuDg  mittelst  binomischer  Factoreo  ans 
dei))i  Producte: 

(y  -  (»- ^  (»-^  (y-i)  (y- (y-|)- 0, 

SO  findet  man  leicht: 

■  *«-sg>'  +  t3  +  ^(|)  +  ^  Q  +  ^f^)!^ 

Um  die  Summen  der  symmetrischen  Functionen  zu  erhalten,  bedarf 
man  der  Gleichungen: 

ai^ß^y=ia,   a^-^  ß^-i^y"^  =  M  =i  a^—2b, 
nß-^wy-^^^b,  «•  +  /3»  +  y»  =  iV  =  a»— 3a6  +  3c, 
ußf  SS  e»  -f  |3«yS  SS  Pss  ^-.3a6s-f  3c*. 

Nun  ist: 

/a\      («••fß«)y-Ktt«-l-y')/?-f  «y'-l-y'^)«  _oitf-iV__c6--3c 
«•'l'/?»4-y^_n*--'3g6H-3c 

^(.yV   "^—^  ' 

—30*0+0^«  +  4a6c--3c«— 26» 
=  Tc*  7  

81* 


462  Grunert:  üeber  einen  S4U»  von  der  ElUpse. 

Seist  nsB  dlMe  Wectbe  in  die  j^GleieiniiiK  ein,  so  erbttt  mai: 

+  si*  — 3r+l=0. 

Sind  alto  die  drei  Wniseln  gleleb*  nlaiiicli  ßssy^  a,  eo  ist: 

a  =  3«,  b  =  3ö',  c  = 
and  die  bicabiecfae  Gleidrang  gellt  Aber  in: 

^•-.63,»  +  15y«-2(y + 15y«  -  6y  + 1  =  0. 
io  welcbem  Feile  man  erbilt: 

an» Ä  =  Jfb  =  ys  =    =  sf» « 1- 


Ueber  einen  Satz  von  der  Ellipse« 

Voa 

a 

dem  Heraongeber. 


e  Ii  r  •  »  t 


Wenn  in  eine  Ellipse,  deren  Mittelpankt  C  eeie 
mag,  ein  Dreieck  AoA^A^  beacbrleben  let«  ae  alaia  nan 
nach  den  Mlttalpankten 

ft»  ^e 

der  Seilen 
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dieses  Dreiecks  die  Halbmesser 

der  Ellipse.  Zieht  man  dann  durch  einen  ganz  belie- 
bigen Punkt  A  der  Ellipse  mit  den  Halbmessern 

die  Parallelen 

ÄD^9  Aih,  ^Jhf 

welche  die  Seiten 

des  Dreiecks  AqAiA^  in  den  Punkten  Dq,  D^»  schnei* 
den;  so  liegen  diese  drei  DarehechnilUpvekte  Jeder» 
seit  in  ctBcr  Gereden. 

Beweis. 
Die  Coerdinaten  der  drei  Ponlcte 

seien  In  bekannter  Beselebnong  respeethre: 

acosvo*  Asinuo;    acosi/i,  ösinui;    acoau^,  bBmu%<. 
Dann  sind  die  Ceordinaten  der  Mittelpunkte 

^e*  ^% 

der  Seiten 

AgA^,   A^A^g   AqAi  • 
des  Oraleeks  A^iA^  respectife: 

ia(costf|  -f  cost^)  =  aco8|(U|  -f  t^)  cos^(ti|  —-tfs)» 
i6  (sin  ti|  -|-  sin  Ii})  =  6  sin  1{tui  -f  t<s)  cos      —  m^)  > 

ia(co8tit-|-co8t(o)  =  acosi(«i+«o)<»«i(«»^«o)» 
idCsintiB  -I-  sin     =s  d  sin  K«i  *f  «o)  eesKKi-*«b) ; 

4a(c06Ilo  4- COSM|)  =  (IC08i(rfo4*Xl)  C08i(Uo — Ml), 

(sin  «0  +  «in  ti] )  ==  6  sin  i(t<o  -f  «|)  cos  |(t(o  — >  «i). 

Feiglieh  sind  die  Gleichungen  der  dvrcb  den  Anfiwg  C  der 
Coerdinaten  gehenden  Geraden 

CB^t   CBi,  CB% 


464  ermnert:  Otbtr  einen  ßai»  Pom  äer  EUipse, 

respective : 

4 

jrasj«toDg4(iia  +  «o), 

3r=^«tangi(Mo  +  iii). 

BezeichneD  wir  nun  die  Coordinaten  des  bellebif^n  Panlctos  A 
in  der  Ellipse  durch 

acostf,  ftsioic; 
so  sind  die  Gleichungen  der  den  Halbmessern 

CBq9  001»  CB% 

parallelen  Geraden 

AD^,  ABl»  AD, 

respeetive: 

b 

5— 6sioii  =  -taog4(i(i-|'ti|)«(«-  aoos«), 
y^^siaic  SS  ^tangKiMs + Kio)*(«— «cestf) , 

jr— 4sIdm  =:  ^taDg4(i^)-|- aeosK); 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

4s;sin4(«i  +«t)— syeosKiii  s=  a&sinl4(it,  +  ««)  —  u} , 
6a;sini(ua-f  uo)— a^cosKtf9*f  Kq)  =  öÄsinli(«t-|-Mo)— u}, 
&rsin4(«^-|-t(i)— oycosKti^-f  ti|)  =  a5sin(KuQ<|-«|)'— «). 

Die  Gleichungen  der  Seiten 

AiA^,  A%Aq,  Af^i 

sind  besiebungsweise : 

_  _         b  sin«!  —  flinw«  . 

Asmut  =-  •  *  -(2;— acoß  «.), 

6  sintf« — sinti^. 

.  .        6  sinitk— sinih  .  . 

«—6flin  «/>=:-•  —  ^(iB->aco8tk); 

*  "    a  cosKo— eosi^^  ^* 

oder: 
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oder,  wie  man  eogleieb  fibereiebt: 

baeeo9i(ug  -|- +  rngtio^Ui  H-  aig)  =  <i6cosi(ifi  — «t)t 
tecos      +  «o)  +  ay  610  J(wj  +  «o)  =  ab  cos      —  Mo)  $ 
tocosi(«o  +  «k)  +  ojfmn^UQ    Ui)  =s  a6  coe  i(% — «i). 
Beteicbnen  wir  iino  die  Coordinalen  der  Darcbschoittspanlcte 

der  Geraden 
mit  den  Seiten 

AiA^t  il§4o> 

reepective  dvrcb 

-So.  le;  jr,,  F»;  A.,  F,; 

00  haben  wir  an  deteo  Beatimmnog  nach  dem  Vorhergehenden 
die  Gleichapgen: 

ÄJ^O  cos  \{Ui  -i*  Uft)  +  <Z  Fq  SID  +  M^)  =  ö6  COS  ^(«/i  —  t/j)  ; 

6Zt ein i(tt. 4- «o)— 0 Fl  coei(i% 4- IIb)  »  a6«inii(«a -I- «o) 
6JlC08i(tla-|-1ib)'^a^t»iDK«s*^lO  =  «6coe4(«i— «b); 

62^2  sin  4(uo -fui)  —  aF5,co8i(7/o  +  Wi)  =  <i6  sin }  |(iz„  +  Mj)  —  m}, 
6A'gC0»i(w«  +  «i)  +  Fj  sin  i(uo  +  Ui)  —  «6  cos  ^{uq — «i) ; 

aoa  denen  eich  leicht: 

^Xq  =  O  \  C08«  +  CO»  tf]  +  cos  «2  —  cos  («i  +  ttj —  m)  j , 

2Fo  =  öisinu  -|-  sinu^  +8i»«8  —  sin(u4  -f    — u)|; 

21k|  saico8tc4co8tib4coetC0~cos(tia-f  tto'~«)I> 
3Fi  =  6tain«  +  siniis-f  aintib— 8in(iitH-«o— «)); 

2^2  =  ö  { cos  u  +  cos  «0  +  COS  Wj  —  cos  («0  ^  ?/|  «)  }, 
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ergiebt* 

Aas  dt««eD  l»«merkeiuiw«rflien  FormelD  leitet  man  leicht  die 
felgendeii  Femelo  ab: 


— 2aelD|(iib< 

-ai|)iiiiiKi%- 

K)eoei(tib-l-%-f«s- 

■«). 

—2a  sin  |(V| 

— ttl)sini(t/o- 

ti)  cos  \{uq  +  i/i  +  Ua  — 

m). 

— 2a6inKtcs« 

-t^o)»^»4(«I— «)«m4(«q+«i -|■«ii- 

•«); 

F|  = 

-«i)»»ni(K»- 

-ii)sini(tro-f  «|-|-«s- 

«), 

-.268iDi(Kl- 

— ^(^elIl^(ln,— 

•tt)aioK«»-f-<(l-l-«t- 

•«). 

— 268in^(tis' 

-ao)8iDi(l<J-- 

-u)sini(llo*f  t<i-f  Uft- 

-u). 

I>ie  Bediogungsgleicliung,  das«  die  Ponkte  Dq,  Di,  oder 
(^Fo),  (X,  Fl),  (JTtFa)  in  einer  Geraden  liegen»  ist  befcanntÜeb: 

( n - IV  + -^1  ( -     + ^ ( Fo -  n )  =  0 , 

oder: 

4{A'o-(Aro-.Yoi(r,-Fo)  S=o, 
+  i;ro+(-Xs-^)l(Fo-F,) ) 

oder: 

Aii(F.-r,)+(r,-F,)+(r,-r,))  >  _ 

oder : 

(Ao-JTi)  (F.-  Fo)  -  ( Fa  - 1\)  =:  0, 

oder: 

(j:;»- jrO(F,-Fo) «  j;>)(Fo-f,). 

DaKS  aber  diese  Gleicbiing  erfüllt  ist«  gebt  aus  den  obigen  Aus- 
drücken  der  Differenzen  der  Coordinaten  der  Punkte  />o,  D^, 
anf  der  Stelle  fcervor*  und  unser  Sata  ist  daher  bewiesen. 

Sachen  wir  nun  noch  die  Gleichang  der  darcb  die  Punkte 
/>o*  ^k»  ^%  gebenden  Geraden. 

Diese  Gleiebnng  ist: 

oder: 
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•Imp  wenn  man  die  obigen  Ausdriteke  von 

Xq,  Fo  ond.  ^—^1»  Fo— Fl 
einführt,  und  die  dadnrdi  hervorgehende  Gielebong  dnreh 

siD  Uuq — Ui )  sio  {{tu — ») 

dividirt: 

[sioii-l-flintii-l-einiit— •tn(«t-|-%---«)]co8K«b'^<%4%-«)) 
^ — [oooai  -|-C08tf|  -f-costit — cos(tti  -|-«s~t()]  sinKtiQ-|-Ui  -1-%- •») ' 

sin|(3K— n^^ait — tig) 
-I- sio  i(u -f  »0 — »1 — Uf) 
+  sini<ii-~t<o  -h  «1  — 
+  8iai(tt  —  «0  —  «1  +  «a) 

oder: 

coflft(ii^-f  «1 + %— ti)  —  &reio|(i(^  +  «i  -f  «(—  «)  | 

«ini((tt— iio)+(fi— tti)  +  (i*— ifa)!  . 
+«lniKii-i^tt)+(iii-n^|  f 

+  sin  i  {  (m  —  «1 )  +  (i^t — Wo)  I 
+  8ini[(»-iy  +  («o-iii)i 


sa6 


welclie  Gleichung  ganz  symmetrisch  ist. 

Der  von  mir  hier  bewiesene  Satz  ist  von  Herrn  J.  J.  Wal- 
Icer  in  London  in  dem  Journal:  „The  Educational  Times. 
August  1867.  p.  III."  ohne  Beueis  aufgestellt  worden.  An- 
deutungen zn  einem  Beweise  veo  Herrn  W.  S.  McCay  in  Edin> 
burgh  nnd  Herrn  S.  Bill«  in  Newark-on*Trent  finden  eich 
an  demeelben  Orte.  Die  von  mir  im  Obigen  entwickelten  For- 
mein  nnd  Gleichungen  dürften  aich  vielleicht  beaonders  doreh 
ihre  Ssrmmetfie  empfehlen. 

Die  Erweiterung  auf  die  Kegelschnitte  fiberbaupt  überlasse 
ich  dem  Leser. 
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Ueber  einen  Satx  vom  Kreise. 

Von 

dem  Herausgeber. 


lietaraatfli. 

Durch  einen  Punkt  A  eines  Kreises  seien  drei 
Gerade  gezogen,  welche  den  Kreis  zum  zweiten  Male 
in  den  Punkten  Aq,  A^^  A^  schneiden.  Beschreibt  man 
nun  über  den  Sehnen  AA^^^  AA^,  AA^  als  Durchmessern 
drei  Kreise,  welche  also  sämratlich  durch  den  Punkt 
A  gehen,  so  liegen  die  drei  zweiten  Durchschnitts- 
punkte dieser  drei  Kreise  jederzeit  in  einer  Geraden. 

Beweis. 

Bevor  wir  auf  den  Beweis  dieses  Satzes  nSher  eingehen, 
wollen  wir  zuerst  im  Allgemeinen  zeigen,  wie,  wenn  die  Coordi- 
naten  des  einen  Durchscbnittspunkts  zweier  Kreise  gegeben  sind« 
die  GoiyrdiiMiteii  des  snderen  Dnrebsehsittepiiiiirts  dieser  beiden 
Kreise  gefunden  werden  leOnnen. 

Zu  dem  Ende  seien: 

(«-ig«+(f-.6i,)*=rro«, 

die  Gleichungen  der  beiden  Kreise,  und  a,  ö  seien  die  Coordina- 
ten  ihres  einen  Durchschnittspunkts.  Bezeichnen  wir  nun  die 
Coordinaten  des  anderen  Darcbschnittspunkts  durch  a:Qi ,  ;  so 
haben  wir  die  folgendeo  Gleichungen: 
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(xqi  —  Oo)*  +  (.yoi — ^o)*  =  »•o*> 

welche  sieb  auf  folgeode  'Art  schreiben  Issseo: 

I  («öl  -  a)  +  (a  -  flo)  I*  +  1  (yoi  -     +  (6  -  6o)    =  V , 
K*«i «)  +  («  -  a, )  |>  + 1  (»Ol  -  6)  +  (6  -  60  }*  =  ri 

fintwlekelt  man  dod  die  Quadrate,  und  bemerbt,  dass«  weil  (ab) 
der  eioe  Ourchsehiuttspankt  der  beiden  Kreise  ist,  die  lieiden 
Gleiebnngen: 

(a-0o)*  +  (Ä-6o)*  =  ro», 
(«-.«,)«  + (6-6,)«  «n« 

Statt  finden ;  so  erhSK  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 

(On  -«)*+ (yoi  -     +  äKa-flo)  («ei  -«)■!•  (6-6^X^01  — *)  I »  ^ 

(oTox - fl)« + (yoi - 6)»  +  2 {(a - ai ) (a-oi  - a)  +  (6 - 61 )  (yoi - 6) j = 0 ; 

nnd  durch  deren  Sabtraction  die  Gleicbang: 

(«o — Ol)  («Ol  —  fl)  +  (^0  -  *i)  (3^01  —  6)  =  0. 

Insofern  wir  nun  annehmen,  dass  die  beiden  Kreise  «virklicb 
in  dem  Punkte  (a6)  sich  schneiden,  liönnen  offenbar  die  beiden 
Grossen 

«0 — «1         ^0  —  ^1 

nidt  sogleich  verschwinden,  weshalb  wir  etwa  voraussetsen  wol- 
len, dass  bo  —  ^t  nicht  verschwinde.  Unter  dieser  Voranssetsnng 
folgt  ans  der  vorstehenden  Gleichung: 

i^oi  —  6  =  -  jj^^^  (jToi  —  a) , 

also: 

(«Ol  (yoi  -     =  (60 "6t)«  ""''^ 

vndt 

(«— «o)(*oi  -«)  +      *o)(yoi  —6) 

(g— Oq)  (6a--6i)  — (6— 60)  (oo  —  ai)^.  . 

-  ^^ir^,  ^(««1— «). 

Daher  bat  man  nach  dem  Obigen  die  Gleichung: 

(ao~ai)H(&o-6i)»  ■«(q-qo)(6o-6j)-(6-6o)(ao-a,). 
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Diese  Gleichung  wird  erfüllt  durch 

dann  Ist  aber  wegen  der  GieichuDg 

•och 

folglieb: 

\         Äöi  — «  =      yoi--*  =  0  oder  jr^i  =  a,  3roi  =  6; 
80  dass  also  der  Punkt  (^oi^oi)  der  Durcbscbnittspuokt  {ab)  der 


beiden  Kreise  Ist»  welcher  hier  nicht  gesucht  wird.  Nach  dem 
Ohigeo  mfisseB  wir  also: 

(ao-fli)'-f(6o-6t)S„  .  .>(g~flo)(6o~6i)-(6~6o)(ao-at) 

=  0 

•etsen,  woraus  sich»  zugleich  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

zur  Bestimmung  der  gesuchten  Coordinaten  x^i,  y^^  die  folgen- 
den Formeln  ergeben: 

^""^^  («o-fli)*  +  (6o-6i)" 

Die  Voraussetzung,  dass  Oq — nicht  verschwindet,  fuhrt  ganz 
XU  denselben  Formeln,  und  dieselben  sind  also  allgemein  gültig. 

Indem  wir  nun  zu  dem  Beweise  unseres  Satzes  fibergehen, 
bezeichnen  wir  den  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises  durch  r, 
und  nehmen  dessen  Mittelpunkt  als  Pol  eines  polaren  Coordina> 
tensystems  an,  welches  wir,  in  Verbindung  mit  dem  entsprechen» 

den  rechtwinkligen  Coordinafensysteme  der  xy^  dessen  Anfangs- 
punkt der  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  ist,  in  welchem 
Systeme  ferner  der  positive  Theil  der  Axe  der  x  mit  der  Aie 
des  polaren  Coordinatensysteros  zusammenfallt  und  der  positive 
Theil  der  Axe  der  y  auf  der  Seite  der  Axe  der  x  liegt,  nach 
welcher  bin  die  Winhel  b  dem  polarsn  Gnerdinatensysteme  von 
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Miner  Aze  aii  tob  0  bin  960*  geilMt  werden,  aueren  rdgeoden 
Betraditangeji  la  Grande  l^o.  Dies  vorausgesetzt,  sind  nun 
alle  im  Folgenden  bii?  Betrachtung  Icommenden  Coordinateo  recht- 
winklige Coordinaten«  ui«geiirOckt  dnreb  die  entaprecbenden  pela- 
ten  Coordinaten. 

Die  Coordimiten  des  Punktes  A  aeien: 

rcontt»  ralna; 

die  Coordinaten  der  Punkte 

Aq,  Alt 

seien  respectiye: 

reene^,  raine^;  reoac%»  rainoi;  reo8«%»  raino^. 
Folglich  sind  die  Coordinaten  der  Hltlelpankte  der  Sehnen 

*      AAqp  AAgf  AA% 


ir(eoaa-|-eoBa^,  |r(sin«-f sin<^; 

|r(co8o-|-co8ori),  |r(8ina-|-sina]); 
|r(coso-f  cosoj),    |r(8ioa-f  sina^. 

Wenn  wir  nun  die  Coordinaten  :roi,  yoi  zweiten  Durch- 

schnittspunkts der  in  dem  Punkte  A  sich  schneidenden,  €ber  den 
Sehnen  AAq,  AAi  als  Durchmessern  beschriebenen  Kreise  finden 
wollen,  so  müssen  wir  in  unseren  obigen  allgemeinen  Formeln: 

•  ssreoa«t  Asraln«; 
0^  8  |r(coa«-|-eoo«^»  6o  =  ii'(*^n'^'l'^«b)» 
Hl  es  IrCeosn-f  eesoi),  &i  es  |r(oina  -f-oinfl^) 

setzen,  woraus  sich  erglebt: 

a— «qS   |r(eos«— eoo«vi) 

s— rsin  Ka— fl^ainK« -I- 

6  ~  6o=    ir  (sin  o  —  sin  Oq) 

B   rsini(a— oö)€osi(a-l'«^i 
i^^n^ss   |r(eoaa^— eosoi) 

^•~6i=    ir(sinao  — sinoi) 

=  raini(i^-e^)coaK«b4«i)* 

FolgUeb  iats 
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(«0-  «i)*+(*o-^)«  s=  AfaKi^,-«^)», 

and : 

(a  -  ao)  (^0— *i) — (*  -  fto)  (oo  -  «i) 
= — r«8in  i(a— «o)  sio  i(ao — «i)  «i»  i(a  +  «o)  « Wi(«o  +  «%) 

Daher  ist  aaeb  deo  obigen  allgemdoeii  Formeln,  wie  man  so- 
gleich flhersfoht: 

— rcosa  =  3rBiii|(«— a^)  aloi(«^«k)  eosKob  +  «i)» 

jfoi  —  r  sin  a  =  2r  sin  J(a  --  «o)  sin  \{a —  tt{)  sio  \{uq  +  «,) ; 

and  anf  gana  Shniiehe  Weise  hat  man  in  ihnl^her  Beselehnung : 

9x% — rcoa«  =  SrsinKa — 0|)aini(a<— o^eosXffi  -^  «i^, 
—  r  sin  a  =  2rsin  i(o  —  «i)  sio  |(a — sin  ^(«1  -f-  ; 

und: 

g^'^rtnmfn  =  2raini(a— o^sinKft^s^eos^i%  -f  s^), 

yto  -  «^»to  «  «  2rsin  K« — «s)sinK«— «ö)  «'o      +  «o)* 
Bekanotlicii  ist  die  Bediagangsgleichuog,  dass  die  drei  Pankte 

I 

(^SToi)»  («»yia)»  («aoSte) 

io  gerader  Linie  liegen: 

«Ol  (yia— »m)  +*ia<y»— Sfoi)  +  «to(yoi  — S^ii)  = 
oder,  weil 

reo««(jri»--3fte)-|'roos«QiiH>~5foi)-freoaa(jfoi--9it)  =  0 

ist: 

(a-oi—rcosaXyia  — 3^,o)  \ 
+  (xia  — rco8a)(y2o— yoi)  |  =0; 
+  (araQ— rcoso)  (yoi—^u)  ' 

oder; 

(a-oi  —  rcosa){(y,,— rsinc)  — (yjo^rsina)!  \ 
+  '■<^«){(y«o~''*»"^)"~(yoi—»'sin«)}  I  =0, 
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Nach  dem  Obigen  wird  also  diese  Bediogungegleicbung,  wenn 
man  fiir  die  in  derselben  vorkemmeDdeo  DilleieDseD  die  betref- 
fenden Ao^drfieke  eiolahft: 

ein  i(o — o«^  sin  4(a  —  «i)  ein  i{a — <%) 

><eo«|(a^+ai)|aiii|<«--«|)eiBi(a|-fa^^aiD|(«--«^«o|(«t-f  %)l 

+  ein  |(a — o^)  sin  \{a  —  a^)  ein     — <%) 

XeoeK«^  -h  0^  (sin  Km— o^8ioK«^-|-e^— einher— a^)eiDKflb«f%)| 

+  sin  i(a — «o)  sin  i(a — )  si'i  iC** — ^ 

WSre  nun  etwa 

sini(o~ao)  =  0, 
so  wSre,  iadeoi  k  eine  ganse  Zahl  beseiehnet: 

4(a  —  «o)  =  A-;e,    o  —  Oq  =  2A'n;. 

Weil  aber  der  abeolvte  Wertb  von  er— «o  nicht  grOeeer  als  2» 
iet«  eo  kann  nur         1»  oder  k=.Q,  oder  und  feJg- 

lieb  nnrs 

er — «f^s— 3»,  «r — o^bO,  « — c^=s-f2» 

oder: 

eeio.  Keiner  dieser  drei  FlÜle  Ist  mOglieh»  insofern  AAo  eine 
wirkliehe  sieht  verschwindende  Sehne  ist»  und  es  lEaiin  folglich 
sini(a— ctq)  nicht  verschwinden.  Ebensowenig  können  6in|(o— aj) 
und  sinK«— '«e)  ^er schwinden ,  and  es  Torsehwindet  folglich  das 
Prodoct 

sinK« — sinKe— «t)  sinK«-'«!) 

nicht.    Daher  ist  die  obige  Bedingungsgleichung: 

•  cbsi(ao+ai)  { sin  Ko—a,)  sin  ^(«1 sini(a— «o)  sin  i(«a+«o)  I 

+ eosi(tt|-f  ot)  Uin i(a- e^ sin      -f     -  sin |(a — Oj) sin  i(«<e  -f  «k) } 

+  cosK«b+«^)<«ni<«— 8»n4(«--««)8«"i(ai  +  o«)l 

=  0, 

Odert 
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=  0, 

oder: 

sin  i(a — «o)  sin  4(ai  —  c,) 

oder  durch  Verwttodlong  der  Prodaete  io  Differensen: 

cos  i(c — «o— «i  +  «f«)  ~  cos         «0 + «I  —  ««)  ) 

•hie  Gleichung,  welche  in  der  That  ideotisch  erfBlIt  iat,  wodurch 
ileo  imeer  Sats  bewiesen  ist 

Wir  wollen  nun  noch  die  Gleichong  der  Geraden  enchen«  in 
welcher  die  drei  Ponkte 

(^oi^oiX*   i^tz!fi2>>  (^to2fso) 

Jiegeo. 

Die  Gleichung  dieser  Geraden  ist: 

(s^-^SBi^ig^ffn)  =  (y«  — Sfi«)  (*  -«Ol)» 

oder : 

Ä I  (yoi  — »"sin  «) — (yi«— r  sin  o)U  («  —  rcos  «)  -  (xoi  — rcos  a) ) , 
oder: 

'         — reo««)  — («it— rcoe«)U3r— «"«hl«) 

=    («öl— »"Cosa)  K^oi— '•sin«)  —       — rsino)) 
(y^  —r  shi «)  t  («te  — r  cee  a)  —  («» — reos  «) ). 

Mach  dem  Obigen  ist: 
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••  ■  .•        .       ■  .  .  . 

Ä  SrsinlCa— a|)(8iii|(o— ii^)co8|(ao-|-«i)-'8iD i(a— a«) cos4{«| 

l  — sin  4(a  +  «4) — 8iDi(a— «I  —  ) 
==  2r8iD  i(a — « J  sio  i(öi— oo)  cos  i(a — oo — «j «ij) , 

=  r8illi(«-««,)(      cosi(«-2«o-«,)-co84(a  +  a,)  I  - 
i  — cos  5(0  —  «1 — 2a2)  +  cos5(a  +  «i)  ) 

=  r8iD|(«— a|)Uo8i(«— 2«^— — cosKtt—ok'-So^} 

s=— 2r8lo4(«— ai)8iD4(a2  — ao)sio     — «o— «i 

Feroer  ist: 

(«to  —  r  c«sa)  t  (ym  — -r  sin  et)  —  (^9 — r  sin  o)  j 
—  (1/01  — rsino)  { (0:01  — rcas«)  —  (a:,^  --reosa)} 
=  —  (d?oi  —  r  cos«)  (yis— rsino)  +  (^qi  —  r  sin  o)  (d;]»— rcosor) 
-=  _  41^810  K«--  «ö)  «n       «I  )*sin  cos  Koö  -l-«^)  sinK«!  -I-«») 

-f-  4r'^  sin  i(a— Oq}  sin  4(a—  «1)*  sin  i(« — «2)     s(ßo+«i)      iCa^  -f  04) 

,  (  *  • 

s  — 4r*sio|(a— «o)AlDi(<''-'^)**lDK<( — «^«wKik— «"^5 
und  daher  die  Gleichung  unserer  Geraden: 

— 2r  sin  ^(a — <5r|)  sin  i(a.2 — «q)  sin  ^(a  —  «□  —  «|  —  a.^) .  (a:  —  r  cos  «) 

— 2rsioi(a— <^)slnft(at — flib)cosi(a— t  ai  —  «i^.(y*rsin«) 

s  —  4r*  sin  i(a — »o) «(« — ^i)^  sin  |(a — «2)  — ^^^o)" 

Gans  eben  so»  vrie  oben  gezeigt  worden  ist»  dass-die  Factören 

sinK« — «o),   sini(a  —  aj),   sin4(a-  f(^) 

nicht  verschwinden  können,  überzeugt  man  sieh,  dass  auch 
sin  ^(aj  —  aj  nicht  verschwinden  Itann»  wobei  man,  wie  früher 
die  Sehnen :  ' 

JtA^t  A.Ai  f  AA%  \ 

Theil  XLYJLI.  82 
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jetzt  Our  die  Sehne  A^Aq  io's  Auge  xa  faswen  brancht;  daher 
ergiebt  sich  ans  dem  Obigen  die  folgende  merkwürdige  Gl^chu^ 
der  durch  die  Punkte: 

(«aijroi)>  (^tSfkt)*  (»loj^ 
gehenden  Geraden: 


^■in  — +  Ä  e«e|(«— fto--«!  -  ««) 

=  nliiK3»— i^—«!"— o»)  +  28ini(a— aj8ini(« — «i)«ini(a  — o^, 
oder: 

.    ^niniCa  -  «o— «1  — «ä)  +  f  cos        «0— ai  — a,) 

^ii|l(«^+(««i)+(«--«4)»+2»ii»K«---^»^^ 
Nun  ist  aber  allgemein : 

«n(jr     -1- s)  4- 26ind;ain3r«iDf 
s  sin(«  -I-  y  H- -^  ees  («— y)  ein  z— eoe(«      sin  f 

=  sin  (« -f  y  +  z)  +  i  sin  (:r       +  z)  —  i  siu  (x  — y  —  ») 

— iein  (d;  -f-  y  -f-  2)  -I-  iaio    +  y — «) 
=  *i«ia(«W«)+«in(-«4ir+*)+»J»(«-^+*)+»»(*+y— 

vnd  folglich  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  unserer  Geraden: 

%»  2« 

^ein  4(a  —  «0  —  «1  —  «2)  +     coeiC«— oo  —  «i 

=  ninil  («~«o)  +  («--«i)'f  («— «t)l 
+  «Inil  -  («-«0)  +  («  -  «1)  +  («— «t)  t 
-l-rinil    («—«^)-(«— +  «^J 

+  sinil    («—«0)  +  («—«1)—  («— 

Den  hier  bewiesenen  Satz  hat  in  der  Zeitschrift:  Tbe  Edn- 
«ational  Times.  A 11  p;u s t  1867.  p.  III.  Herr  A.  Rens chaw  in 
Shervrood  Rise,  Nottingham  ohne  Beweis  mitgetheilt,  und 
Herr  Hirst  in  London  hat  denaelbeo  ebendaaelbet  dnrch  eine 
geofliairitelM  fietcacbtnig  auf  einen  anderen  Sata  BvrGckgefübrt; 
die  von  mir  im  Obigen  entwiekelten  Gleicbangeii  kSnnen«  glanba 
Ich,  Bocb  an  maneben  anderen  bemerfcenawartbenReaiiltateii  fttbron. 
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Miscellen. 


Btlae  Aufgtbe  über  einen  geomeirisclien  OrL 
Von  il«ni  Heran«g«ber* 


A  u  f  s  •  b  e. 


Den  geometrinehen  Ort  der  Durehiclinittspnnkte 
je  sweier  Berahrenden  einer  Ellipse  in  beitlamen» 

deren  Berfibrungssebne,  worunter  man  bel^nBntli€b 
die  Sehne  verstebt,  welcbe  die  BerQhrungspunkte  der 
beiden  Berührenden  mit  einander  verbindet,  eine  ge- 
gebene conntante  Greese  bat 

Attflöeang. 

Die  Anomalien  sireier  beliebigen  Panlcte  der  Ellipse,  deren 
Glelcbung  wie  gefrSbnlicb 


sein  mag,  seien  «g  *).  IHe  Gleiehnngen  der  Beribienden 
der  Blllpee  in  diesen  Pimfcteii  sind: 


*)  Wegon  aller  hier  zar  Anwendung  kotnraenian  Formeln  vervetM 
Ich  auf  meine  AbhaBdlDJig  Tbl.  XXIV.  Nr.  XXIX. 
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wo  X,  y  diesen  beiden  Gleichungen  genügen  müssen,  da  es  sich 
um  den  Üurchschnittspunkt  der  beiden  Berührenden  handelt. 
Bexeichnet  nun  s  den  gegebenen  constanten  Werth  der  Länge 
der  BerflhrongssehDe,  so  ist  bekanntlich: 

2)  **  =  4«ini(«o— ti|)»U*«mK«6+«i)*+6*co«i(i^o+«i)«|. 

Aas  den  drei  voretebenden  Gleicbangen  nifiesen,  um  die  Glei- 
cbiiDg  des  SD  bestimmenden  Orts  za  finden»  die  beiden  Anomt- 
lien  «0»      eliminirt  werden. 

Durch  Addition  und  Subtraction  der  Caleichungen  1)  erhält  man : 

3) 

-  C08i(t(o4-«i)c06|(Uo— M4)-|-|fiini(ttoi-tCi)GOSi(t(o  — »i)  =  If 


^  sin  -f  »I )  sin  — «i)  —  |  cos  ^Uq + u^)  sin  i(a^ — ii,)  =  0 ; 
also: 

|8inK%+ii|)  =|cesKai,  +  «i), 
folgUehs  •  ' 

9  2  2  2 

p«inÄ(tto+«i)*  =  |iCOSi(«o+«,)*  =  |i-|i«iiii(iio  +  «i)^ 

^cosi(i^+«,)«  =  pslni(i«a  +  iii)«  =  ^-^!cosi(in>+iii)«; 
woraus  sich: 

4)...   <  ^ 

cos  ^(lio-i- =  g— g  =^^^«  ^.  ^2^2 


ergiebt. 

Folglich  ist: 


a*sin  i(uo  +  «i)*  +    cos  i(uo  +  «i)* = ^^s^^y  * 


md  daher  nach  2): 
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cwfii^    ih;  —  4(64a;«  +  aV) 

Quadrirt  man  die.eute  der  heidMi  Gleicbaogen  3),  so  erhält 
man  die  Gleichung: 


•         "  i'.i 


+  2-.|«»i(iii,  +  iii)co84(n,»  +  «i)  • 
N«eb4)j«t: 

•V*  6*:r'  Ii' 

^  co«4(i<,,+iH)«  +  gi8ini(i«a+ii»)«=5i.p^äq^ 

und  nach  dem  Obigen  tot  ferner : 

^8ini(«o  +  Kl)  cosi(i<tt+ai), 

also; 

-  .  I  sin  Kilo  +«1)  cos  + «i)  =  Ji  cos  Kk,» + «1)«  s=  ^^a^^y . 
Daher  erhStt  man  die  Gleichnng  -:  '  .  . 

folglich:  '  '  ' 

also:  " 

(»»a»  +  nV)'  -  co«K««»-%)«  ' 
woraos  sich  die  Giei<jhan^: 


also  nach  6)  diis  iSleicbnqg; 


\  *        *  '  ■  I 
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ergiebt,  welches  die  Gleichung  des  M  bestimiDeDden  Orte  ist» 
Leicht  brhigt  man  aber  diese  GieidiuDg  aof  die  Fenn: 

Setzen  wir: 

se  wifd 'diese  Gleidiniigt 

(a*  sin  9>«  +  6«  cos  9)*)*  r« 

weraiia  sieb; 

;  4o*fl*(ii*eipy*-f  ft*cosy*) 

~  (SlB^+2Sööi^^l4(ä^ii^lJ*eqe^^^^(^^ 

oder : 

 4aH^  (a*  sin     -j-  b*  cos  y^)  

7) 

 8a6  V  «i*aiD    «f-  A*cosy»  

V (aViD9)«+6*coe9«)  {a«(4a*-««)8ing>*  +  6«(46«— i»)ce«9«} 

etgielit. 

Die  GleichingQ  ISmt  eich  aiieb  «sf  iolgfii4e  Äff  eohteHieiis 

1©"*G)T='KO;49'-H(M)'+(!'01-- 

und  überhaupt  lassen  sich  die  obigen  Gleichungen  noch  auf  ver- 
schiedene Arten  umgestalten ;  das  Weitere  hierüber  iind  die  wei- 
tere Untersuchung  der  entsprecheoden  Ortscurve  überlasse  ich 
jedoch  für  jetzt  dem  Leser. 


r  = 


Heber  einige  Sitae  ▼on  der  Ellipee. 

Tee  deai  Herausgeber* 

Die  Gl^cbuDgeo  zweier  conjugirten  Durchmesser  einer  Ellipse, 
dereo  Längen  wir  dnieb  ^A,  2B  bezeiebnett  wellen,  «ifti  tar  iH- 
gemeinen  . 


«)  M.  s.  die  Abbaadlaag  Tbl.  XXtf .  Nr.  XUX.  f.  ft» 


Digitized  by  Googl« 


JUMien.  481 
ff  «s     tmgM,    y  =  —  ^»eot«; 

und  es  ist: 

Durch  den  eioen  der  beiden  Brennpunkte  der  Ellipse,  deren 
Coordinaten  e,  0  sind,  wo  «  ponitiv  und  negativ  sein  soll»  lege 
man  eine  dem  Datcbmeseer  paiallelo  Sehne;  so  ist  deten 
Gleldiang : 

y  =  —  -(a? — «)  cot  II, 

BeseidineB  wir  die  Dnrchschnittspankte  dieser  Sebne  mit  der 
EHIpse  dnreh       F;  se  ist: 

F=-5(jr-e)eot«,  (f)%(r)'=l. 

Bestimmt  man  «ns  diesen  beiden  Gleiebvngen  X,  T,  so  erbSit  man : 

Xss  e  cos  M*  J:  sin  u  V  o*  — e^cos  u*, 
Fss^cosuCesinif  =F  V    —  e*cosii«) ; 

oder,  weil 

e'^^eesi^  a  a«  -(a«— ^jeos«*  s  aSsiDii*-i-6«cos»*s  JS* 
ist: 

X  =  ecosK*  J:  ^sio  »• 

F  =  ^cos«  (e  sin  »  7 /^). 

Bezeichnen  wir  nun  die  Lfinge  der  Sehne  durch  28,  so  ist: 
=  li^  (sin  tt'  +  -ö  cos  tt*)  =  •  f 

Or  O" 

also  naeb  oben  Stehendem : 

Der  Flächeninhalt  dee  Vierecks,  vrelches  den  Diameter  2A 
und  die  Sehne  2S  zu  Diagonalen  hat,  sei  J;  so  ist,  wenn  6  den 
von  den  beiden  conjugirten  Dorcbmessern  eingeschlossenen  Win- 
kel bezeichnet: 

und  folglich,  weil  nach  einem  bekannten  Satse  von  den  Kegel* 
schnitten : 
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.  ^     ab    .  ^      ,  2ab6 


also,  weil.oacb  dem  Obigen: 

S=z^  ist:  ' J=26J^. 
ü 

Der  Inhalt  J  ist  also  dem  conjugirten  Diameter  proportional. 

.  ßezeicbDen  wir  den  Durchschnittspuol^  der  Sehne  2S  m|t 
dem  Diameter  durch  {X'Y'),  so  haben  wir  die  .  folgendeo 
GleichuogeD : 

F'  =  |jrMaDgu,    F'  =  -^(JC'— e)eotti; 

woraus  man  durch  Eliminafion  von  «  auf  der  SCeUedieGleiehnni;: 

«•F'«  =  — «),  oder:  o«F'«+ 6«2r'(X'—e)  =0 

erhält.   Addirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  GrSsse 
so  wird  dieselbe : 

a*Y'Hb\X'^eX'-Vy^)=i^H\  also :  6«(Z'-4c)H«*F'»=i6V, 
oder: 


(T)<l)='- 


woraus  sich  ergiebt,  dass  der  geometrische  Ort  des  Punktes 
{X'Y')  eine  Ellipse  ist,  die  mittelst  der  vorstehenden  Cxleichung 
leicht  näher  bestimmt  werden  kann,  was  wir  dem  Leser  überlassen. 

Die  obiK^cn  Sätze  sind  von  Herrn  II.  Tucker.  M.  A,  in  den  ,,Edu- 
cational  Times.  March.  Iöti7.  p.  27b.^'  mitgethoilt,  und  TOn  dem 
Henm  Proposer  selbtt,  nnd  Anderen,  bovieim  worden;  die  obige 
Dantollong  Ui  davon  gann  Tervcbieden,  und  bann,  wie  e»  mir  scheint, 
aoeh  an  writeven  BeCradiInngea  fnhront 


Berldtflimgiiim  tu.  um  Balt  t  nidiL 

Settt  Zeil^  füt  ae(M 

151  12    T.O.  Cotg  Loth. 

161  18  T.ii.  ^pramatid  ^  ^mattci. 

162  16    T.Ol  tMpt&ft^rucy}  agtd'fitjrix-^. 


238  3    V.  n.    C08(7;-|-;.  — l)y  cos((f,-{-?.—1tff). 

239  8    T.O.    — n&in^^  — «sin^Jy. 
S4I        7   T.O.   -^B\n*mqt  -^tm^mt^. 
841  hinter  Formel  (23)  auf  Zeile  16  ffiq^c  man  hinzu: 

„Ebenso  erbiUt  man  durch  Vergleicliusg  der  Formeln  (13)  und  (20)  die 
merkwflxdige  Okiehnng: 

jr  (fl~il)oiMS49-|-"bi9»  .5  («  —  IX«  - 1+1)  =  4tt(«— 1).«  . 
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Literarischer  Bericht 

CLXXXV. 


Am  266ten  April  1867  starb  in  Nizza 

Matidu  Bokur, 

Professor  der  mathematischen  Wissenschaften  an  der  Universität 
zu  Gent  und  Mitglied  der  Section  des  Sciences  luatbematiques  et 
pbysiques  der  Königlich  Belgischen  Akademie  der  WiMenscbafleii 
Brflaeel»  ein  Tielfach  ▼erdienter  Mathenatiker»  deeeeii  Necrolog 
wir  gern  im  Archiv  abdniden  laeeeD  wflrden,  wemi  er  mw  gfitiget 
mItipBlbeOt  fvwdeD  sollte.  6. 

Am  Isten  Jani  1867  starb  an  einem  Lungenleiden 

Dr.  Setrg  Karl  OhrlstiaB  v.  Stniti  . 

o.  Profeseor  der  Mathematilc  an  der  Universität  zu  Erlangen. 

Ans  einer  niten  PaCrisierlamilie  atnmmend»  war  deraelbe  im 
Jakre  1796  in  der  ehemals  freien  Reicbsstadt  Rothenborg  a.  d.  T. 
geboren,  wurde  nach  in  Göttingen^anrOekgelegten  Studien  1822 
Professor  der  Mathematilc  am  Gymnasium  zu  WQrzburg  and  Privat» 
docent  an  der  dortigen  Universität»  1827  Professor  der  Mathematik 
am  Gymnasium  zu  Nürnberg,  und  1835  ord.  Professor  der  Mathe- 
matik an  der  Universität  zu  Erlangen,  wo  er  bis  zu  seinem  nun 
erfolgten  Tode  segensreich  gewirkt  hat.  Die  Bearbeitung  und 
weitere  Ausbildung  der     Geometrie  der  Lage*)'*  hatte  er 


Geometrie  der  Lage  von  Dr.  G.  K,  C.  von  Staudt.  Nürnberg. 
1847.  und  «päter. 

Thl.XLYII.Hft.1.  I 
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zur  Hauptaufgabe  seine«  wissenschaftlichen  Lebens  und  Strehens 
gemacht,  und  seine  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete  werden  seinen 
Namen  in  der  Geschichte  der  Wissenschaft  stets  erhalten.  Allen, 
die  ihn  nSher  kannten,  binterlässt  er  das  in  sich  abgescbloasene 
Bild  eines  dmeh  enbeltende  Geieteaerbeit  gestSlilteii  wisneosebafl* 
liehen  Charaktere  eines  Mannen,  in  dem  eigenes  nnermOdliehes 
WeitersCreben  mit  pietätroller  Berücksiehtigung  des  Bestehenden, 
Pflichttrene,  Rechtssinn  und  Strenge  gegen  sieh  selbst,  mit  Heiter- 
keit im  geselligen  Verkehr,  mit  Wohlwollen  gegen  Andere  und 
grOsstsr  Änspmehslesigkeit  woblthnend  sieh  vereinigten* 

Bs  würde  uns  sehr  angenehm  sein,  «renn  wir  von  irgend  einer 
Seite  her  in  den  Stand  gesetst  wQrden,  diese  vorlSnfigen,  griissten- 
theils  ans  Zeitungsnaehriehttn  entlehnten  Notisen  einen  anslShr» 
liehen  Neeroleg  folgen  lassen  sa  künnen.  6. 


Qearg  Frtedrleh  BenAari  Bleauum 

erbÜctcte  das  Licht  der  Welt  am  17.  September  1826  zu  Brcse- 
[euz  bei  Lüneburg,  wa  sein  Vater  i^rediger  war.  Er  war  ein 
ge borner  Mathematiker,  und  so  fleissig  bat  er  eine  seltene  hohe 
Begabang  verwerthet,  daes,  als  er  Im  viemigslsn  Lehemijidire 
starb,  seine  Facbgenossen  den  Verinst  eines  Meisters  beklagen 
nrassten.  Riemann  stndirte  1846  fai  GOttingen,  1847  nnd  1848 
in  Berlin,  hahilitirte  sich  1864  in  ÜSttingen,  wo  er  drei  Jahre 
später  ausserordentlicher  und  1850  ordentlicher  Professor  ward. 
Zur  Milderung  eines  Lungenleidens  nach  Selasca  bei  Intra  am 
Lage  maggiore  gereist,  ist  er  dasellist  am  20.  Juli  1866  gestorben. 

Auf  verschiedenen  Gebieten  der  mathematiseben  Wissenschaften 
hat  sich  Riem  an  n  mit  gtfinsendem  Erfolge  bewfthrt  Vor  iülem 
aber  leuchten  jene  Arbeiten  hervor,  welche  die  Functionen  conpleier 
Verinderiiehen  and  ilire  Integrale  sum  Gegenstande  haben.  Diese 

Theorieen  pflegt  man  schon  jetst  mit  Riemann' s  Namen  zo  be* 
seiehnen;  sie  i«erden  sein  Andenken  in  der  Geschiebte  der  Wie» 
senschaft  fortpflanzen.  Sie  dienen  in  eminentem  Grade  der  cha- 
rakterischen  Tendenz  der  modernen  Mathematik,  den  Caicul  mehr 
und  mehr  zu  ersetzen  durch  Betrachtung  und  Rüsonnement.  Um 
auf  diesem  höchst  abstracten  Gebiete,  namentlich  bei  der  Ter- 
wickelten  Discussion  vieldeutiger  Functionen,  Durchsichtigkeit  nnd 
Anschaulichkeit  zu  gewinnen,  schuf  Riem  an  n  ein  neues  HSlfs- 
mittel  in  der  Imagination  eigeotbümlicher  räumlicher  Gebilde,  an 
welehe  41«  Vorstettung  und  die  wissensehafUiche  Terminologie 
sich  anknfllift.   Sie  beschsfltigten  seinen  Geist  sebea  In  den 
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Studienjahren.  Diese  neue  Art  eines  balbbildlicben  Ausdrucks 
wusste  er  zu  einem  mächtigen  Werkzeug  des  «oalytiscben  Stn> 
dUinw  IQ  |^eil»ite|i.  Von  0«iner  Thfitigkeit  4arcl|/efaMn  frfilien 
Tod  abgerureo»  hiDterllast  er  den  Rubm,  al«  ein  wfiidlger  Nach- 
folger «einer  Lebier  Gaoes  und  Di.rioblet- an  der  Georgia 
Angusta  den  hervorragenden  Rang  ihrer  aiatheniatieehen  Schule 
in  voller  Ehre  aufrecht  erhalten,  —  «(trebsame  Schüler  und  Mit- 
arbeiter in  die  neugeschaffenen  Gebiete  def  Wissenschaft  einge- 
weiht zu  haben«  (Aua  den  SUaongsberichten  der  Mfiuübeper 
Aluidcmie). 

Am  28aten  Mira  d.  J.  starb  sa  Tbom  der  emeritirte  Director 
den  dortigen  Königlichen  ttynnaainms  und  der  Realacbule  erater 
Ordnung 

Dr.  Ludwig  Martin  Laiiber. 

Derselbe  war  geboren  am  20sten  Juni  1793  zu  Breslau,  wo  sein 
Vater  dem  Kaufroanosstande  angehörte.  Im  14sten  Jahre  trat  er 
In  das  Magdalenengynuiaafaini  aeiner  Vateratadt  ein»  vf^n  wo 
1812  auf  die  Oniveraitit  Breslau  überging»  um  MalhemalilE  und 
Philologie  zu  atodiren.  Später  aiedelte  er  an  die  Univeraltftt 
Berlin  über.  1819  wurde  er  dort  in  daa  pädagogische  Seminar 
aufgenommen  und  promovirte  auch  in  diesem  Jahre  zum  Dr.  phil. 
1821  wurde  er  an  des  noch  lebenden  Prof.  Dr.  Ohm  in  Berlin 
Stelle  an  das  Gymnasium  in  Thorn  berufen  und  am  'iOsten  Sep- 
tember dieses  Jahres  (gleichzeitig  mit  dem  Botaniker  O.  Lenz 
durch  den  Director  Brohm  eingeführt.  Er  hielt  dabei  seine 
Antrittsrede  über  „die  mathematische  Methode."  1822 
erhielt  er  den  Titel  Professor  und  1836,  als  der  mit  der  interi- 
mistischen Leitung  der  Anstalt  betraute  Prof.  Keferstein  an 
demselben  Tage,  an  welchem  seine  Ernenoung  zum  Director  ein- 
traf, starb,  wurde  ihm  dieaelbe  flbergebem  Neejabr  1839  wurde 
er  als  Director  definitlr  beatfittgt.  Als  solcher  wfarkte  er  in  Them 
Mf  aom  28sten  October  1858.  An  diesen  Tage  sog  er  eiisb, 
dpfdi  Geauodheitsrdckaicbtea  getrieben,  in  daa  Privatleben  anrOcfc, 
er  bewahrte  aber  bis  au  aeineai  Tode  der  frgher  von  ibm  gcM- 
teten  Anatalt  und  ihren  Lebreri»  wie  Scbfliem  ein  treues  An- 
denken.* 

NIcbt  Uoa  alt  Pidagoge  «od  Iielprer,  «ondero  ««»b  ala 
Scfariflateller  im  Fache  der  Mathematik  bat  sich  der  Veratorbene 
^neii  obri^flllen  Nemen  erwerben.  Einige  aeiner  Schriften  eind 
folgandetj 
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UtwaiiMAtr  BerUkt  CLXXXV. 


1828.    De  evolvendarum  functionam  principiis  ac  formulis  (Tbar* 

ner  Progr.).  , 
1832.   Ueber  die  Mathematik  als  Lehrobject  auf  Gymnasiaii. 

Berlin. 

1834.  Verrat  einer  rein  wissenecbafUicfaen  Daretelloog  der 
Mathematik  dnreli  strenge  Begrflndung  derselben  in  iliren 
Prinelpien  and  Elementen.   I.  TheiL  Berlin. 

1835.  Dasselbe  Werlc.  2.  Tbeil.  ebendaselbst 

I83ft.  Unterriebt  in  der  reinen  Elementar- Mathematik  nach 
Lehrknrsen  für  den  Schulgebraoch.  1.  Tbeil.  Arith- 
metik und  Algebra.  Berlin. 

1837.  Dasselbe  Werk.  2.  TheiL  Vorschule  der  Geometrie. 
Ebendaselbst. 

1842.    Die  Elemente  der   geometrischen   Aehnlichkeits-  und 

Vergleichungslehren  u.  s.  w.  Berlin. 
1849.   Das  Wirken  und  Wesen  der  Maturkräfle.  (Progr.). 
1803.  Die  Gmndiebren  der  Physik  vom  Stnndpmikte  einer 

idealen  AnfTassang  des  Naturlebens.  Thom. 

Alle,  die  mit  dem  Dahingeschiedenen  in  näherem  Verkehr 
gestanden,  werden  ihm  ein  treues  und  liebevolles  Gedächtntss 
bewahren.  Seine  Frau  und  eine  Pflegetochter  beweinen  sein  An- 
denken. M.  C. 


Schriften  über  Unterrichtewesen. 

In  der  so  eben  erschienenen  ,,Ue  hersicbt  der  Frequenx- 
Verhältnisse  der  einzelnen  Abtheilungen  des  Poly- 
technikums io  Carlsruhe  in  den  Jahren  1850— '1866. 
Stuttgart.  1867."  hat  Herr  Professor  Di  enger  auf  einem  grossen 
Bogen  eine  sehr  interessante  Uebersicht  der  Frequenzverhältnisse 
der  einzelnen  Abtheilungeu  der  genannten  berühmten  Lehranstalt 
mittelst  einer  graphischen  Darstellung  durch  Curven  geliefert, 
eine  rOckslebtlich  solcher  Verhiltnisse  nene  Idee»  die  wir  sn 
weiterer  Verfolgung  in  äbnllehen  FÜlen  recht  sehr  empfehlen 
mOcfaten,  dA  «ich  der  leichten  Uebersicbtlichkeit  and  der  Anscban- 
liehkeit  wegen  aaf  solche  Darstellungen  leicht  weitere  Sdildsse 
gtfinden  Ibssen. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Nenee  LausitsUehes  Magazin.  Im  Anftrage  der 
Oberlaaaitalaehen  GeaelUehaft  der  Wiseenseh'afteB 
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herausgegeben  von  Dr.  Titus  Wilde,  Sekretär  der  G«> 
»ellscbaft  Dreiondrierilgster  Band.  Erstes  Heft 
GOrlits.  1806.  9f*,  Zweites  Doppelbefh  GOrlHs.  1807.  8<». 

Dieser  438te  Band  der  verdienstlichen  Schriften  der  Ober* 
lausitzischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Gör- 
litz enthält  in  seinem  ersten  Hef^e  8.  I.  —  S.  40.  eine  sehr  an- 
sprechend geschriebene«  allgemein  verständliche,  interessante 
,,  L  ebensbeschreibung  des  Ehrenfried  Waither  von 
Tschirnbaus  auf  Kieslingswalde  und  WCIrdigung  seiner 
Verdienste"  tsd  tterni  Alfred  Konse»  Lebn^  der  Msthe« 
matik  and  Physik  aa  Karl-FriedrichS'Gyiiinasinm  in  Eiseoaebt 
in  welcber  die  Verdienste  des  genannCeo  deotscben  Gelebrteo  auf 
den  Gfl^ieten  der  Philssopbie,  Hatbematik  ond  Naturwissenschaft 
ebne  grosse  Weitliofigkeit  ond  ohne  alle  in  eine  solcbe  Sciirift 
gar  nicht  gehörende  ermüdende  mathematische  Rechnungen,  die 
natfirlieb  jeder  erste  Anfänger  in  der  Differential-  und  Integral« 
rechnung  u.  s.  vr.  mit  Leichtigkeit  ausführen  kann,  in  einer  solchen 
Weise  gewürdigt  worden  sind,  dass  man  ein  recht  anschauliches 
und  lebensvolles  Bild  von  der  Wirksamkeit  des  trefflichen  Mannes 
erhält.  £ine  ausfiihHiche  Auf/ählung  der  von  Tschirnhaus 
edirten  grosseren  Werke  und  sonstiger  Abhandlungen,  überall  mit 
kurzer  und  prägnanter  Angabe  des  Inhalts  derselben,  und  Charak- 
(erisirutig  des  Wesens  der  verschiedenen  In  denselben  angege- 
benen Metbeden,  so  wie  anch  das  Verzeiebniss  von  38  sum  Tbeil 
wenig  bekaanlni  und  wobl  auch  seltenen  Sebriften»  denen  rieb 
Mittheikingen  ond  Nachricbten  Ober  Tschirnbaos  finden»  ver- 
leiben der  Schrift  des  Herrn  A.  Kanse  besenderen  Wertb  fllr  die 
Geschiebte  Ond  Literatur  der  Philosophie,  Mathematik  nnd  Natur- 
lehre, weshalb  wir  dieselbe  zu  sorgHiltigster  Beachtung  empfehlen, 
und  der  Oberlausitxiscben  Gesellschaft  der  Wissenschaften  für 
deren  Publication  unseren  besten  Dank  aussprechen. 

Das  sweite  Heft  des  vorliegenden  Bandes  dieser  verdienst- 
lichen GesellschaftMchriften  enthSit  auf  S.  339.— 8.  382.  eine 
interessante  ausföhrltcbe  Lebensbeschreibung  eines  sehr  verdienten 
Lehrers  der  Mathematik  und  Physik,  der  auch  noch  auf  sehr 
vielen  anderen  wissenschaftlichen  Gebieten  sich  tüchtig  umgesehm 
hatte,  des  Prorectors  am  Gymnasium  su  Guben  In  der  Nieder- 
lausits: 

Dr.  Heinrich  Wilhelm  Saosse, 

fflr  deren  VeruientÜchnng  der  Verfasser,  Herr  Archldiakonus 
Tschirch  In  Guben,  den  besten  und  schönsten  Dank  verdient 
Allen  Lehrern  empfehlen  wir  diese  Lebensbeschreilning  recht 
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sehr  zur  Beachtung  uod  bemerken  hier  nur,  dass  Saui«se  am 
19teo  November  1796  in  Naumburg  a.  d.  Saale  geboren  war, 
und  tm  aOsfen  Min  1866  in  Gnbea  starb. 


ArithiDeUk. 

Grundaflge  der  huhern  Analysis  der  Differenti al- 
ooil  Integralrecbnutig.    Ffir  das  Selbststudiom  b«ar«x 
bettet  von  Herrn  J.  Klein.   Erlangen.  1867. 

Mit  der  eingehenderen  Anzeige  von  Schriften  dieser  Art,  an 
denen  jeder  Fortschritt  in  der  strengeren  Hegründung  der  Wissen- 
schaft spurlos  vorübergegangen  oder  von  dem  V'erfasser  absieht* 
lieh  ignorirt  worden  ist,  kann  sich  das  Archiv  nicht  befassen. 


Geometrie. 

Lebrbueh  der  Geometrie  fOr  die  oberen  Klassen 
der  Mittelschalen  von  pr.  Rudolf  Sonndorfer.,  Zvreiter 
Tbeil.  Die  Geometrie  des  Raumes.  Mit  114  in  den 
Text  eingedruckten  Holsscbnitten.  Wien.  1867.  Wil- 
belm  Braamfilier.  8<*. 

Der  erste,  die  Geometrie  der  Ebene  enthaltende  Theii  dieses 
Lebrhucbs  ist  im  Literar.  Ber.  Mr.  CLXX.  S.  12.  angezeigt  wor- 
den» and  was  wir  dort  znr  allgemeinen  Charakterlsirung  jenes 
ersten  Tbeili«  gesagt  haben,  gilt  im  Wesentlichen  gans  auch  von 
diesem  sweiten  Theile,  so  dass  wir  darfiber  hier  nidits  weiter 
zu  sagen  haben.  Jedenfalls  ist  die  grosse  Deutlichkeit,  mit  wel- 
cher dieser  zweite  stereometrische  Thell  verfasst  ist,  sngleieh 
auch  die  £lufaehheit  der  Darstellung  rühmend  anzuerkennen,  und 
auf  die  neueren  Fortschritte  der  elementaren  jStereometrie  ist 
flberati  gei>uhrend  Kücksioht  genommen,  so  wie  denn  z.  ß.  im 
siebenten  Abschnitte  das  Prismatoid  und  seine  ^^pucialitäten  eine 
ausführiiehe  und  eingehende  Behandlung  gefunden  haben;  auch 
der  Unterschied  zwischen  Congruenz  und  Symmetrie  ist  gebührend 
hervorgehoben.  Sehr  viele  lehrreiche  Aufgaben  und  historische 
und  literarische  Bemerkungen  mancherlei  Art  sind  beigefügt. 
Auch  Aufgaben  zur  numerischen  Berechnung  fehlen  nicht.  Eine 
etwas  eingehendere  Anleitung  sor  anniheimden  BeMchbttOg  dte 
Inhalts  der  körperlichen  R&ome,  «velehe  ffir  yiel6  prakÜsdie  An- 
frepdnngea  von  so  grosser  Wichtigkeit;  Ansacrdeoi  auch  f&r  die 
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Schüler  in  roebrbcber  Beüebang  lelirreich  ist,  bätte  uo«  wön- 
•cbenswertb  gescUeoeii.  —  So  wie  die  Stereometrie  im  eigent- 
liebeD  Sinn«  ist  auch  die  sphärische  Trigonometrie  eebr  eingehend 
bebandelt,  «nd  auf  viele  stereometrische  Aufgaben  aus  der  Lehre 
▼•m  Prüm»  liod  Paralleplpedon  und  von  der»  regulären  Körpern 
angewandt  worden,  «o  wie»  auch  auf  Astronomie,  Geodäsie  und 
Kautilc,  wo  Oberali  numerische  Beispiele  in  lehrreicher  Weise  bei- 
gefügt worden  sind;  den  Schiuss  dieser  AnwenduDgeo  bildet  die 
80  wichtige  Schifffahrt  auf  dem  grössteo  Kreise,  wobei  nHf  dsfll 
Verfasser  mit  besonderem  Interesse  gefolgt  sind.  —  Wlf  gianbep^ 
das«  dieses  Lehrbuch  Jedem  als  ein  gotee  Helfsaiitlel  bei  dem 
Stediom  der  Stereometrie  ond  sphSriseben  Trigonometrie,  en^ 
pfobleo  werden  kano.  -  Die  sehr  elegante  losaere  Avastattimg 
liest  nichts  an  wOnschen  fibflg. 

In  der  verdienstlichen  kleinen  Schrift: 

Interne  alla  Geometria  immaginaria  o  non-Eucli- 
diana.  Consi  derazioni  storico  -  critiche  del  Dott. 
A.  Forti,  Professore  di  Mate ma ti che  e  Meccanica  al 
K.  Liceo  di  Pisa.  Pisa,  Tipog.  Nistri.  1867. 
hat  Herr  Professor  A.  Forti' in  Pisa  von  den  vorzuglich  durch 
Lobatschewsky,  Farkas  Bolyai  und  Gauss  vertretenen 
neueren  Ansichten  über  die  Theorie  der  Parallelen,  und  über  Lo- 
batschewslfv's  imaginäre  oder  nicht  -  euclidische  Geonietrie 
ausführlich  Nachricht  gerieben,  und  dadurch  sehr  weeentllcb  m, 
Verbreitung  dieser  neueren  Ansichten  in  aeinem  Vaterlande  bei- 
getragen, wofür  er  jedenfalls  besonderen  Dank  Terdient. 

« 

Element!  di  Geometrie  analitica  per  R.  Rabini. 
Parte  II  Geometria  nello  spasio.  Napoll.  Tipografia 
di  AchiUe  IVIorein.   1866.  8». 

Wir  freuen  unn  sehr,  diesen,  die  Geometrie  des  Raumes  ent- 
haltenden zweiten  Theil  der  trefflichen  „Elemente  der  ana- 
lytischen Geometrie"  des  Herrn  Professor  Rnbinl  in  Nea- 
pel mit  deren,  die  Geometrie  der  Ebene  enthaltenden  ersten 
Tbeiie  wir  im  Llterar.  Ber.  Nr.  CLXVHl.  S.3.  die  Leser  des 
ArcblTS  Biber  bekannt  an  machen  daa  Vergnflgen  hatten,  jetzt 
anxeigen  an  kSnnea.  Dieser  sweite  Theil  ist  ganz  mit  derselben 
Gründlichkeit  nnd  Dentlicbkeit  wie  der  erste  Theil  verfasst,  und 
Bbmni  iberall  anf  die  neuere»  Fortschritte  der  Wissenschaft  ge- 
bahren dRacksieht,  ebne  dariA  aa  weit  zu  gehen  und  den  Anfänger 
an  aberbiofen,  was  hier  nur  so  ielobt  mOgUch  ist,  also  durch- 
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gehend«  das  riebtige  Haass  haltend  nnd  flherall  'den  besonnenen 
und  erfahrenen  Lehrer  bekondend;  aaeb  sind  die  allgeneineir 

aodytischen  Betraebtnngen  vielfach  durch  saubere  Figoren  er- 
läutert und  zu  grosserer  Anschaulichkeit  gebracht»  so  das«  wir 
dieses  Buch  allen  des  Italienischen  hinreichend  kundigen  An- 
fangern recht  sehr  zum  Leitfaden  bei  ihrem  Studium  der  analy- 
tischen Geometrie  des  Raumes  empfehlen  können.  Bei  richtigem 
Maasshalten  ist  dessenun(;eachtet  das  Buch  doch  sehr  reichhaltig 
und  macht  den  Leser  auch  mit  den  verschiedenen  Coordinaten- 
Systemen,  von  denen  in  neuerer  Zeit  so  vielfache  Anwendungen 
in  def  fimehtbarslen  Welse  gemaebt  worden  sind,  hinreicliend 
itelnant  Um  dieses  UrCheil  niber  2u  begrflnden,  tbeilen  wir,  so 
wie  in  nnserer  froheren  Anzeige  von  dem  ersten  Tbeile,  aueh 
von  diesem  sweiten  Tbeile  nacbstebend  das  Inludtsverssicbniss 
mit: 

htbro  i,  ^  Deila  rstta  e  de/  piano* 
Capitolo     I.  —  Delle  projezioni  e  delle  coordioate. 
Articolo     I.  —  Delle  projezioni. 

Articolo    IL  —  Delle  coordin^te  cartesiane  o  di  projezione.  — 

Equazioni  d'un  punto,  d'una  retta  parallela  a 
un  piano  coordinato,  e  d'on  piano  parallelo 
a  un  asse  coordinato. 
Deila  retta  e  del  piano. 

Formnle  varie  relative  ad  uno  o  a  due  punti.  — 
Equaxione  generale  d'un  piano,  ed  eqaazioni 
generali  d*una  retta. 
Delta  trasformazijßie  delle  eoordinate. 
Formole  relative  a  rette  e  a  piaoi. 
Formole  relative  alle  retta. 
F'ormole  relative  al  piano. 
Formole  relative  a  rette  e  piani. 
Questioni  diverse.  —  Fascio  di  piani  anarmo. 

nico,  armonico,  o  in  involuzione. 
Delle  superficie  di  secondo  grado* 
Principi  generali. 

Signiiicato  geometrico  d'una  o  piü  equazioni 
simultanes  a  tre  variabili.  —  Teoremi  sulle 
superficie.  —  Alcune  definizionl. 
Del  modo  di  trovare  reqnasione  d'una  super- 
Ilde;  e  reeiproeamente  come  investigare  ii 
loogo  d'nna  data  eqvasione. 
Del  centro  e  dei  piani  dlanetrall  nelie  saper- 

ficie  di  ^  grado. 
Del  centro*   ^ 


Capitolo 
Articolo 


11. 
I. 


Articolo  IL 

Capitolo  1IL 

Articolo  L 

Articolo  II. 

Articolo  III. 

Articolo  IV. 

Libro  II.' 

Capitolo  I. 

Articolo  I. 


Articolo   IL  — 

Capitolo  n.  — 
Articolo    I.  — 
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Articolo  II. 
Capitalo  IIL 


AHiedo    I.  — 


Artimlo  II.  ^ 

Capitolo  IV.  — 

Articolo  I.  — 

Articolo  VI.  — 

Articolo  III.  — 

CapitoU  V. 

Articolo  1.  — 

Artleolo  IL  — 


Capitolo  VL 
Artiedo  I. 

Articolo  II. 
Capitolo  VII. 

Articolo  I« 
Articolo  IL 
Capitolo  VlU. 

Articolo  L 
AHieolo  IL 

MSgo  daN 
sobr  verdiente 


Del  piaDl  diametrali« 
~  Inveatigasione  delle  varie  form^  di  euperfide 
eooteniite  neireqeasiooe  generale  di  2^  i^ado. 
Ridetione  deireqaasioiie  generale  dl  grado 
a  forma  piü  eemplice.  —  Diverse  speeie  di 
aoperßcie  di  qoeeto  grado. 
Equazioni  omogenee  delle  varie  speeie  di  sn- 
perficie  di  2^  grado. 

—  Proprietä  delle  superficie  di  secondo  grado. 

—  Piano  polare;  piano  tangeote;  normale. 

—  ContiDuazione  dello  atesso  argomento.  —  Cool 
supplenientari. 

Dei  diametri  delle  superficie  dotate  di  centro. 
D^lle  sesioni  rettttinee,  •  elreolail  delle  saper- 
fide  dl  secendo  grado. 

—  Delle  seiioni  rettiiinee. 

»  DeHe  seiioal  dreolari  neHe  snpericie  di  secondo 

grado.  —  Condizioni  perchi  nna  soperfieie 

di  2^  grado  sia  di  rofazione. 
— '  Delle  coniche  focali  e  delle  coniche  sfericbe. 

—  Delle  coniche  focali.  —  Proprietä  del  eono  dl 

2*  grado. 

—  Delle  coniche  sferiche. 

—  Delle  superficie  omofocali,  e  delle  superficie 

reciproche.  , 

—  Delle  superficie  omofocali. 

—  Soperfieie  reciproche. 

—  Coordinate  quadriplanari  e  tetraediebe.  ~  Qoe* 

stiooi  diversi.  * 

—  Coordinate  quadriplanari  e  tetraedriebe. 
Qnestioni  diverse. 

nun  vollständig  ersebienene  treffllcbe  Boieh  die  so 
Beacbtong  in  vollstem  Maasse  finden. 


Ueber  die  geometrische  Repräsentation  der  Glei- 
cbnngen  swiscben  sivel  veränderlichen»  reellen  oder 
komplexen  GrOssen  toh  C.  A*  Bjerfcnes«  Auf  Veran- 
lassnng  des  academiseben  Colleginms^beravsgegeben 

von  Dr. O.  J.  Broch ,  Professor.  Universitätsprogramm 
für  das  iweite  Halbjahr  1859.  Christiania.  Gedruckt 
bei  Broyger  &  Cbristie.  1S69.  40. 

Anf  diese  etat  jeist'sn  «nseieff  Kenntniss  gsfarngte  Schrift,, 
welebe  viele  Intcresfiaate  Reniltate  enfbält  imd  sich  tficksicfatlieb 
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der  MethiNl*  sehr  beachteusirerlb'  und  Air  die  Curvenlelure  wichtig 
ieiy  mame  wir  reeht  sehr  soAuerlusoi  maehsD.  Der  Herr  Ver- 
fasser ss|{t  auf  8»  3.:  „Im  Folgenden  werde  ich  selgen,  wie  die 
{(«wohnliche  ReprSeentatkm  der  Kurven,  die  durch  reelle  Glti- 
ehoogen  gefceben  sind,  verallgemeinert  werden  Itann,  indem  die 
Definition  einer  durch  eine  Gleieliunj^  swischen  zwei  reellen  ver- 
änderlichen Grossen  bentimmten  Kurve  auf  solche  Weise  aiodi« 
ficirt  wird»  dass  sie  auch  für  den  allgemeinen  Fall,  wenn  die 
Konstanten  der  Gleichung  und  ihre  zwei  Veränderlichen  komplex 
sind,  anwendbar  gemacht  wird.  Demnächst  werde  ich  auch  zeigen, 
wie  die  analytische  Planonietiie,  indem  sie  sodann  von  einem 
höheren  Geiiiclitspunkte  gesehen  wird,  wieder  in  ihren  Hauptzügen 
dargestellt^werdenjkann."  —  Wir  glauben,  dass  mit  diesen  Worten 
der  Zweck  und  die  Bedeutung  der  Schrift  deutlich  genug  be- 
seichnet  sind,  und  begnügen  uns  des  Weiteren  wegen  mit  der 
folgenden  Angabe  ihrer  Uan^talischnitle:  Ueber  die  geome- 
trische Repr&sentation  komplexer  61«ichnageo.  8.2.  ^ 
hie  8.6.  8ehoeidirng  und  Deckung.  S.  7.  — 8.  la  — 
Bestimmung  einer  durch  eine  reelle  Gleichung  ausge- 
druckten Kurve,  welche  die  gegebene  Oberall  deckt. 
S«1(K-«S.  Die  Kurvenpunkte  als  Durchschnitts* 

punkte  sweier  Kurvenreiheo.  S.  SOl  —  S.  27.  Kurven- 
elemente, besondere  Punkte,  Ktfimroongsradius.  S.  27. 
liVs  S.  38.  —  Kurven,  die  einander  schneiden  oder  be- 
rOhren.  S.  38.  —  S.  46.  ~  Flächenelemente.  S.  46.  — S.  50. 
—  Bestimmung  der  Kurvengleichungen,  indem  man 
von  Eigenschaften  der  Kurven,  ausgebt.      Öl.^lsi»*  63. 

Man  sieht  hieraus»  dass  die  Schrift  eine  siemlich  voilständijse 
Behandlung  der  ganten  Kurvenlehre  in  ihren  wesentlichsten  Thei- 
len  aus  dem  angegebenen  Gesichtspunkte  enthält,  und 
daher  gewiss  sorgfiltigst  beachtet  au  werden  sehr  verdient 


Trigonometrie. 

Regles  ninem  oniques,  pour  ^tahlir  la  Theorie  des 
sign  es  en  Trigonometrie,  et  pour  ecrire  les  formules 
deDelambre,  par  George»  üostor,  Docteur  es  Scieoces 
matbematiques,  Professeur  au  Lycee  imperial, de  la 
Röunion.   Paris»  Gauthier  VilUre.    1866.  9*.. 

Wir  machen  Lehrer  der  Mathematik  auf  die  In  dieser  ver- 
dienstlichen Schrift  dargebotenen  recht  zweckmässigen  mnenio- 
nitelieit  HOllsttltläBi  aiufmerksam«  inden»  wit  bemerken,  dass  die 
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auf  die  Formeln  von  Delarnbre  oder  Gauss  bezüglichen  Regeln 
von  dem  Herrn  Verfasser  schon  im  Archiv.  Thi.  XXX.  S.  4d7. 
roitgetheilt  worden  sind. 


Aslronomie. 

AoiialeB  der  k.  lu  SUfnirart^  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apostel.  MajeetSt  auf  Sfreotliebe 
Kesten  beravegegeben  ven  Carl  ven  Littrew,  Director 
der  Sternwarte.  Dritter  Folge  Dreiaeboter  Band. 
Jahrgang  1863.  Wien.  1866.  8<».  S.  Literar-  Bericht  ' 
N  r.  CLXV.  S.  & 

Herr  llirector  v.  Littrow  fährt  mit  der  .Publication  dieser 
wichtigen  Annalen  regeimässijif  fort,  und  erwirlit  sich  dadurch,  so 
wie  aoch  durch  die  Veröffentlichung  der  ilteren  meteorolegiiicheD 
BeoliachtuDgen  dar  Wiener  Sternwarte«  fortwibrend  ein  grosses 
Verdienst  um  die  Wissenschaft.  Dieser  neue  Band  der  •»  Annalen*' 
eothilt  nach  einer  MEinleitnng*'  wieder  soerst  Beobachtangep 
am  Meridiankreise  aus  dem  Jahre  1860  nebst  den  Re- 
sultaten aus  den  iieobachtu n gen  am  Meridiankreise. 
I.  Mittlere  Positionen  von  Fixsternen  beobachtet  Im 
Jahre  1860,  bezogen  auf  den  Anfang  des  Beobach  tun  gs- 
Jahres.  II.  Verzeichniss  der  im  Jahre  1860  beobach- 
teten Sterne  der  Histoire  Celeste.  —  Stern-  und  Pla- 
netenbedeckungen und  Sonnen  fi  nnterni  SS  e,  beobachtet 
in  den  Jahren  1857  bis  1863.  —  Hierauf  folgen:  Planeten- 
und  Cometen-Beobachtungen  am  Refractor  von  sechs 
Zo  11  O eff nung.  V  um  September  1862  bis  Deceniber  1864. 
Von  Dr.  Edmund  Weiss,  Adjunct  der  k.  k.  Sternwarte. 
—  Zonenbeebaehtongen  am  Mittagsrohre«  —  Meteoro- 
logische Beobachtungen  im  Jahre  1862.  —  Tafeln  snr 
Rednction  der  Zonenbeoba'chtnngen.  — >  üeberaicht 
der  Zonen. 

Zugleich  mit  diesem  Bande  der  Annalen  ist  auch  erschienen 
der  letzte  Band  des  von  Herrn  von  Littrow  zum  grossen  Nutzen 
der  Meteorologie  unternommenen  und  auf  öffentliche  Kosten  her- 
ausgegebenen wichtigen  Werkes: 

Meteorologisohe  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Stern- 
wart» in  Wien  von  1775  bis  1865.  Auf  uffentlicbe  Ko- 
sten heraasgegeben  ¥ea  Carl  ton  LiUrew«  Diieetor, 
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und  Edmund  Weis«,  Adjnnct  der  k;  k.  Sternwarte. 
FQnfter  Band.   1830^1855.  Wien.  1866. 

wofür  die  Wissenschaft  den  beiden  verdienten  Herren  Heraus- 
gebprn  und  der  k.  k.  Staatsregierunt^  den  wämjsten  f)ank  zollen 
niuss  und  wird,  üeber  die  vorhergehenden  Bande  ist  von  ans 
früher  (m.  ».  Literar.  Ber.  Nr.  CLXV.  S.  9.)  ausführlich  Nach- 
richt gegeben  worden.  Jeder  Meteorologe  kennt  die  Schwierigkeit 
und  du  MflbMune  efner  «olchen  Pablication,  und  die  vielen  Be* 
rdeksicbtigungen,  die  dabei  zu  nehmen  sind.  Ober  «reiebe  Herr 
Littrew  aieb  in  dem  Vorwort  su  dem  vorliegenden  totsten 
Bande  in  anaßlhrlieber  und  bliebst  iebrreieber  Weise  auage« 
aproeben  bat.  Wir  IcÖnnen  den  treSlieben  Herren  Uerauagebern 
sur  Vollendung  dieser  aebwierigen  Arbeit,  und  der  deutschen 
Wissenschaft  zu  dem  Besitz  eines  solchen,  gewiss  noch  viele 
acbOne  FrScbte  tragenden  Werkes  nur  aufrichtigst  GlQck  wOnachen, 


Nautik. 

Aitnanach  der  österreichischen  Krieg8-iM  ari  n  e  für 
das  Jahr  1867.  Herausgegeben  mit  Genehmigung  des 
hoben  k.  k.  Krieg6*Hioisterlnma  von  der  kaiaerlicb 
königlichen  Marine  •  Akad emie.  Sechster  Jahrgang. 
Trios  t.  1867. 

Der  fünfte  Jahrgang  dieses  interessanten  Almanach»«  ist  im 
Literar.  Ber.  Nr.  CLXXVIII.  S.  12.  angezeigt  worden.  Die  äus- 
sere Einrichtung  ist  <;anz  dieselbe  geblieben  wie  früher,  urnl  kann 
daher  aus  unseren  Anzeigen  der  vorhergehenden  Jahrgimge  als 
bekannt  vorausgesetzt  werden.  Die  in  diesem  Jahrgange  enthal* 
tenen  wissenscbafHIchen  nautischen  Abhandlungen,  auf  welche 
ea  uns  hier  vorzugsweise  ankommt,  sind  die  folgenden:  Lfiogen» 
bestimmung  aua  correspondirenden  Monddistansen 
von  Dr.  F.  Paogger,  k.  k.  Hydrograph.  Unter  correapon* 
direnden  Monddistansen  versteht  der  Herr  Verfasser  solche»  welche 
von  je  swei  Sternen  dann  beobachtet  werden,  wenn  der  Mond  im 
oder  nabesu  im  Aequidistanzkrelse  jener  Sterne  sieb  befindet, 
wo  unter  dem  Aequidistanzkrelse  zweier  Sterne  derjenige  Kreis 
verstanden  wird,  welcher  den  Bogenabstand  der  beiden  Sterne 
balbirt  und  auf  demselben  senkrecht  steht.  Die  Grundlage  dieser 
Methode  der  LSngenbestimmung  bildet  also  die  Beobachtung 
gleicher  Abstände  des  Mondes  von  zwei  Sternen;  der  Herr  Ver> 
faaaer  h&lt  dieae  Methode  der  Längenbeetimmung  für  genauer  als 
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die  geH'übtilicbe  Methode  der  Monddistanzen,  and  sein  Aafsatz 
verdient  allerdin<;8  von  den  Seeleuten  beachtet  und  die  Methode 
durch  den  wirkliehen  Gebraach  auf  der  See  geprüft  zu  werden. 
Zweckmässig  sind  mehrere  vollständig  berechnete  Beispiele  bei- 
gefügt, unter  deneo  wenigstens  der  auf  Seite  56.  in  24.  u.  s.  w. 
aosfahrlieh  behandelte  Pall  aaf  wirklichen  Beobachtungen  hemht, 
die  am  8ten  April  1865  auf  der  Sternwarte  der  k.  k.  hydrogra- 
phischen Anstalt  angestellt  wurden.  Die  beobachteten  (Sterne 
waren  Regnlus  und  Spica,  und  die  LSnge  ergab  sich  ans  diesen 
Ufeobachtangen  0*.  56*».  5*3;  welche  foii  der  auf  andere  Welse 
gefiindenen  Länge  0**  65"*.  Ö*»0  5.  Gr.  nur  um  i^o  einer  Zeit* 
secunde  abweicht,  was  also  für  die  neue  Methode  jedenfalls  ein 
nicht  ungünstiges  Zeugoiss  ablegt.  —  An  den  vorigen  Aufsatz 
•chliesKt  sich  zur  Erleichterung  der  praktischen  Anwendung  die« 
ser  Methode  unmittelbar  der  fol£i;ende  Aufsatz  an:  Ephemeriden 
für  das  Jahr  1867  zur  Bestimmung  der  Länge  aus 
correspondirendcn  Monddistanzen,  berechnet  von 
A.  V.  Tegetthoff.  —  Auch  der  letzte  Aufsatz:  Vorläufige 
Resultate  des  auf  der  [VI  a  r  i  n  e- Ste  rn  w  ar  te  in  Pola  auf- 
gestellten T  hermo- Autographe  n,  von  Julius  Peterin, 
k.  k.  Hydrograpfaen-A'djunct.  bietet  mannigfaches  Inter- 
esse dar. 

^  Wir  wQnscben  diesem  sehr  verdienstlichen  nautischen  AioiM^« 
nach  einen  so  ununterbrochenen  Fortgang  v<^ie  bisher. 


Physik. 

Von  der  verdienstlichen  Zeitschrift  der  usterreicbischen 
Gesellschaft  fflr  Meteorologie.  Redigirt  von  Dr.  Carl 
Jelinek  (m.  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXIV.  S.  14.)  sind 
neuerlich  Band  II,  Nr.  7.  —  Nr.  VI.  erschienen,  die  wieder  mehrere 
interessante  Aufsätze  enthalten:  Ueber  Characterisirung  der 
Winde.  Ein  Wort  an  die  Stationsbeobachter.  Von 
Dr.  Jos.  R.  Lorenz.  —  Einiges  über  Sturmwarnungen. 
Von  Prof.  ßuijs  Bailot  in  Utrecht.  —  Ueber  die  Prio- 
rität der  Anwendung  des  electrischen  Telegraphen  zu 
den  Sturmwarnungen.  Von  Dr.  C.  JeillDek.  —  Meteore- 
logische  Beohaehtnngen  wthread  der  Soanenflnster- 
nlss  am  6.  MSrs  1867.  Von  Carl  Frltseh.  —  Ueber  „De- 
flectlon«*  eines  Windes,  oder  die  an  der  Windseite 
eines  GebiTges  entstehende  Ablenkung  eines  fiter- 
wehenden  Loftstroms.  Znr  Theorie  der  Gehirgswinde. 


* 
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Von  A.  Maiiry  in  QSttipgen.  ^  Blnflvss  des  Windea 
auf  den  Beg#n.  Voo  Carl  FriUoli.  Oeber  die  Be« 
dentung  aritlinieti«eber  Mittelwerthe  in  der  Meteero^ 
legie.  Von  Prof.  Lamont  (Scheint  nne  eehr  iMacbtenswerth 
für  die  Beurtbeilong  des  Wertbee  aolcber.  Mittel werthe  in  der 
Bleteorolegie).  —  DieTorecblige  sur  Milder nng  der  Sern* 
nierdürre  in  Ungarn.  Von  Jul.  Hann.  —  Die  i^limati* 
aeben  Verhältnisse  des ungariaehen  Lindercoraplexes. 
Von  Prof.  Job.  Uunfalvy.  —  Ausserdem  enthalten  auch  diese 
Nummern  wieder  eine  grosse  Menge  aebr  interessanter  ldein|9rer 
Mittbeilungen  und  Litefaturbericbte. 

Annnies  mdtdorologiques  de  rObservatoire  Royal 
de  BrozeHea,  pnblldes,  ans  freie  de  l'dtat»  par  le  Di* 
reetear  A.  Qnetelet  Brnxelles.  1867.  4<>. 

Die  Künigl.  Beigische  Staatsregierung  und  der  berühmte  Her- 
ausgeber» Herr  A.  Quetelet,  verdienen  gewiss  den  grüssten 
Dank  für  diese  rege  Im  issig  monatlich  erscbelneoden  Publica* 
tionen  der  aatOrlicb  gebSrig  redneirten  meteorologisehen  Beeb- 
acbtnngen  der  Brfleseler  Sternwarte»  von  denen  uns  bis  jetzt  die 
Monate  Jannar  bia  Mal  1867  sugegangen  sind.  Die  Haaptmbriken 
'sindt  Baromitre  rddnit  h  la  tempdrature  de  (y*  C.  Tenpdratnra 
centigrade.  —  PsyebroinAtre  d'Angust  —  AneroomMre  d'Osler. 
Direction  du  vent.  Intensltd  du  vent.  —  Vents  superieurs  et 
pluic.  —  Döciinaison  niagndtiqae  et  ^lectricit^  de  Tair.  —  l^tat  dn 
ciel.  —  Dass  durch  solche  regelmässige,  in  bestimmten  kurie- 
ren Zeiträumen  erfolgende  Mittheilungen  der  Meteorologie  sehr 
genützt  wird,  liegt  auf  der  Hand,  und  wir  wünschen  daher  dem 
80  hoch  verdienten  Herrn  Herausgeber  von  Herzen  noch  viele 
Jabre  Kraft  zu  solchen  n^tzlicbeo  und  wichtigen  Arbeiten. 


Vermischte  Schriften. 

Sitsnngsberlehte  der  KOnIgl.  Bayeriseben  Aca« 

demie  der  Wisf« enseb^ft^n.  VergL  Literar.  Beriebt. 
Nr.  CLX^KXi.  S.  15, 

1866.  IL  Heft  II.  Kuhn:  Ueber  zwei  im  Frühlinge  dieses 
Jahres  vwrgekommene  Blitserelgmsse.  S.  192. 

1866.  H.  Heft  III.  Seidel:  Trigonometrische  Formeln  Oir 
den  allgemeinsten  Fall  der  Brechung  des  Lichtes  an  centrirten 
spb^i8<:b6n  ;Fi(^i|eii.  .    ^  (fleebt  sebr  bpacJi^sir.ertber  Auf- 
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sats  wegen  der  Einfacbfieit  der  gegebenen  Formeln  oder  eigent- 
lich der  gansen  RecliBungsweise;  auch  optischen  KüDstlerii  zu 
empfehlen). 

.  1S6C.  II.  Heft  IV.  Steinheil:  Ein  Photographie  Apparat 
zur  Aufnahme  von  Naturstudien.  S.  478.  (Alle,  die  sich  mit 
Photographie  hesrhaftigen,  sind  auf  den  hier  beschriebenen  Ap- 
parat recht  sehr  autmerksam  zu  machen).  —  £•  Voit:  Ueber 
Diffusion  von  Flüssjj^eiten,  S.  483. 

1.  Heft  I.  Bnitiilt  {n  den  Krei«  Am  AreMvs  geliO^ 
rend«  Aofafttse  nicht 

1867.  I.  Heft  II.  V.  Sehlagintweit  SakulünKki:  Ueber 
die  Temperatur  der  Alpcnseen  in  grossen  Tiefen  nach  Beobach- 
tungen im  Starnbergersce  und  im  Chiemsee.  S. 

1867.  I.  Heft  Hl.  Enthlilt  Necroioge  von  Georg  Fried- 
rich Bernhard  Riemann.  8.381.  —  Gottfried  Wilhelm 
Osann,  Professor  der  Physik  und  aligemeinen  Chemie  in  Würz- 
bürg,  S.  385.,  gebore«  in  Weimar  am  26sten  October  1796,  ge- 
storben in  VVörzburg  am  lOten  August  1866,  Beide  Necroioge 
sind  von  Herrn  von  Martins  verfasst  Der  JNecrolog  von  Hie- 
niann  ist  oben  (S.  2  )  abgedruckt. 

Sitsnngsbericlite  der  Ktlnigl.  BQlimischsn  Geeell- 
sebaft  der  WUs€;n8cbaften  in  Prag.  Jabrgang  1860. 
iuli  — Deeember.  $•  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXI.  S.  1. 

Wir  machen  die  Leser  des  Archivs  besonders  aufmerksam 
auf  einen  Vortrag  des  Herrn  Amerling  (S.  82. — S.  84),  der  in 
interessanter  Weise  das  Vorbommen  einer  grossen  Anzahl  der 
nieriiwtfdlgeten  geometriadien  Cnrren  in  'der  Natur  naebsuweieeii 
encht  —  Ancb  anf  den  Verlrag  den  Herra  Aleia  Nowafct 
Ueber  die  Nothwendigkeft  der  Aoaabme  eines  allge- 
meinen (ceneentrischen)  Heblrnnmea  swieeben  der 
Erdrinde  nnd  dem  Erdbern»  ee  wie  gber  dib  Wabr- 
acbeiDlichkeit  gevrisser  darin  stattfindender  Ver- 
ginge (S.  117.— S.  123.)  machen  wir  anfinerfcsaw. 

Memoires  de  la  Soci^tö  des  Sciences  physiques 
et  naturelles  de  Bordeaux.  A  Paris^  chez  J.-B.  Bali- 
lidre.   A  Bordeaux,  chez  Chaumas-G&yez.  8^. 

Die  Seeldtd  d«n  Spinae««  fiyaiqnes  «t  antar ellae 
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in  Bordeaux  ^iebt  seit  dem  Jabre  1855  ihre  Memoiren  heraus. 
Von  diesen  Memoiren  sind  bis  jetzt  vier  Tbeile  in  sieben  Heften 
erscbieoen.  Je  weniger  der  Inhalt  die^ser  Schriften,  welche  viele, 
wmA  in  den  Kvefai  des  Archivs  gchSieade,  sehr  bemerkenswertbe 
and  sa  l»c«chtMds  AUbandloBgeii  MtlMdteB,  ia  OMtscklaad  be- 
luBat  aaia  dürfte:  deato  BMfcr  lialtea  wir  ea  Ar  onaera  Piicfct; 
deren  Inball,  ao  weit  daradbe  de»  Kreise  nnaerer  Zeitadbrift  an- 
gehSrt,  hier  ananseigen,  und  werden  nicht  naterlaaaen»  ragei* 
mässige  Fortsetsnngen  dieaar  Anzeige  an  liefern,  ao  wie  nene 
Tbeile  oder  Hefte  in  nnaere  Binde  gelangen.  Dia  Leaer  werden 
gewiss  aU  ans  erl^ennen,  wie  sehr  man  der  geoaonCen  bocbacbt- 
barea  Gesellschaft  zu  Dank  für  diese  Publicationen  Terpflichtet 
ist,  uiid  den  Wunsch  theileo,  dass  dieselben  anausgesetzten  und 
nnunterbrocheoen  Fortgang  haben  miigen;  die  Gesellschaft  ist 
ein  freier  Verein  hochachtbarer,  für  die  Wissenschaft  sich  lebhaft 
interessirender  Männer  und,  wie  es  scheint,  ohne  alle  Uoter- 
stfltzung  von  Seiten  des  Staats,  weshalb  ihre  Publicationen  einen 
um  so  grCssereo  Dank  verdienen. 

Tone  L  Aont  1864  —  Jan  vier  18S5.  —  Ezainen  eritiqne 
et  comparatir  dea  Tbdoflea  dnaliatiqaea  et  nnitairo  de  Ia  cbinücw 
|iar  L.  Mied.  p.  21—164. 

Tome  II.  \^  Cahier.  1861.-2"«  Cahier  1863.  —  Me- 
moire sur  le  roouveroent  des  noeuds  de  la  lune  par  M.  G.  Les- 
piault.  p.  7.  —  Demonstoration  de  plosieurs  formules  de 
Gauss,  relatives  k  l'action  mutuelle  de  deox  aimants,  par 
M.  Abria.  p.  69.  —  Eaaal  aar  las  propabenra  b  moavement  al- 
teraatif,  par  M.  Glotin.  p.  136.  —  JNote  aar  loa  petitea  plan^tea 
aitadea  entre  Mara  et  Japiter»  par  M.  G.  Lespiaalt  p.  109L  — 
Premier  Mdmoire  aar  la  atractore  dea  corpa«  par  A.  Baadrimoa t 
p.  203.  ^  Note  aar  lea  relatioaa  qoi  eiiatant  entre  loa  diifcantea 
parties  da  cnbe  et  Celles  des  solides  qui  en  derivent  cristallo* 
grapbiqoement,  par  A.  Baudrimont.  p.  237.  —  Refraction  et 
di^eraloo  de  la  lumiere,  par  A.  Bandrimont.  p.  243b  ~  Theo- 
rteies  aar  les  eUipsoides  associ^s,  par  V.-A.  Le.Besgne.  p.  247. 
—  De  qoelqaes  moyens  pratiques  de  diviser  las  anglaa  ea  partiea 
dgalea,  par  M.  Glotiq.  p.  253. 

TomeUL  l«*Cabier.  1864.  — 2-*Cabier.  1866.  —  Tablea 
dlTeiaea  poar  la  compoaitloa  dea  Bombrea  ea  leora  factenra  pro- 
niei«»  par  V.«A.  Le  Beagne.  p.  1.  -«<  DeozUme  Mdmoire  aar 

ia  atracturo-  des  corps,  par  A.  Baudrimoat.  p.  39.  —  Propa- 
gation  dea  oodea  dans  les  milieax  iaaziqaes  et  dans  les  milieux 
bdtdraziqoea,  par  A.  Baadrimoa t  p.  163.  —  TaUea  doaaaat 
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pour  la  moihdre  racine  primitive  d'un  Dombre  premier,  ou  puissance 
d'uD  nombre  premier:  P  les  nombr^s  qui  correspondeot  aux  in- 
dices;  2^  les  indicea  des  norobres  premiers  et  inferiears  aa  rao- 
dole,  par  V.*A.  Le  Beagiie.  p.  231.  —  ObsertatbBs  sur  la 
Philosophie  de«  oclences«  par  A«  Bendrimont  p.  975.  —  Ob> 
eervfttiom  relativee  aax  oragea  et  h  lenr  mode  de  formation,  par 
ie  mAme.  p.  907.  —  Note  aar  hi  oon-ideatitd  de  la  chalenr  et 
de  fai  lami^re.  par  le  m^nie.  p.  313.  —  Coaaiddratioiia  physiolo* 
glqaes  sur  laqueation  de  Tidentit^  de  la  chalear  et  de  la  lond^re, 
par  le  Dr.  G.  Sous.  p.  323.  —  Du  daltonisme,  par  le  mdme. 
p.  401.  O^monatrations  äl^mentairea  relatives  ä  la  tb^orie  des 
nombres  premiers,  par  A.  Baudrimont.  p.  419.  —  Un  t^traedre 
quelconqae  est  inscriptibie  dans  iine  sphere ;  demonstration  öld* 
meotaire  de  ce  tbeor^me,  par  A.  Baudrimont*   p.  445. 

Tome  IV.  l«^Cahier.  im. —  3-^ Cahier.  1866.  —  Ohoer- 
vations  sur  la  note  de  M.  Baodrimont  intltalde:  De  la  non- 

identit^  de  la  chalear  et  de  la  luraiere,  par  Sf.  Abria.  p.  77.  — 
des  geom^triques  sur  la  Theorie  des  paralleles,  par  N.  J.  Lo» 
batschewsky.  Traduit  de  rAUemand  par  J.  Hoüel.  p.  83. 
Recueil  de  formules  et  de  tables  nuineriques,  par  J.  Hoüel.  — 
Die  beiden  letzten  sehr  verdienstlichen  Schriften  sind  von  uns 
im  Literar.  Ber.  ^^.  CLXXXIV.  und  Nr.  CLXXXIH.  besoo- 
ders  angezeigt  worden,  und  daher  den  Lesern  genau  bekannt. 

SolbatveratSodlicb  haben  wir  ttna  Im  Ohlgoo,  wie  achoo  er^ 

innert,  auf  die  io  den  Kreia  dea  Archivs  gehörenden  Abhandlungen 
beachränken  niuaaen;  aa^serdem  enthalten  aber  diese  sehr  TOT'r 
dienatlichen  Schriften  noch  eine  grosse  Anzahl  von  Abhandlungen 
aus  den  verschiedenen  beschreibenden  Naturnissenschaften,  aus 
der  Anatomie,  Medicin  u.  s.  w.  und  viele  interessante  Necrologe 
von  verstorbenen  Mitsliedern,  auch  ausführliche  Extraits  des 
Proc^s-verbaux,  so  dass  dieselben  für  einen  sehr  grossen 
Leserkreis  interessant  und  ^^ichtig  sind,  und  daher  dringend  zur 
allgemeinsten  Beachtung  empfohlen  zu  werden  verdienen. 

Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  Harn  burgischen 
Gesellschaft  zur  Verbreitung  der  mathematischen 
Wiaaenachaften.   Faatnacht  1867.  4^. 

Dieser  Jahresbericht  der  boehaehtbareo  Bamburgiseben' 6€<- 
sellflcbaft  sor  Verbreltimg  der  matbematiachen  Wiaaenachaften, 
fiber  deaaen  leisten  Vergfinger  wir  im  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXII. 
S.  15.  berichtet  haben,  enthält  aocb  dieamaL  nach  den  Gesell« 
aebafkaiiacbrlchten  —  unter  den  veiatorbenen  Blitgliedero  der  Ge- 
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fdliciiift  ini<—  wir  «.  A.s  J*fca»n  Frass  Eaeke,  gebomi  id 
♦Btülltttg  23steii  Sc|>te«k6r  1791,  gestoita  in  Spandas  dao 
2Qf|p«  Ai«wt  I86S;  —  LicolMMit-CSeMral  Sir  thamas  Btla- 
bapa»  HaaCorben  io  SUfcaialawB  i4aa  38ttBB  Jaaaar  I86D; 

Cbristiaa  Ladwig  Gerling,  geboreo  in  Hamburg  den  lOten 
Jaai  J788,  gestorben  io  Ifarbarg  den  i6tea  Jaaaar  1854;  aad 
andere  verdieRte  MaCbeoiatiker  aad  Aatronomeo  —  mehrere  werth> 
volle  ^ofs&tze,  die  diesmal  vorzogsvreise  ein  mebr  praktisches 
Interesse  haben,  und  namentlich  praktischen  Georoetern  recht  sehr 
zur  Beachtung  eaipfobleo  werden  mSssea.  Oiasa  Ania&tsa  «lad 
die  folgeadea:  • 

Der  Recbaeamaaasstab  aar  Aasfflbraeg  gawSba* 
lieber  päd  trigooometriacber  Reebabogany  mittelat 
aritbmetiaehar  und  gleichseitig  mittelst  mecbaalseber 

—  (linearer)  —  Summiruag  der  Logarithmen.  Von 
F.  Gravenborsty  Geometer  am  Hamburgischen  Ver- 
messungsboreao»  jetzt  in  Itzehoe.  (Der  Aufsatz  ist  sehr  lehr- 
reich  in  Bezug  auf  sogenannte  instrumentale  Arithmetik  über- 
haupt; aufmerksam  machen  möchten  wir  bei  dieser  Gelegenheit, 
wie  schon  früher  in  dieser  Zeitschrift,  auf  das  ausführliche  und 
schone  Werkchen  des  früheren  künigi.  italienischen  Finanz- 
ministers,  Herrn  Quintino  Sella,  welches  unter  dem  Titel: 
Teorica  e  Pratica  del  regolo  calcolatore  per  Quin- 
tino Sella.  Torinu.  IStaniperia  Reale.  1869.  erschienen 
ia^  and  diesen  Gegenstand  sehr  eingehend  and  mit  groaaer  Saeb- 
fcenntuiss  bebandelf). 

Geber  Flächen  berech  nung.  Von  F.  Gravenhorst. 
(Betrilft  insbesondere  den  Oldeudorp'scben  Planimeter*Zirkel). 

i£laige  HSbenbeatlmmangen  inT  Hambargar  Laad* 
gebiete.  Ven  H.  Stück,  Adjaaet  der  Geaellacbaft 

Ein  B  ü  schu  n  gs  m  a  a  SS.  Von  H.  W.  C.  HSbbe,  Jahr- 
verwalter  der  G  ese  lUc  b  a  1 1.  (Praktischen  Geometern  auch 
recht  sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlen). 

Giornale  d!  Matematlebe  ad  aao  degü  studenti 
della  aniversitä  italiane,  pubhiicato  per  cura  del  Pro- 
fessore  G.  Battaglini.  üapalf.  (^S.  Litarar.  fiaricbt. 
Nr.  CUÜUUV.  &  14^). 


•)  Baglisshi  frlidleg  rale. 
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Anno  V.  Gennaio  e  Febbraio.  1867.  Sullo  sviiuppo 
delle  funzioni  Tratte  razionali;  per  N.  Trudi.  p.  ].  —  Di  ana 
proprieU  delle  ünee  a  doppia  coryatura;  per  £.  Beltrami.  p.  21. 

—  Intorao  ad  «m  traafefnaidefle  dl  rarfabili;  per  B.  BeltramL 
p.24.  —  Selvsiene  della  qaietione  60;  per  A^ArmenaDte.  p.9ft. 
^  Soloaieiie  della  qiriafieDe  52;  per  A.  Boeolls.  p.  90.  — 
.  Prei^anuHi  dl  eoaeorso.  p.  92.'  —  Amninaio  biUlografico.  p.  98. 

—  Nota  svlla  riduzione  alla  forma  canoafca  delle  qoadfatiche;  per 
C  Sardi.  p.  35.  —  Salle  forme  binarie  del  primI  quattro  gradl, 
apparteeenti  ad  una  forma  ternaria  quadratica;  per  G.  Battag- 
lini.  p.  39.  —  Notizia  Univereitaria.  p.  56.  —  Solusioni  delle 
quistioni  49,  50;  per  A.  iVlognl  e  L.  Rajola.  p.  57.  —  Sola- 
zione  di  ona  queRtione  propoata  oell'  Edscatieiiai  Times;  per 
V.  Mollame.    p.  63. 

Anno  V.  Marzo  e  April e.  1867.  Sulle  perturbazioni 
planetarie:  per  R.  del  Grosso,  p.  65.  —  Lettera  di  E.  Bel- 
trarai  ad  A.  Mop;ni.  p.  89.  —  Sullo  sviiuppo  delle  funzioni 
fratte  razionali;  per  N.  Trudi.  p.  93.  —  Intorno  ad  una  tras- 
formazione  di  aicuoe  equazioni  a  trc  variabili;  per  A.  Genocchi. 
p.  106.  —  Sulle  funzioni  simmetricfae  complete;  per  G.  Torelli. 
p.  110.  —  SelaaleDe  della  quistione  44;  per  \t,  Rajola.   p.  121. 

—  Quistioni*  p.  122.  —  Soluzieoa  della  qvistione  54;  per  A.  Ar« 
menaote.  p.  126.  —  QoestioDi  proposte  nell'  Edacational  Times, 
risoivte  da  alcuol  glevaiil  stodentL  p.  127. 

» 

Prasanfgabe      KliiglielieK  SMcttt  der  WisiMsdiaftMi 

\m  Kopenhagea«  ' 

Le  poteatiel  peat  dtre  ramen^  k  une  forme  plus  gdo^le, 
lor^qu'on  pooaid^re  la  vi^rlable  ^,  dumi  la  fonctioo.  comne 

ane  fonction  de  t— t  dtant  ene  noovelle  ▼ariable  et  a  nne 

r 

constante.  Comme  le  potent! el  ainsi  ^än^ralis^  pourra  recevoir 
des  applications  bien  plus  etendues,  ia  Societe  d^sire  qu'outre 
un  expose  des  principales  propositions  connues  jusqu'ici  relative- 
ment  ä  eette  fonction,  ou  lui  präsente  une  recherche  sur  la  meme 
fonction  sous  la  forme  indiquäe  ei-dessus. 

Les  reponses  doivent  4tre  adressäes  avant  la  ün  du  mofs 
d'Octobre  1868  au  secretaire  de  la  Sociätö,  M.  le  Professeur 
J.  Japetus  Sm.  Steenstrup.  Prl^i  la  mddailie  d'or  de  la 
Secidld. 
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Erklärung. 

lo  dem  MLiterarisehra  Zentnlblatte'*  nweht  sieb  ein  ünge- 
muiDter,  der  ohne  Z]veifel  eie  grosser  Matbematiker  ist,  von  Zeit 
so  Zeit  das-  nnsebnldige  Vergnflgen,  meine  Sebriften  ansaschwär- 
zeo,  und  iwar  gans  vorzugsweise  wehren  Dessen»  was  sie  nicht 
enthalten  und  auch  nach  meiner  Absicht  nicht  enthalten  sollteo. 
Wenn  er  dabei  auch  erst  zwei  bis  drei  Jahre  nach  Erscheinen 
meiner  Schrift  sein  funfzeiliges  Urtheil  abgibt,  so  ist  es  natürlich 
nur  um  so  reifer,  und  es  lässt  sich  entschuldigen,  wenn  er  ver- 
gessen hat,  vi'as  denn  eigentlich  in  dem  Buche  steht.  Ich  be- 
dauere von  Herzen,  den  Namen  meines  ehrenwerthen  Günners 
nicht  zu  kennen,  um  ihm  persüulich  meinen  Dank  aussprechen  zu 
können,  was  ich  doch  gar  zu  gerne  thun  wurde.  Vielleicht  ~ 
wenn  ich  nicht  irre  weiss  er  das  aus  eigener  Erfahrung  und 
ieb  bitte  ihn,  wenn  er  meine  1867  ersebeinende  nSebste  Schrift 
wieder  (etwa  1870)  In  seiner  Weise  empfiehlt,  mir  das  Vergnügen 
nicht  sn  rauben»  seine  nihere  Bekanntsciiaft  sn  machen.  ^Bis  dabin 
mnss  er  sieb  eben  mit  olriget  ällgemelaen  Danksagung  begnfigen* 

i^arlsruhe,  22.  Juni  1867. 

J.  Üienger. 


Aus  Hoboken,  New  Jersey,  den  1.  Mai  1867.  ist  uns 
eine  Anzeige  von  H.  Reffelt's  Arithmetical  Aid.  (Rech  nen- 
gehülfe).  Patentirt  unterm  3.  März  1863.  zugewandt  wor» 
den,  worin  ein,  wie  es  uns  scheint,  recht  zweckmässiger  Hülfs- 
apparat  bei'm  Rechnenunterrichte  beschrieben  ist,  auf  den  wir 
die  Leser  des  Archivs  aufmerksam  machen.  Herr  UermanD 
Reffelt  ist  Lehrer  an  der  Hoboken- Acaderoy.  G. 
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Literarischer  Bericht 

CLXXXV1. 


Geschichte  und  Literatur  der  iMathematik  und 

Physik. 

AI  man  ach  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen* 
Schäften  in  Wien,   iSechzehnter  Jahrgang. 

Der  funfkeliDte  Jalvgatig  diese«  anch  io  dem  Torliegenden 
neuen  Jahfgange  wieder  ein  sehr  erfreuliches  Bild  von  der  aus- 
gebreiteten und  erfolgreichen  Thätigkeit  der  kaiserlichen  Akade- 
mie der  Wissenschaften  darbietenden  Almanachs  ist  im  LUerar. 
Ber.  Nr.  CLXXIX.  S.  12.  angezeigt  «worden.  In  diesem  neuen 
Jahrgange  machen  wir  vorzüglich  auf  die  von  dem  Generalsekre- 
tair,  Herrn  A.  Schrotter,  verfasste  ausführliche  Lebensbeschrei- 
hung  (S.  124.  — S.  170.)  des  hochverdienten  Präsidenten  der  Aka- 
demie, Andreas  Freiherrn  von  Banmgartn  er,  aufmerksam, 
welche  wir  neben  der  von  uns  im  Archiv.  Tbl.  XLV\  8.  1.  mit- 
getheilten  Lebensbeschreibung  des  trefflichen  Alannes  schon  des- 
halb  der  Beaebteog  nneerer  Leser  recht  sehr  empfehlen,  weil 
dieselbe,  aueaer  janderen  {otereeeaoten  MittheilnDgen,  auf  S.  107. 
—  8. 170.  ein  vojistindiges  Verselchniss  aller  Sebrifleo  Baum« 
gartner'e  eothilt  —  Aoaserdem  eothilt  dieser  Almaeach  aaf 
8.2411.^8. 251.  eine  Lebeopekisae  des  Terdienten  Physikers  Fer« 
dioand  Heaaler,  desaea  plütslichen  Tod  wir  mit  der  aufrich- 
tigsten Trauer  im  Literer.  Ber.  Nr.  CLXXV.  S.  1.  anzeigten, 
und  dem  in  der  dritten  Ausgabe  seiner  sehr  verdienstlichen  „T  ec  h  • 
nischen  Physik"  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXUL  S.  12.)  ein 
ae  achOoea  Oeokmal  geaetst  worden  Ist. 


Thl.XLVII.  Hft,2. 
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A  r  i  t  h  m  e  I  i  k. 

Wenn  Herr  U.  Hankel  in,  einer  vor  l^ursem  erschienenen 
Schrift : 

Theorie  der  eomplexen  Zahlensysteme,  insbeson* 
dere  der  gemeinen  imaginftren  Zahlen  and  der  Haniil« 
ton'schepQuaternionen  nebst  ihrer  geometrischen  Dar« 
steliang.   Leipzig.  1867. 

von   meinen   im  „Archiv.    ThI.XtIV.    Nr.26.i>7.  ThI.XLV. 
Nr.  29."  publicirten  Abhandlungen  über  die  ,,A*quiv  aie  nzen*« 
sagt:  i,^6  ^verdell  diese  Bemerkungen  genügen ,  um  das  Wesen 
dieser  Methode  in's  Licht  zu  setzen,  welche  neben  den  schon 
angefBhrten  wesentiiehen  Nachtheilen  noch  den  beritst*  überall 
toine  Entwiekcilbarkeif  nach  Potensdn.von  i  v^paussu* 
setaen*'  so  erlaube  ich  mir  —  wenn  anch  ein  Urtbeil  des 
Herrn  H.  Hankel  an  sich -sehr  gleichgültig  ist      hierüber  doch 
zu  bemerken,  dass  dies.e  Auslassung  nor.  auf  einem  Miss*  oder 
NichtvSrstSndniss  der   genannten   Abhaiidlttiig(»n  WVäben  kann, 
denn  von  „fintwickelbarke it  nach  Potenzen  von      —in  dem 
«Sinne  wenigstens,  wie  man  dies  in  der  Analysis  zu  nehmen 
und  zu  verstellen  gewohnt  ist,  also  etwa  Cntwickeiung  oder  Eot« 
wickelbarkeit  der  Functionen  In  Keihen  —  ist  in  jenen  Abhand- 
lungen  nirgends  auch  nur  mit  einem  einzigen  Worte  die  Kede, 
sondern  überall  nur  von  ganzen  rationalen  algebraischen 
F  unctionen,  indem  ja  auch  z.  13.  in  Thl.XLlV,  S  445.  ausdrück- 
4ich  gesagt  ist:  „Alle. im  Folgenden  vo rkonim c nd e a  Zei- 
chen Jiedeuten  ganse  rationale  algebraische  Functio- 
Ben  einer  gewissen  GrOsse,  die  ifU  im  Allgemeinen  - 
durch  i  bezeichnen  werden»  constaate  GrO»eeo  aa- 

.  tfirlich  siebt  aBsgeschlosseo,  welche  als  ga^aa  ratio- 
nale algebraische  Functionen  des  Oten  Gradas  yon  { 

,111  betrachten,  sind;  und  wenn  im  Felgendea  von  GrSa- 
sen  gesprochen  wird,  so  sollen  darunter  imroor  ganze 
rational c  algebraische  Functionejrivon  imit  Einschiaas 
const anter  Grössen  verstanden  werden."  —  Was  nun 
Herr  U.  Hankel  bei  sanxen  rationalen  alg^cbraiseliem 
Fanctionen  unter  KlntwickcHiarkeit  nach  Potenzen 
VOM  i"  versteht  und  sich  denkt,  wird  er  wahrscheinlich  besser 
wissen  als  wir.  Ausserdem  hätte  Herr  Hankel  den  etwas  weg- 
werfenden Excurs  auf  S.  14.  über  einen  der  wichtigsten  und 
wesentlicbsten  Thelle  der  in  allen  Beziehungen  Epoche  machenden 
„Analyse  algdbriqne«*  von  Caucby  sich  fögüch  ersparen 
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können.  Dieses  im  Jahre  1821,  also  vor  beinahe  50  Jahren,  er« 
schienene,  über  alles  Lob  und  allen  Tadel  —  namentlich  des  Herrn 
H.  Hankei  —  erhabene  Werk  eines  der  grüssteii  Meister 
der  WisaftiiMsImft»  war  fffr  die  daaialige  Zeit  gaos  besonders 
aacb  Hickiiicbtlicb  der  mit  grosser  Consequens  ~  aaf  dem  nun 
dabei  einmal  eingeseblagenen  Wege  —  dnrcbgefdwten  Bebend* 
Inng  des  sogenannten  Imaglairen  — *  welcbe  Herr  H.  Uenlcel 
aaf  &73.  sogar  einen  „Gaiimatias"  an  nennen  sich  niebt 
Sebent  —  Bpoebe  machend.  Wie  weit  die  neueren  Analcbten 
über  diesen  Gegenstand»  dessen  bolie  Wichtigkeit  Niemand  mehr 
als  der  Unterzeicboele  ericennen  kann,  und  vrelchem  derselbe  schon 
seit  einer  Reihe  von  Jahren  die  grösste  Aufmerksamkeit  gOwid» 
met  hat,  sich  allgemein  Bahn  brechen  und  allgemein  Eingang 
finden  werden,  wird  die  Folgezeit  lehren;  und  ob  das  von  Herrn 
H.  Hankei  begonnene  Buch  dazu  wesentlich  beitragen  wird, 
scheint  zur  Zeit  wenigstens  noch  sehr  zweifelhaft  zu  sein.  G. 

Tbderie  didmentaire  des  Quantitds  complesde  per 
J.  Uoflel,  Professeur  de  Mathdmatiqnes  pnres  ä  In 
Faeoltd  des  Seieoees  de  Bordeaux.  Prenti^re  Partie. 
Algdbre  des  .qnantitda  eompieses.   (Bxtralt  de»  Mi* 

moiros  de  la  Socidtd  des  Sciences  physiquee  et  nattl« 
relies  de  Bordeaux,  l«' Cabier*  1867.).  Paris.  Gaatblet 
Villars.   1867.  8'>. 

Diese  Scbrillt  fiber  die  wichtige  Theorie  der  complexen  Gros- 
sen oder  der  „Quantit^s  göomdtriqoes'S  wie  Cauchy  diO'* 
selben  nannte,  ist  in  der  That  ganz  elementar,  d.  h.  von  den 
einfachsten  gaiie  bestimmten  Begriffen  ausgehend  und  nach  und 
nach  systematisch  weiter  aufsteigend;  dieselbe  ist  mit  grosser 
Deutlichkeit  verfasst,  und  verdient  namentlich  jedem  Anfänger, 
welcher  sich  Kenntniss  über  diese  Gegenstände  und  wahre  Ein- 
sicht in  dieselben  in  streng  mathematischer,  und  also  aUcb  in 
streng  mathematischen  Gräuzen  sich  baltender,  Weise  mit  völliger 
Klarbeit  und  Bestimmtheit  versebaffen  will«  recbt  sebr  snr  Be- 
acbtung  empfoblen  au  werden,  so  dass  manaucb  der  an  erwartenden 
Fortsetanng  mit  Verlangen  entgegen  sehen  mnss.  Dieselbe 
sebUesst  sieb  im  Wesentlichen  —  jedoch  mit  verschiedenen  eige- 
nen weiteren  Erörterungen  und  Ausflihmngen^)  —  der  mit  Recht 
berfibmten  Abhandlung  von  Canchy  über  die  „Thdorie  des 


M.  «.  a.  A.  die  Bemerkung  über  die  Aaffassnng  der  Benetinnng: 
^Qnantlt^«  comp  lex  ob"  auf  p.  29.  neben  oder  nach  der  rorher  nur 
„provisoiromont.  (p.  24.)"  nach  Cauchj  gebrauchten  Beoennung 
„Quantitea  guometriques." 
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quantit^s  geometriqu  es"  in  den  „Exercices  d'Analyse 
et  de  Physique  niathematique.  J.  IV.  p.  Iö7. — 355."  an, 
und  der  Herr  Verfasser  sagt  auch,  nachdem  er  «leb  Aber  ^er» 
scbiedene  andere  Schriften  des  Weftereii  auegesproeben  bat«  a«f 
p.  10.  selbst:  »,Gett6  tböorie  a  M  re|»rise  et  eeordonn^-  par 
Csneby,  dans  le  tome  IV.  de  ses  Ezereiees  d' Analyse  et 
de'Pbysique  mathdmatique  (pages  167.» 3ö6),  et  Ton  pent 
dire  malntenont  qu'elle  a  re^o  sa  forme  d^finitiTe."  Herrn  H  o 8 el s 
Sebrift  ist  aneb  In  Dentscbland  mit  desto  grösserem  Danke  ent- 
gegen zu  nehmen,  je  neniger  allgemein  die  Abhandlungen  Csn-^ 
cby*s  Aber  den  fraglieben  Gegenstand  bei  uns  bekannt  zu  sein 
sdieinen,  und  je  schwerer  schon  jetzt  die  „Exercices  d' Ana- 
lyse et  de  Physique  math^ma  tique,"  eben  so  wie  die 
„Exercices  de  IVl  athematiques,"  zu  e.lialten  sind*).  Die 
Schrift  zerfällt  in  «lie  folgenden  Kapitel  und  Paragraphen:  Clia- 
pltre  I*  1  n  tr  0  d  u  cti  o  n.  $.  1.  Considerations  generale».  §.11. 
Sur  rhistoire  de  la  tbeorie  genmötrique  des  intaginaires.  — 
Cimpitre  II.  Des  quantites  arithmätiquee  et  alg^bri* 
qiies»  Ott  qvantittfs  reelles.  (Betrlfl  die  gewöhnlichen  arltb- 
metlseben  und  algebraischen  Begriffe  nnd  Rechnungsarten).  — 
Cli»]^tre  III«  Des  quantites  g^em^trlqnes,  on  qean* 
tittfs  e'omplexes.  $.1.  Definition  des  quantiläs  g^emdtriqacs. 
§.  II.  Addition  et  soustraction  des  qsantitäs  gdomMques.  §.  III. 
Muitipiication,  division  et  el^vation  aux  pulssan^^es  enti^res  des 
qnantit^s  göoro^triqaes.  §.  IV. '  Puissanres  fractionnaires  des 
qaantitäs  geomötriqnes.  —  Equation  binome.  §.  V.  Des  equa- 
tions  algebriques.  —  Chapitre  IV,  Des  fonctions  expo- 
nentielles  et  circulaires  d'une  variable  comp!  exe**),  et 
de  leurs  fonctions  inverses.  §.  I.  Des  exponentielles  3 
exposant  complexe.  §.  II.  Des  fonctions  circulaires.  §.  III.  Des 
logaritbmes.  §.  IV.  Fonctions  circulaires  inverses.  §.  V.  Ex- 
ponentielles et '  logarithmes  a  base  complexe. 


*)  Bei  welcher  Gelegenheit  wir  RUeh  von  Nnucin  eine  andere  «ehr 
empfehlcnswerthe,  gleiclifullü  vorzugsweise  sirl»  an  Caiichy  ansschlies- 
•ende  Schrift:  C>eoinetri«k  Kalkül  eil  er  Ge<i  ni  e  triska  Quan- 
tlters  B&icnelagar  af  G.  Dillner.  Uiisala.  C.  A.  Leffler. 
1800.  8«.  (m.  s.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXVIII.  S.  19.)  In  Brinnerong 
bringen  wollen,  die,  mit  grosser  Grändiidikeit  und  Dentlleblieit  Ter- 
fkttt,  In  Dentscbiand  bekaoater  m  sein  ▼efdlenl«,  alt  es  der  Fall  le 
sein  acheint. 

**)  Wie  schon  erwähnt,  hat  sich  der  Herr  VerfaMcr  früher  in 
Chap.  III.  §.  II.  p.  29.  ttber  die  Benennung  „complez"  weiter  an«- 
ge«procheB. 
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Der  Fortsetzung  Hieser  Selirift  entgegen  eebend,  wiederholen 
wir  nneer  obiges  Urtheil,  deee  wir  dieselbe  naraentlicli  für  An« 
fänger  —  Hie  freilich  gewisse  analytische  Vorstudien  schon  ge- 
macht haben  müssen  —  wegen  ihrer  Klarheit  für  jetzt  Vorzugs- 
weise ^)  erapfehienswerth  halten,  wenn  dieselben  sich  eine  deut- 
liche Rinsicht  in  den  fraglichen  «o  sehr  wichtigen  Gegenstand 
verschaffen  uollcn. 

Logafithmes  de  Gauss  se|^t  d^eimalen  etc.  Sie- 
benstellige Gaiiss'sche  Logarithmen  zur  Auffin- 
ilnng  des  Logarithmus  der  Somme  oder  'Differens 
zweier  Zahlen,  deren  Logarithmen  gegeben  sind.  Von 
Theodor  Wittsteiu,  Professor  in  Hannover.  Hannover. 
Hahn.  1866. 

Siebenstellige  Gauss'sche  Logarithmen  giebtes  bekannt- 
lieh bereits  von  Matthlessen  und  Zeeh,  welche  jedoch  noch 
manches  Onbeqeeme  haben,  wie  der  Herr  Verfasser  in  der  Ein- 
leitung ganz  richtig  bemerlit.  Er  giebt  hier,  wie  er  selbst  sag^ 
die  Gauss*schen  Log.irithnien  in  derjenigen  Anordnung  wieder, 
welche  er  zuerst  in  seinen  fünfstelligen  logarithmischen  Tafeln 
(Hannover  1859)  verüflfentücht  hat,  jedoch  anf  sieben  Stellen  er- 
weitert, daniit  sie  so  als  Ergänzung  zu  jeder  gewöhnlichen  Tafel 
siebenstelliger  Logarithmen  gebraucht  werden  können.  Die 
Gauss  scbe  Tafel  findet  sich  in  dieser  Anordnung  auf  zwei  Co- 
luninen  reducirt,  welche  die  doppelten  Logarithmen  der  Tan- 
genten und  der  Secanten  von  0*^'  bis  90<*  darstellen  (s.  des  Herrn 
Verfasser»  Trigonometrie.  Hannover  1869.  §.  8L),  oder  man  kann 
sie  auch  wie  die  neben  einander  aufgefahrten  Warthe  von  log« 
und  lug  (07-1-1)  von  =  0  bis  =  00  ansehen  (s.  des  Herrn  Ver^ 
fassers  Arithmetik.  2  Aufl.  Hannover.  1863.  §.  295.).  In  Folge 
davon  ist  nicht  nur  der  Umfang  der  Tafel  betrSchtlich  kleiner 
geworden  als  bei  Matthiessen  und  Zech,  und.  mithin  die 
Mfibe  des  Aufschlagens  merklirh  erleichtert,  sondern  es  hat  auch 
die  Regel  für  den  (Gebrauch  derselben  sich  80.  ausserordentlich 
vereinfacht,  dass  jeder  Anfänger,  der  eine  gewohnliche  Logarith- 
mentafel zu  handhaben  weiss,  sie  ohne  Weiteres  richtig  anwenden 
und  für  immer  im  (iedächtniss  behalten  wird.  Die  Vorzüge  dieser 
Anordnung  werden,  wie  der  Herr  Verfasser  meint,  wie  man  wohl 

*)  Die  ulien  erwähnte  gründlich«  Schrift  ile«  Herrn  1>  iiiner  »'ird 
wegen  der  im  Ganzen  geringen  Verbreitung  der  KenntniM  des  Sehwe- 
dbchcn  rieh  dsdi  leider  vesig  Eingang  in  Dsotachhind  venehaffes 
kisoca;  dssto  mehr  scheint  In  Sehwedss  ihr  Werth  gewürdigt  su  werden. 
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hoflen  dürfe,  -eof  den  hSuBgereo  Gebrauch  der  Gaass'sebeo  Le* 

garithmeii  nicht  ohne  EiofluRS  bleiben.  —  Zur  Erhßhong  der 
Brauchbarkeit  sind  überall  die  Proportionaltheil e  vollständig  bd* 
gefOgt,  mit  alleiniger  Atianahme  von  Seite  5.,  «ro  des  Raumea 
wenden  die  Differenzen  nur  alternirend  angesetzt  vrerden  konnten, 
und  S.  126.,  wo  sie  unnotblg  erschienen. 

Wenn  wir  das  Obige  absichtlich  grSsstentheils  mit  den  ei- 
genen Worten  des  Herrn  Verfassers  mittbeilten,  so  kOnnen  wir 
nicht  umhin,  stt  bemerken,  dass  wir  selbst  damit  im  Ganzen 
▼oilstiindi^  einverstanden  sind.  Alierdings  sind  wir  der  Meiaang, 
dass  als  siebenstellige  Tafeln  die  vorliegenden  die  bequem« 
sten  sein  dürften,  und  jedenfalls  alle  Empfoblun«^  verdienen. 
Druck  und  Papier  sind  so  schün,  wie  man  nur  wünschen  kann, 
ersterer  sehr  deutlich,  letzteres  sehr  stark  und  fest.  Die  voll« 
ständige  Mittheilung  der  Proportionaltheile,  welche  wir  bei  allen 
jetzt  erscheinenden  neueren  Tafeln  für  sehr  wesentlich  und  un- 
erlässlich  halten,  billigen  wir  vollkomineo  und  erkennen  sie  be- 
sonders an. 


Geodäsie. 

Theorie  der  Projectionsmethode  der  flannover- 

sobsnLandesvermessung  von  Oscar  Schreiber,  Haupt- 
mann im  Königl.  Hannov.  1.  Jäger. Bataillon.  Hannover. 
Hahn.  1866.  4^. 

Gauss  hat  bekanntlich  ein  besoaderes  TollstMndIges  Werk 
Ober  den  theoretischen  oder  analytischen  Theil  seiner  geodäti- 
schen Arbeiten  nicht  veröffentlicht,  und  der  berechtigte  Wunsch, 
denselben  im  Zusammenhange  und  in  mOgliclist  vollständiger 
Entivickelung  su  besitzen  und  zu  kennen,  Ist  längst  gehegt  und 
vielfach  ausgesprochen  worden.  Nor  Andeutungen  .Aber  die  bei 
der  Berechnung  des  Hannoverschen  Dreiecksnetzes  benutzten 
Formeln,  aber  ohne  alle  analytische Herleitnng  derselben,  finden 
sich  in  dem  von  Herrn  Peters  heran$!G;egebenen  ßr iefwec h s el 
zwischen  Gauss  und  Schumacher  an  verschiedenen  Orten 
zerstreut;  ausserdem  existiren  noch  die  beiden  bekannten  Ab- 
handlungen: Untersuchungen  über  Gegenstände  der  hö- 
heren Geodäsie.  Erste  Abhandlung.  Güttingen.  1847. 
4«.  Zweite  Abhandlung.  Güttingen  1847.  4«.  und  die 
In  Schnmachers  astronomischen  A  bhalnd  lungen. 
Hefts.  Altona  1825.  4«.  abgedruckte  Abhandlung:  Allge- 
meine  AnflOsnng  der  Aufgabe:  Die  Theile  einer  ge- 
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gebenen  Fläche  auf  «iner  aiidern  gegebenen  Fläche 
80  .ibx  ubilden .  da88  die  Abbildung  dem  Abgebildeten 
in  dem  kleinsten  Tb  eile  ähnlich  wird.    Nach  diesen  ge- 
druckten Scbriiteii   und   nach  einem   nach   Gauss's  Vorträgen 
über  hr»liero  (jleodäöie  au«<rearbeiteten  Flefte  hat  nun  der  Herr 
Verfassor  der  vorlico^pnden  Schrift  in  derselben  eine  vollständige 
Entvvickelung  der  (i au sehen  Theorie  zu  geben  versucht,  und, 
>vie  es  scheint,  seine  Autgabe  ganz  im  Geiste  und  Sinne  voi| 
Gaus«  mit  Geschick  gelöst,  so  dftss  wir  diese  von  uns  aufrieb* 
tigst  iriilkoiDinen  gehetasene  Schrift,  einem  Jeden,  der  aich.jfflr 
liOberQ  GeodSaie  iiitereaaire»  glauben  aur  Beacbtnng  recht  aehr 
empfehlen  su  darfeu.   Dieselbe  beateht  nach  einer  Einleitung 
aaa  16  Paragraphen,  swei  Zuaätsen  und  swei  die  Rechnungen  er* 
leichternden  Tafein.   §«4.  giebt  den  allgemeinen  Ausdruck  de? 
ConforipitSta-BedingQDgen  bei  Uebertragungen  der  Ellipsoidfläche 
auf  eine  Ebene,  also  nicht  in  der  Allgemeinheit  wie  Gauss  in 
der  oben  auletzt  genannten  Althandlung  diese  Bedingungen  für 
üebertra*»ungen  auf  eine  Fläche  überhaupt  sehr  scbfin  entwickelt 
hat.    §.5.  — §.7.  betreffen  die  Berechnung  der  Coordinaten  aus 
Längen  und  Breiten;   §.  8.  beschäftigt  sich  mit  der  Umkebrung 
dieser  Aufgabe;  §.  9.  und  §.  10.  enthalten   die  Berechnung  der 
Breite   des   Endpunkts   eines    elliptischen   Meridianbogens  aus 
dessen  von  einer  festen  Breite  aus  gezählten  Länge;  §.  11<  §.12. 
{.  13.  §.  14.  betreffen  die  Berechnung  der  Convergenz  des  Meri- 
dians aus  Länge,  und  Breite»  die  Berechnung  des  yergrSaaerunga- 
▼erisitdiaaes  aus  den  Coordinaten,  und  die  Bestimmung  dea  Un- 
terschieds zwischen  den  Azimuthen  einer  auf  die  Ebene  proji- 
olrten  geodSlischeo  Linie  und  der  swiaehen  denselben  Endpunkten 
enthaltenen  Geraden ;  §.  15.  liefert  die  Relation  zwischen  der 
Lftnge  einer  geodätischen  Linie  und  der  Länge  der  zwischen  den 
Projectionen  ihrer  Endpunlcte  enthaltenen  Geraden;  endlich  ent- 
hält §.  10.  die  üebertragang  der  trigonometrischen  Messungen 
auf  die  Ebene.  —  Den  weiteren  Inhalt  muss  man  in  der  Schrift 
aelbst  nachsehen. 


8  UitrmriHhtr  BerMU  CLXXXVI. 

Nautik. 


Kftlter  Mexlo« 

Mittle 

ward  am  lyten  Juni  1867  in  Queretaro  in  Mexico  das  Opfer 
der  scheusslichsten  Rachsucht,  das  Opfer  einer  allem  Gött- 
lichen und  Menschlichen  Hohn  sprechenden,  jedes  menschlich 
fühlende  Herz  mit  Grauen  und  l^ntsetzeo  erfüllenden  That, 
für  die  es  keinen  Namen  giebt. 

Friod«  Seiner  Asche! 


Aosgestattet  mit  den  herrlicheten  Eigenschaften  des  Herseos 
und  Geistes,  begeistert  för  alles  Grosse  und  8chOnet  wie  selten 
ein  FSrst«  der  auf  einem  Throne  gesessen,  war  der  in  so  sclieoss- 
lieher  Weise  dahingeopferte  Kaiser  auch  einer  der  «rrossten  und 
ersten  Kenner  der  praktischen  und  theoretischen  Nautik  im  weite- 
sten  Umfange;  hauptsächlich  Ihm  verdankt  die  österreichische 
Kriegsmarine  ihre  hohe  allsieitige  Ausbildung;  ja  Er  hat  es  seihst 
nicht  verschmäht,  als  nautischer  Schriftsteller  aufzutreten,  denn 
die  in  diesen  Literarischen  berichten.  Nr,  IjXXXV.  S.  6. 
bis  S.  8.  ausführlich  angezeigten  und  nach  ihrem  Warthe  gewür« 
digten : 

Nautischen  Tafeln,  der  üsterreichiscbeo  Kriegs- 
marine gewidmet   Triest  ISßS.  129. 

welcbe  sich,  wie  ein  hochachtbarer  nantiseher  Schriftsteller  sagt, 
den  Händen  aller  Oflisiere,  Cadetten  und  ZSglioge  der  k.  k. 
Kriegsmarine  befinden'S  haben  Ihn  som  Verfasser.  Hieran  Jetat 
wieder  au  erinnern,  war  ons  Herxenssache.  Nochmals: 

Friede  Seiner  Attche! 


Physik. 

Die  Potentialfunction  und  das  Potential.  Ein  Bei- 
trag zur  mathematischen  Physik  ?on  R.  Clauslns. 
Zweite  vermehrte  Auflage.  Leipsig.  1857.  8«>. 

Die  erste  Auflage  dieser  sehr  an  empfehlenden  Schrift  ist  in 
Literar.  Ber.  Nr.  CXXX.  -  8.  7.  angeaeigt  werden«  weranf  rick- 
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•Icbttidi  dtr  KenntoisB  ileraelben  -  in  Allgemeineii  Mer  verfliegen 
Werden  kann.  lieber  die  sweite  Aeflage  sagt  der  Herr  Verfaeeer 
in  der  Verrede:  mWes  die  in  der  streiten  Anflage  angebrachten 
aienlicb  sabireleiieii  Verlndeningen  anbetrill,  an  besteben  sie 
grOsstentheils  in  Vervollständigungen.  Diese  beben  aber  hiebt 
sewebl  den  Zweck,  da«?  Gebiet  des  behandelten  Gegenstandes 
xa  erweitern,  als  vielmehr  den»  durch  ausiahrlichere  Behandlung 
und  durch  Beleuchtung  von  verschiedenen  Sehen  das  Gegebene 
noch  klarer  und  anschaulicher  zu  machen.  Dadurch  hat  die  Schrift, 
welche  urspriin£r|ich  einigerniassen  einer  mathematischen  Abhand- 
lung glich,  mehr  die  Form  eines  Lehrbuchs  erhalten,  was,  wie 
ich  hoffe,  zur  Vermehrung  ihrer  Brauchbarkeit  beitragen  wird." 
Wir  stimmen  hierin  dem  Herrn  Verfasser  vollkommen  bei,  glau- 
ben, das«  er  seinen  Zweck  in  vorsOglicher  Weise  erreicht  habe, 
md  dürüin  ans  tiemüfb  genaner  nod  eingebender  Bekanntschaft 
mit  beiden  Auflagen  den  Lesern  die  Versicherung  geben,  dass 
in  der  angedeateten  Besiebnng  die  streite  Anflage  allerdings 
wesentnche  Vorsfige  ver  der  ersten  besitzt. 

Abhandlungen  über  die  mechanische  Wärmetheorie 
von  R.  Clausius.  Zweite  Abtbeilung.  Braunschweig. 
1867.   8«.  ' 

Di*  erste  Abtbeiinng  dieser  mit  besenderem  Dank  entgegen 
zu  nehmenden  Sammlung  ist  im  Literar.  Her.  jNr.  CLXXlll. 
S.  18.  angezeigt  worden,  worauf  wir  daher  im  Allgemeinen  ver- 
weisen und  mit  der  folgenden  Inhaltsangabe  der  vorliegenden 
zweiten  Abtheilung  uns  begnügen  können :  IX.  üeber  verschie« 
dene  für  die  Anwendung  bequeme  Formen  der  Haupt- 
gieicliungen  der  mechanischen  Wärmetheorie.  Zusatz. 
Ueber  die  Bestimmung  derEnergle  ond  Entropie  eines 
Körpers.  Hierauf  folgen  nnn  Abhandlungen  über  die  Atfo 
Wendung  der  neebaniseben  WArmetheorie  auf  dle  elee- 
triseben  Erscheinungeii,  nindieh:  i^lnUltiiBg  in  die 
«athematisebe  Behandlung  der  Electrieltät.  X.  U«ber 
das  neehanisebe.  Ae4|«lvalent  einer  electrischea  Ent- 
ladung und  die  dabei  stattfindende  Erwärmung  des 
Leitungsdrahtes.  Zusatz.  Ueber  die  in  der  isolirenden 
Zfrischenschicht  einer  Franklin'schen  Tafel  oder  Lei- 
dener Flasche  bei  der  Ladung  stattfindende  innere 
Zustandsän deru ng  und  über  deren  Einfluss  auf  die 
Entladungserscheinungen.  XI.  Ueber  die  bei  einem 
stationären  electrischen  Strome  in  dem  Leiter  ge* 
thane  Arbeit  und  erzeugte  Wärme.  XII.  Ueber  die  An- 
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wendnng  der  mecbanis^hen  Würmethcorie  auf  die 
thernioelectriscben  SrscbeinqngeOf  Xlii.  Heber  die 
Electricitätsleituiig  in  Electrolyten  —  Notiz  über  die 
Beziehung  zwischen  der  chemi schon  Action,  weiche 
in  einer  Volta 'sehen  Säule  statt  findet,  und  den  durch 
den  Strom  hervorgebrachten  Wirkungen.  —  Notiz  über 
die  Zunahnte  des  elec  tri  sehen  Lei  tuiigs  uidertst^ades 
der  einTacheu  Metalle  mit  der  Temperatur. 

$ 

•  ■  R 

Von  der  Zeitschrift  der  öster relcblscben  Gesell- 
schaft filr  Meteorologie  (vergl.  Liter.  Ber.  Nr.  CLXXXV. 
8.  13.)  sind  neuerlichst  Band  II.  JNr.  13.  —  Nr.  15.  erschieneo, 
welche  wieder  mehrere  sehr  interes-^ante  Anfsfitze  enthalten: 
I)  i  e  S  t  e  r  n  8 c  b  n  u  p p e  n  u  n  d  d e  r  B a r  o  n»  c  t  e  r  s  ( a  n  d.  Weitere 
Beiträge,  Von  Carl  Fritsch.  —  Ansichten  auswärtiger 
Meteorologen  über  den  Zu  s  a  in  in  e  n  b  a  n  g  der  S  t  er  li- 
sch nu[)pen  mit  den  atmosphärischen  Veränderungen. 

—  üeber  die  Entstehung  des  Hagels.  Von  Heinrich 
Lucas. —  Bemerkungen  ^ur  Hageltbeorie.  VonJ.  Hano. 

—  Pi«  ligliebe  Periode  des  Wfttfeerstftnde«  de?  PMisse. 
Von  Carl  Frltech.  —  Das  Neplioekop,  Instroment  «ur 
Bestimmung  der  Richtung  und  der  Geschwindigkeit 
des  Windes  in  höheren  Regionen.  Von  Dr.  C.  Braun 
8.  J.  Eine  grosse  Menge  der  interessantesten  „Kleineren 
MittheiluDgen"  und  ,,Literatu  rbericbte'*  sind  auch  diesen 
Nummern  beigegeben,  so  dass  diese  Zeitschrift  sieb  immer  mehr 
und  mehr  als  ein  höchst  nützliches  Unternehmen  bew&hrt,  und 
die  kräftigste  Förderung  sehr  verdient 

-  JabrbOcber  der  k.  k.  Centrai-Anstalt  für  Meteoro* 
logie  und  Erdmagnetismus.  Von  Carl  Jelinek  und 
Carl  Pritsch/  Dfreetor  und  Vioe-Directe»  der  k.  k. 
'Central-Atestalt  fdrMeteero legier  and  Erdmagnetismaa. 
(Vene  Feige*  I.  Band.  Jahrgang  Oer  gansen  R(»ihe 
IlL  Band*  Wien.  Druck  der  k..  k.'  Hef«  und  Staata» 
drnekerel.'  1806.  4«.  '  ' 

Wir  freuen  uns,  diesen  neuen  schön  ausgestatteten  Jahrgang 
der  Jahrbücher  der  k.  k.  Central- Anstalt  für  Meteorologie  uqd 
firdQiagn«tisiiii|S,  deren  Q^rausgabe»  früher  4urQh  den  heehvar* 
lUenfüBa  Jaider  der  Wisaensohaft  m  frfib.  entrissenen  l^relJ  ha- 
aorgtf  «ift%e,,  Jahr«  unAerbr^han  mird^n  weig^n  w  kSqnao* 
Dia  mn  hi^npena  flermtiifaha  wurde  som  groaaen  Nutaan  d«r 
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Wbseniduift  haiiptoaclitiefa  ivank  «Im  to«  Jabre  1866  an  Selters 
daa  SCaata  baifilligto  jüirttche  Subvention  yon  800  Fl.  n^gliob 
gamaeht.  Ib  dam  Vorwort  giebt  der  eine  der  jatiigei)  verdientaa 
Herausgeber,  Herr  Professor  Dr.  Jalinek,  von  den  gegen  früher 
mehrfach  veränderten,  wie  es  un^  scheint,  sehr  zfvedcniässigea 
Grundsätzen  Nachricht,  welche  bei  der  Herausgabe  leitend  waren 
und  fernerhin  leitend  sein  werden,  so  wie  <lenn  dieses  Vorwort 
überhaupt  viel  Lehrreiches  enthält.  Wir  müssen  uns  wegen  der  ße- 
scbränktheit  des  Raums  hier  mit  der  folgenden  Angabe  des  flaupt- 
inhalts  begnügen.  Die  Einleitung  enthalt  ein  Verzeichniss  der 
Beobachtungsstationen  im  Jahre  J864  mit  ihren  Längen,  Breiten 
und  Seehöben;  die  Vertheiiuug  dar  Baobaehtungsstationen  »Aph 
den  KroDlSndam  der  üstarreiohiaebea  Monarchie;  baanndara  ßtr 
Iftfiterungaa  fiber  die  Seaböba;  conataote  Bardnieter«CorreetioDC(ii; 
Bararoeter-VatgleiebiiBgeo.  Dar  BeobaebtoagaataUoiiaB  «iod  117; 
OBter  dan  fibenUi  BDgegabeaeB  Beobachtern  beÜBden  aieh  aacb 
zftei  Damen:  Frfiul. Fried erikeP essiak  inFeMachiaKärnten 
und  Fräul.  Garoline  Walter  in  Vi I lach  in  Kärnten,  so  wie 
eine  sehr  grosse  Anzahl  von  SchulmäaoOTn  und  Geistlichen.  Nach 
dieser  Einleitung  besteht  das  Werk  aus  sechs  Abschnitten,  näm* 
lieh:  !.  Magnetische  Beobachtungen  an  der  k.  k  Cen- 
tral-Anstalt  für  Meteorologie  und  Erdmagnetismus, 
n.  Monatliche  und  jährliche  Ilesultate  der  meteoro- 
logischen Beobachtungen.  \\\.  Fünftägige  Tempera- 
t urmittel  und  Abweichungen  derselben  von  den  Nor- 
malwerthen.  W.  Abweichungen  der  Tagesmittel  des 
Luftdruckes  ond  der  Temperatur  vcrm  Normalstände, 
Tagesmittel  dar  WIndesrIcbtung  und  Stärke  und  der 
Bewölkung.  V.  Deberaicbt.  der  Im  Jahre '1864  ange* 
atellten  phSnologiachen  Beobachtungen  (Pflanzenreich 
nod  Thierreicb).  Vi.  Mehrjährige  Mittel.  Die  Beobaeh- 
tungee.  beziehen  aich  vorsagaweise  auf  das  Jahr.  1864,  reichen 
aber  auch  weiter  oder  gehen  auf  frühere  Jahre  zurück.  —  Wir 
wOnac^eo  den  Herren  Herausgebern  recht  sehr  Kraft  uad  Aua- 
dauer  zur  Fortsetzung  des  schwierigen  Werkes. 

Vermischie  Schriftai. 

Berichtigung« 

Als  wir  in  unserem  vorhergebenden  Literari;:tchcn  Berichte. 
Nr.  CLXXXV.  S.  15.  die  sehr  mdienstlichen  «»Memoires  de 
la  Sociötd  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de 
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V.  Janni.  p.  182.  —  Intorno  alle  equazioni  binomie ;  per  R.  Ru- 
bin!, p.  184.  —  Quistione.  p.  ]89.  ^  Nota  sul  Teorema  della 
pag.24.  Vol.  V;  per  D.  Cbelini.  p.  19a  -^Quistione  di  Geo- 
metria;  per  6.  Battaglini.  p.  102« 


Anseige« 

Die  grosse  Bedeutung  der  Werke  von  Lagrange  veranlasst 
uns,  die  Leser  auf  die  folgende  uns  zugesandte  Anzeige  aufmerk» 
sam  zu  machen.  6. 

Calvary  &  Co. 

Special  -  Geschäft  für  Philologie  und  Naturwissenschaften. 

Berlin. 
OberwaaaentrMM  II* 

'  So  eben  ersobien  in  Paris: 

JLa^rangre  oeuyres  ▼ol.  I« 

Oeuvres  de  Lagrange ;  publik  par  les  soins  de  M.  J.  A.  Ser* 
retft  Sons  les  anspices  de  Son  Exe.  1e  ministre  de  i'instradion 
pabliqne. 

Tome  1  in  4».  LI  et  735  p.  Sf  fr. 

Die  Ausgabe  ist  auf  7  Bände  in  Ausstattung  der  Oeuvres  de 
Laplace  (l^dition  du  Gouvernement)  berechnet,  und  ist  die  Anzahl 
der  auszugebenden  Exemplare  auf  eine  nur  kleine  Zahl  beschränkt, 
60  dass  eine  Subscription  auch  nach  der  materiellen  Seite  vor- 
tbeilhaft  erscheint. 

Wir  liefern  das  Werk  zum  Subscriptionspreise  von: 
8  Thir.  für  den  ßaud  franco  Berlin. 

8  ThIr.  25  Sgr.  für  den  Band  frankirt  an  den  Subscribenten. 
Für  die  Bestellung  genügt  es,  sich  des  unten  angefugten  Sub« 
scriptionsscheines  zu   bedienen  oder  eine  Postanweisung  unter 
Beifügung  des  heutigen  Datums  und  der  Bezeichnung  Ii  ein* 
»neenden.  

Herren  S.  Calvary  &  Co. 

special  -  Geschäft  für  Philologie  und  Naturwisseoscbafteo. 

Berlin. 
Oberwassersträsse  Ii. 

Subscriptions -Schein. 

Expl.  Oeuvres  de  Lagrange.  Edition  du  Gouvernement  vol»  V  Ufi» 
nraneo  Berlin  ä  Band  8  Thlr. 
franco   .    .   .   ä  Band  8  Thlr.  25  Sgr. 
Ort  ifid  Datim: 
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N  Ä  c  h  s  c  h  r  i  f  t.  ' 

.    •   .  t  ■      ,   ■  ' 

Da  die  Ausgabe  na«b  dem  Odige«  nur  auf  7  BSnde  herechaet 
ist,  so  wird  dieselbe  gewiss  bloss  die  grösseren  selbstständigen 
Werke  von  Lagrange,  nämlich:  Additions  k  l'Algdbre 
d'Euler.  (Auch  abgedruckt  in:  l^lömens  d'Alg^bre  par 
L.  Euier,  traduits  de  rAllemand  etc.  Par  T.  G.  Gar- 
nier. T.  I.  II.  Paris.  1807.;  die  Zusätze  von  Lagr ange  finden 
sich  in  T.  II.  p.  '281.  —  p.  486.).  —  Mecanique  analytiqne. 
2  Vol.  —  Theorie  des  fonctions  analytiques.  —  lieso- 
iution  dea  Equations  nuineriques.  —  Levens  sur  le 
Calcui.des  Fonctions  enthalten  können.  Selbstständig,  d.  h. 
flieht  in  eiaem  grosseren  Sammelwerke,  sondern  als  besondere 
Schrift  ist  auch  In  Tarin  gedruckt:  Lettre  du  23  juin 
adresade  i  Jnles-Cbarlea  Fagnauo,  «ootenant  une 
sdrie  pour  les  diffdrentielles  et  les.  intdgrales  d'ua 
ordre  qnelconquey  correspondante  k  celle  de  Neivtou, 
poar  les  pulssaiices«  Dass  aach  dieser  Brief  in  die  Sanim- 
Img  anfgeBoaunen  werden  mochte,  ist  sehr  zu  wOnseben.  —  Ein 
von  Lacrolx  ntitgetheiltes  Verzeichniss  aller  grösseren  Werke 
und  einzelnen  Abhandlungen  ist  der  Möcanique  analytique. 
]Voiivellc  Edition.  Tome  II.  Paris.  1815.  beigelügt.  Die 
verschiedenen  ein7,elncn  Abhandlun<;en  flnden  sich  sehr  zerstreut 
in:  Misceilanea  Taurinensia,  Memoires  de  l'Academie 
de  Berlin,  Nouveaux  iMenioires  de  rAcadeniie  de  Ber- 
lin, Memoires  de  l'Academie  des  sciences  de  Paris, 
Memeirea  de  Tlnstltut,  Jenrnal  de  TeeeU  polytaefa» 
niqne,  Sdances  des  dcolea  normalea«  Connaissance 
des  tema  (auch  Im  Berliner  aatronom.  Jahrbnche).  — 
Am  Ende  des  In  Rede  stehenden  Verzeichnisses  iit  endlich  auch 
noeb'angefiihrt:  Basal  d'Arithmdtique  polltiqna«  iraprimd 
daaa  une  GollectioB  de  divers  OuTragea  d'Arlthmd- 
tique  politique,  par  Lavoisier,  Lagrange  et  autres, 
publice  en  l'an  IV  (1795—96)  par  M.  Iloederer,  dessen  Auf- 
nahme In  die  Werke  wohl  auch  recht  sehr  zu  wünschen  wäre, 
da  diese  Schrift  jetst  gewiss  sehr  schwer  au  haben  ist  G. 


Anzeige. 

Im  Begriff,  dieses  Heft  zu  schltessen ,  wird  nns  noch  die  fol- 
gende Anzeige  zugesandt,  welche  wir  mit  Dank  entgegen  genom- 
men haben  und  sogleich  mittheilen,  weil  sie  den  Mathematikern 
den  Weg  angiebt,  wie  sie  sieb  auf  die  leichteste,  sicherste  und 
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woblfeilato  W«iM  in  deo  Beaiti  d*r  leCstan  ond  etnsigen  in  drat- 
■cher  Spraelie  ertebieiieiieii  Schrift  tod  dem  in  oeoetter  Z«it  ao 
vi«l  genaniiten  Woifgaiig  (Farkaa)  Bolyai  aataeo  kOaaeo. 

Grunert 

Durch  die  Bibliothek  des  reformirlen  Ool- 
legiums  so  Maros  Vdsdrhely  oder  durch  den 

Buchhändler  J.  Wittich  daselbst  ist  gegen  netto 
baar  20  Sgr.  oder  l  Fi.  österr.  W,  zu  beziehen: 

Von 

Wolf  gang  Motum: 

Rurser  GmadrisB  emes  Yersuchs 

I.  Die  Arithmetik,  durch  zweckmässig  con- 
struirte  Begriffe,  von  eingebildeten  und  unendlich-kleinen 
Grossen  gereinigt,  anschaulich  und  logisch-streng  dar- 
zustellen. 

II.  In  der  Oeometrie  die  Begriffe  der  gera- 
den Linie,  der  Ebene,  des  Winkels  allgemein,  der 
winkellosen  Formen,  und  der  Krummen,  der  verschie- 
denen Arten  der  Gleichheit  u.  d.  gl«  nicht  nur  scharf 
SU  bestimmen,  sondern  auch  ihr  Seyn  Im  Räume  su 
beweisen:  und  da  die  Frage,  ob  ZWey  VOn  der 

dritten  geschnittene  C^eraden,  n^enn 
die  üumme  der  inneren  Winkel  nicht 
=  2Ji,  sieh  scheiden  oder  nicht?  niemand 

auf  der  Erde  ohne  ein  Axiom  (wie  BudM  das  Xi) 

aufzustellen,  beantworten  wird;  die  davon  unabhängige 
Geometrie  abzusondern;  und  eine  auf  die  Ja- Antwort, 
andere  auf  das  ATein  so  zu  bauen,  dass  die  Formeln 
der  letzten,  auf  einen  Wink  auch  in  der  ersten  gül- 
tig Seyen. 

Nach  einem  lateinischen  Werke  von  1829.  M.  Tä- 
sArhely,  und  eben  daselbst  gedruckten  ungrischen* 
MAROS  VASARHELY  1851. 
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Literarischer  Bericht 

CLXXXVII. 


Am  '25.  August  1867  starb  nach  Zeitoogsaachrichten  d«r 
grosse  Physiker 

Mlehael  Faräday. 


Geschichie  der  Malhemalik  und  Physik. 

Nach  ZeitaDganachricbteo  ist  am  16.  Joai  1807  dem  grosaen 
Lagraoge  io  saiDer  Gabortsatailt  Turin  auf  dar  Plaaetta 
Lagraoge»  aonat  Bellool,  ein  Monnment  errichtet  werden; 
die  colossale  Statue  iat  ein  Werk  des  Bildhauers  Alhertonl.  — 
Lagrange  war  am  25«  Januar  1796  in  Turin  gebaren  und  atarb 
in  Paria  am  10.  April  18ia 

Je  erfreulicher  es  für  jeden  Matberaatiker  ist,  dass  Italien  auf 
diese  Weise  das  Andeni<en  seines  grossen  Landsmanns  ehrt: 
desto  mehr  wGnscben  wir,-  dass  uns  so  bald  als  möglich  einige 
aib«^  Nachrichten  über  die  Errichtung  jenes  Mennments  sageben 
mSchten,  um  durch  deren  Blittheilang  im '^Archiv'*  unsere  Leser 
etftwMn  SU  können. 

Die  Entstehung  des  Ne wto n*LeibniE*schen  Priori- 
tStsstreites  hinsichtlich  der  Erfindung  der  Infinitesi- 
malrechnang.  Ton  F.  Giesel.  Programm  der  zur  Ab- 
haltung  von    Abiturienten  -  Prüfungen  berechtigten 

TlLl.XLYII.Uft.3.  S 
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hSb^reo  Bfirgersebole  sa  Delitsaeh  von  Ostern  1886. 
Delilssch  (gedroekt  bei  B.  Hey  er).   1866.  4« 

Diese  zwar  nur  kurze,  aber  namentlich  eine  sehr  grosse  An- 
zahl dankcnsiverther  literarischer  Nachueisuiigen  enthaltende  . 
Abhandlung  scheint  auf  sorgfältigen  historischen  Untersuchungen 
zu  beruhen,  und  legt  die  Hauptpunkte  des  berühmten  Streites 
klar  nnd  deutlich  vor  Augen,  so  dass  wir  glauben,  die  kleine 
Schrift  recht  sebr  zur  Beachtung  empfehlen  zu  können.  Am 
Scblnss  gelangt  der  Herr  Verraaeer  au  dem  folgenden  Reanltate: 
„Newton  iat  der  erete  Erfinder  der  bSberen  Analyaia.  Leib- 
nia  iat  einige  Jabre  apäter  au  deraelben  Entdeetnmg  gelangt, 
gana  aelbatatSndig  binalcbtllcb  der  Erfindung  aeinea  Algoritbmua, 
sum  grSaaten  Tbeile  aoeb  aelbstatfindig  bei  der  Auffindung  der 
Grundregeln  der  neuen  Rechnung«  aelbatatfindig  bei  deren  Be- 
grtfnduttg.  Ferner  machte  Leibniz  von  aeinem  Algorithuiu^ 
einen  consequenteren  Gebrauch;  Newton  bat  lange  geschwankt, 
ob  er  die  Fluzionen  der  GrUaaaen  x,  ff,  ....  mit  X,  F,  ....  oder 

mit  p,   oder  mit      y»  ••••  bezeichnen  sollte.   Beide  schwaak> 

ten  hinsichtlich  der  Begründung  der  Principicn  ihrer  Rechnung. 
Leibniz  hat  sich  hier  nnd  dort  der  Newton'schen  von  der 
Bewegung  hergenommenen  Anschauung  genähert,  Newton  wie- 
derum der  Lei  bniz'scben.  Vor  allen  aber  ist  es  Leibnizens 
Verdienst,  die  Elemente  seiner  Differentialrechnung  zuerst  publi- 
cirt  zu  haben,  seiner  Differentialrechnung,  die  nach  Biots  Urtheit 
auch  gegenwärtig  noch  eine  wunderbare  Schöpfung  sein  würde, 
Tienn  Newtons  Fluxionsrecbnung  allein  für  uns  vorhanden  wäre**. 


Arithmetik. 

Studien  zur  Integralrechnung  von  Dr.  P.  Helmling, 
ordentlichem  Professor  der  reinen  Mathematik  an  der 
Kaiserlichen  Universität  zu  Dorpat.  Eigenthu  m  des 
Verfassers.    Dorpat.    Druck  von  C.  Mattiesen.  1866. 

Der  Herr  Verfasser  hat  aebon  früher  zwei  aebr  wertbrolle 
Schriften  Aber  faitegralrecbnung  publicirt,  nfimlicb: 

Tranaformfttion  und  Anamittelnng  beatimmter  In- 
tegrale. AbhaDdlung,  welcbe  bei  derHoebyerordaeten 
pbiloaopbiacben  Faeultftt  der  Kaiaerlicben  Univer- 
aitat  au  Dorpat  aur  Erlangung  der  MagiatetwUide  ein« 
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gereicht  bat  und  uffentlich  vertheidigen  wird  Dr.  Ph, 
Hoifuliitg.   Mitau  uod  Leipzig.   Reyber.    1854.  4*^. 

ttod: 

Transforinatioii  und  Ansmittelung  bestimmter  In- 
tegrale mit  besonderer  Rflckelebt  «iifgr5«aef •  Werthe 
der  GrSnsen  ond  Iraplicirten  Conatantei».  Von  Dr.  P. 
Keimling,  Privatdoceot  sq  Dorpat  Mitau  und  Leip- 
sig.  6.  A.  Roy  Ii  er.  1854. 

In  seinem  vorliegenden  neuen  Werke  hat  nun  Herr  Helm- 
ling  eine  Reihe  neuer  die  Integralrechnung  betreffender  Unter- 
Nucbungen  veröffentlicht,  welche  ihn  zu  einer  grossen  Anzahl  bis- 
her gani  unbekannter  oder  nur  in  weniger  voUkommener  Form 
bekannter  Resultate  geftbrt  haben,  an  denen  das  Werk  so  letdi 
is^  dass  davon  hier  eine  aoch  nur  anoShrend  vollstSndige  Ueber- 
nicht  sich  nicht  geben  iSsst  Avchsind  die  Methoden,  durch 
welche  der  Herr  Verfasser  su  diesen  Resultaten  gelangt  ist,  so 
mannigfaltig,  dass  dieselben  hier  nftber  su  charakterisireo  nnmSg- 
licb  ist.  Ueberau  aber  bekundet  das  Werk  den  in  jeder  Be- 
ziehung geirandten  Analytiker,  und  lässt  auf  jeder  Seite  das  Be^ 
streben  hervortreten,  rficksichtticb  der  Gründlicbkeit  und  Strenge 
den  von  der  neueren  Wissenschaft  in  dieser  Beziehung  gestell- 
ten  Forderungen  vollkommen  gerecht  zu  werden,  so  dass  wir 
dieses  Werk  für  eine  wichtige  Erscheinung  auf  dem  Gebiete  der 
Analysis,  insbesondere  der  Intei;ralrechnung,  halten,  und  der  Mei- 
nung sind,  dass  kein  Mathematiker,  der  sich  mit  ähnlichen  Unter- 
suchungen beschäftigt,  desselben  entbehren  kann,  und  oft  auf 
dasselbe  zurückzugeben  Veranlassung  finden  wird. 

Das  ganze  Werk  ist  in  drei  Abschnitte  getheilt,  welche  den 
folgenden  Inhalt  haben,  den  wir  hier  der  Wichtigkeit  der  l>ehan- 
delten  Gegenstände  wegen  vollständiger  angeben,  als  wir  sonst 
in  diesen  Literarischen  Berichten  der  Beschränktheit  des  Raumes 
.wegen  zu  thun  gewohnt  sind.  ^ 

1.  Abschnitt. 

J.   Ermittelung  des  Integrals  /e±:(«+^fl**.«?a;  für  ein  beliebiges 
reelles  n  von  0  bis  x  oder  von  x  bis  od. 

a)  Durch  das  Verfahren  der  theUweisen  Integration. 

b)  Durch  Recursionsgleicbungen   bei  genauer  Restbe- 
stimmung.. 
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2.  Formen,  welche  von  dem  Integrallogarithiiiuä  abhängen. 

3.  Nene  Grundlagen  dM  iBtegrallogarithmu«,  lotegral-cosioiui, 
Integral-sini». 

4.  Derivat«  dieser  Formen. 

5.  Reihen,  die  nach  bestimmten  Integralen  geordnet  sind. 
Besondere  Formen. 

« 

11.    A  b  s  c  b  II  i  t  t. 

{.  1,  Bestimmte  Integrale  nod  Differentiale  in  eodlieber 
Form;  Reihensummationen. 

§.  2.  Gammafunctionen  mit  complezem  Argument 

Es  ist  in  diesem  Abschnitt,  den  wir  der  Aurniericsamkeit 
unserer  Leser  besonders  empfehlen  rauchten,  wie  der  Herr  Ver- 
fasser selbst  sa{;t,  der  Versuch  gemacht,  das  £uier'sche  in- 
t^al  in  seiner  allgemeineren  Fassung,  nämlich : 


als  Ausgangspunkt  cn  benutzen,  um  eine  sehr  grosse  Zahl  be- 
stimmter Integrale  von  Exponentialfunctionen  in  endlicher  Form 
zu  ermitteln,  und  es  haben  $ich  daran  eine  Reihe  von  eigenthüm- 
lichen  ErGrterungen  und  merkwürdigen  Beziehungen  anknüpfen 
lassen.  Der  §.  2.  liefert  dann  die  weitere  Verallgemeinerung, 
wenn  a  complex  wird,  und  führt  dann  naturgemäss  zur  Behand- 
lung der  Aufgabe,  die  Garamafunctionen  für  ein  complexes  Argu- 
ment zu  berechnen,  und  ihre  wesentlichsten  Fundamentaleigen - 
Schäften  zu  begründen. 


Untersuchungen  über  die  linearen  Drfferentialgleichnogeo  der 
aweiten  Ordnung  mit  aligemeioeo  Coefficieoten. 


1.  Differentialgleiehiiogen,  welche  von  bestimmten  Formen 
der  Partikiilir-Integrale  abhSngen. 

2.  Transformation  der  allgemeinen  Gleichung  auf  die  Rio- 
cati'scbe  Form. 

3.  Integration  duch  Reihen. 

4.  Integration  der  allgemeinen  Gleichung  durch  Kettenbrficbe. 


IIL  Abschnitt 
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In  diesem  Abschnitte  sind  die  Untersuchungeu  in  den  vier 
ersten  Paragraphen  aas  dem  Problem  hervorgegangen,  die  liueäre 
Diffefentialgleicfaiiiig  der  gweiteii  Ordonng  mit  Coeffideaton  des 
sweiteo  Grädee  allgeneiii  sv  integrireii.  Oliglaicli  die  Anigebe 
in  dieser  AUgeneiDbeit  ungelDet  blieb,  indem  einer  der  constan- 
ton  Geeflieiettten  etett  beliebig  sn  sein  ab  eine  gegebene  Fnn- 
etion  dreier  anderer  erschien,  —  bat  die  Uoteranebong  dach  so 
ganz  interessanten  Folgerungen  geführt,  uod  erledigte  etoe  Menge 
besonderer  F&lle.  Die  folgenden  Paragraphen  enthalten  gleich- 
falls sehr  bemerkensTrerthe  Untersuchungen  (Iber  Differentialgiei- 
choogen,  so  wie  denn  z.  B.  in  §.  5.  die  allgemeine  lineSre  Diflb- 
rentialgleichung  der  zvveiten  Ordnung  auf  die  einfache  Gleichung 
der  ersten  Ordnaug  e'  4-     =  X,  oder  der  sweiten  Ordnung 

-j^^  =  Xt  redaeirt  ist.  Aneb  ist  in  diesen  Paragraphen  ein  Theo- 
rem von  Petzval  näher  beleuchtet  und  an  einer  Differential- 
gleichung der  dritten  Ordnung  erläutert  worden,  nach  welchem 
nSmlieh  die  Integration  einer  lineären  Differentialgleichung  der  nten 
Ordnung,  deren  CoelBcienten  ganze  ratioaale  Functionen  des  2ten 
Grades  sind,-  allemal  von  der  Integration  einer  lineiren  DiffBrenfial- 
gleichnng  der  sweiten  Ordnung  nbbiogig  gemaebt  weiden  bann, 
deren  Coeflicienten  ebenfidls  ganse  rationale  Funetioaen,  aber  Jetst 
des  nten  Grades  sind. 

Leider  müssen  wir  uns  hier  mit  diesen  kurzen  Andeutungen 
über  den  Inhalt  dieses  ausgezeichneten  Werkes  begnügen;  je 
grösser  aber  die  Hochachtung  für  seinen  Verfasser  ist,  mit  der 
wir  von  demselben,  nacbdeai  wir  uns  mit  seinem  Inhalte  in  ein- 
gebender Welse  bekannt  gemacht  hahen,  gesehleden  sind:  desto 
mehr  wlinscfaen  wir,  dass  dasselbe  die  sorgfältigste,  in  jeder  Be- 
siehnng  verdiente  Beachtung  aller  Mathematiker  im  weitesten 
Cmfaiige  finden  mOge. 


Oeomelrie, 

Anleitung  zum  Linear  zeich  n  eo,  mit  besonderer  Be* 
rücksichtigung  des  gewerblichen  und  technischen 
Zeichnens,  als  Lehrmittel  für  Lehrer  und  Schüler  an 
den  verschiedenen  gewerblichen  und  technischen 
Lehranstalten,  sowie  zum  Selbststudium,  von  Profes- 
sor G.  Delabar,  Conrector  der  Kantoosschule  und  Vor- 
stand der  Fortbildungsscbuie  in  St.  Gallen.  In  drei 
Theilen.  Freiburg  i.  B.  Herder.  Queer-Octav. 
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Wir  glauben  die««  AoleUoiig  m  dem  für  die  Tecimik  so  wieb« 
tigeii  geometriecheii  Zeichnen  recht  sehr  sor  BeecbtonK  empfehleu 
wa  mfieeeo,  oamentlicb  der  ungemein  grossen  AnsabI  für  die  An- 
wendimg  wichtiger  Asfgabeo  «regen,  welche  der  Leser  in  den  uns 

bis  jetzt  vorliegenden  drei,  auch  insseriieh  sehr  hfilisch  ausge- 
statteten Heften  behandelt  findet,  so  dass  dieses  Buch  jedem 
Lehrer  ein  «ehr  reiches  Material  für  seinen  Unterricht  zur  Uebun^ 
seiner  Schüler  darbietet  Die  sehr  sauber  lithographirten  60  Tafeln 
mit  322  sorgfaltig  ausgeführten  Figuren  erhöhen  die  Brauchbar* 
keit  und  den  Werth  der  Schrift  sehr.    Die  Darstellung  ist  im 
Ganzen  durchaus  praktisch  gehalten,  wenn  auch  —  wofür  z.  Ü. 
besonders  der  erste  Abschnitt  der  zueiten  Abtheilung  mit  der 
Ueberschrift:  „Lehrsätze  und  Aufgaben  über  die  rechtwinkligen 
Projektionen  der  (leraden  und  Ebenen  ira  Räume"  den  besten 
Beweis  liefert  —  keineswegs  ohne  alle  Beziehung  auf  theoreti* 
sehe  Geometrie  nnd  ohne  einfache  theoretische  Brlinterangen  und 
BegrÜsbestimmungen,  aber  doch  nksht  so  theoretisch,  wie  die 
schont  Schrift  von  Qaintino  Sella  (Archiv  Tbl.  XLIÜ.  Mr.  IX.) 
und  dasimLiterar.Ber.Nr.CLXXVlU.angeseigte  treflKche,  von  der 
sogenaanten  neaeren  Geometrie  so  sehOnen  Gebranch  machende 
Werhehen  von  Pa  u  I  o  s,  welches  fibrigens  sich  durchaas  auf  Construo> 
tionen  in  der  Ebene  beschrftnht.  Die  Schrift  des  Herrn  Delabar  he* 
schäftigt  sich  dageceii  im  ersten  Theile  gleichfalls  mit  dem  gewöhn» 
liehen  geometrischen  Zeichnen  in  der  Ebene  oder  der  Zeichnung  ebe- 
ner Figuren,  im  zweiten  Theile  aber  mit  grosser  Ausführlichkeit  mit 
der  graphischen  Darstellung  räumlicher  Gebilde,  so  dass  hiernai  h  der 
Hauptinhalt  der  drei  uns  vorliepienden  Hefte  folgender  ist:  Erster 
Tlieil*    Das  geometrische  Lincarzcichnen.  —  Zweiter 
TbelL    Das  projektive  Zeichnen  oder  die  darstellende 
Geometrie.  —  Erste   Abttaeilung.    Die  Elemente  der 
darstellenden  Geometrie.  —  Zweite  Abtheiliuig.  Die 
weitere  Ausfdhrnng  der  reehtwinicligen  Projektions- 
art. —  Diese  drei  Hefte  liegen  uns,  wie  gesagt,  bis  jetst  nur 
vor;  es  sind  aber,  als  dritte  nnd  vierte  Abtheilang  des  sweiten 
Theib,  noch  xwei  Hefte  an  erwarten,  welche  die  Polar-  und  Pa- 
rallelperspdctive  nnd  die  Schattenlehre  entiialtea  werden,  deren 
Bncheinen  wir  mit  Veriangen  entgegen  sehen,  und  die  wfar  eogleieb 
anzeigen  werden,  wenn  sie  in  unsere  Binde' gelangen. 

Wir  wiederholen  unser  allgemeines  Urtheil,  dass  wir  den 
Werth  dieser  Schrift  hauptsächlich  in  der  grossen  Menge  praktisch 
wichtiger  Aufgaben  finden,  die  hier  aufgelöst  und  durch  schöne 
Zeichnungen  erläutert  sind,  und  die  jedem  Lehrer  des  geometri- 
sehen  Zeichnens  ein  treffliches  Ualfsmittel  bei  seinem  Unterrichte 
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darlii«tMi,  wMhalb  die  Schrift  jeilenfaUa  svr  adgemeiDSteB  Beaeb- 
taog  dringead  ampfohleo  werden  •  muM.  Das»  die  Fortaetiung 
recht  bald  ereobeinen  mOge,  iat  aehr  so  wOnacbea. 


Physik. 

Natsrlehre  für  gewerbüebe  Forlbilddngaanalaiten 
and  ▼erwandte  Lehraaetalten.  Von  Dr.  Joaef  Kriat, 
Professor  an  der  k.  k.  Schottenfelder  Obe  r-Realschale 
in  Wien.  Mit  240  in  den  Text  gedrackten  Helaacbaitten. 
Wien.  W.  Braamaller.  1867.  8». 

Ein»  wie  es  uns  scheint,  sehr  gutes,  seinem  Zwecke  vollstän- 
d^  entaprecbendes  und  zu  dessen  Forderung  trefQich  geeignetes, 
awh  Intattttah  aehr  aehOn  aoagaatattatea  nnd  nit  viefon  aiebta 
an  wflnaehan  Abrig  laaaenden  aehr  dentlicben  Holsachnilten  v«*- 
adMoea  Buch.  Daaaalbe  ▼eibreitet  aicb  Ober  die  ganae  Pbyaifc» 
entkleidet  aleh,  hier  nnbediagt  mit  Tollateni  fteebfe,  vea  aller 
mntbematiacben  Daratelinng,  nnd  beacbtlnkt  aicb  glinaUeb  anf  die 
Brilnlarung  durch  daa  B^eriment  mittelat  möglichst  einracber 
Apparate  und  Instrumente.  Ueberall  ist  sorgfUt^  Rüchstcbt  aaf 
die  gewdbniichere  Technik  sowohl,  als  auch  namentlich  auf  die 
Anwendung  der  Lehren  der  Physik  bei  verschiedenen  Vorkomm- 
nissen des  gemeinen  Lebens  genommen,  wohin  vi  ir  z.  B.  den  sehr 
lehrreichen,  ziemlich  ausführlichen  Abschnitt  (S.  134  —  S.  149.) 
über  die  verschiedenen  Heizungsmetboden,  die  verschiedenen  Arten 
der  Oefen,  die  beste  Anlage  der  Schornsteine  u.  s.  w.  rechnen. 
Wir  sollten  meinen,  dass  dieses  Buch,  ausser  für  gewerbliche 
Fortbildungsschuleo ,  fär  die  ea  annCebat  beatimmt  ist,  aicb  auch 
gnax  vonflgBeh  lo  einem  Lebtbncfae  der  Pbyaik  fffr  landwirth- 
aebnftliebe  Lebranatnlten  eignen  dflrile»  da  der  Lehrer  dna  WeÜeie 
ana  der  Meteorologie,  wen  filr  diene  Unterriebtaanatalten  neeh 
nOthig  nein  mOehte»  leicht  ana  eigenen  Mitteln  hinan  thnn  kann; 
die  Haadilnenlebre  nnd  eine  Anleitung  zur  Berechnung  nnd  Be- 
nrtheiluog  der  Leistungen  der  einfacheren  Maschinen,  pflegt  anf 
landwirtbaehaftliehen  Lehranstalten  in  beaonderen  VortrSgen  ge- 
lehrt an  werden;  aber  filr  die  Physik  im  engeren  Sinne  mochten 
wir  diesen  Lehranstalten  das  vorliegende  Lehrbuch  ala  Grundlage 
für  den  .Unterriebt  recht  aehr.  empfehlen. 

Von  der  ▼erdienatllcben  Zeltaebrift  der  «aterrel- 
ehlnehen  Qenellnebaft  fflr  Meteorologie  (vergl.  Liternr. 
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Be  r.  Nr.  CLXXXVI.  S.  10.)  siml  DMOtlkli  emsbleiieii  Band  11. 
Nr.  td  «nd  17,  welche  Nnnnieni  tonlehst  eineo  Mhr  lesenewertfcee  * 
Attfeats  von Hme  Lamont  onter  der  Uebersebiift:  Das  Beeb- 
aebtangaayateiii  der  Soeietae  Palatina  und  der  gegen- 
wärtige Standpunkt  der  Meteorologie  enthalten,  in  dem 
mit  bekannter  grosser  Sachkenntniss  der  gegenwärtige  Stand  der 
Meteorologie  gezeichnet  wird  und  die  jetzt  vorzngeweiae  sn  betreten- 
den We£;e  angegeben  werden.  Der  Herr  Verfasser  betrachtet  es  als 
wiinschcns Werth,  dass  bei  Aufzeichnung  der  Beobachtungen  sowohl, 
als  hei  Bearbeitung  derselben  und  Zusammenstellung  der  Resultate, 
bestimmte  und  naheliegende,  d.h.  den  gegenwärtigen  Stand 
unmittelbar  fördernde  Zwecke  im  Auge  behalten  werden,  er  be- 
trachtet es  ferner  als  wüiischenswerth,  dass  der  mathemati- 
sche Charakter  der  Meteorologie  in  den  Vordergmnd  trete. 
ConformitSt  mntatreoger  Aneehineeandie  Veraebrlften  dieees 
oder  jeoee  Beobaebtungssystems  genügen  nieb^  mn  dem  Beebacb- 
tcf  eioeo  «einer  MObe  entoprecbenden  £rfelg  so  eiehefn  ond  an 
verbindem,  daaa  er  nicht  Gefahr  lavfe,  bloss  aar  'Verroebraog  des 
tiberflfissigen  (insbesondere  ist  es  der  seboo  von  Muneke  ber- 
vorgehebene  „natiloee  Deberfloss  von  Barometerbeobaohtongen*') 
Materials  beizutragen.  —  Ausserdem  enthalten  die  vorliegeeden 
Nummern  noch  zwei  recht  interessante  Aufsätze:  Ueber  den 
Föhnwind  von  A.  Mubry  und:  Ueber  den  Ursprung  der 
Gewitter  von  J.  Hann«  so  wie  eine  grosse  Anaabi  lesenswertber 
kleinerer  Mittbellungen. 


Vermischte  SchrifteD. 

tfitsmigsberiebte  der  KOi?tgL  Bayerisefaen  Aka- 
demie derWIssensebaften attMttncben.  VergLIilterar. 
Ber.  Nr.  CLXXXV.  S.  14. 

1867.  I.  Heft  LV.  Ausser  mehreren  anderen  interessanten 
und  wichtigen,  aber  nicht  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörenden 
Abbandiungen«  enthält  das  vorliegende  Heft  dieser  wichtigen 
Sitzungsberichte  die  folgende  Abhandlung: 

H.  V.  Scblagintweit  -  Saktinlüoskl:  Die  wichtig- 
sten Huhenbestimmangen  in  Indien»  Ito  BImdInya,  In 
Tibet  und  Turkistao. 

Diese  wiehtige  und  inteMsaata  Abbradlibg  (8.47t>.«-S.518.) 
liefert  9486  UübenbentbuMgeiiv  von  deMU  Vm  uS  Indltn» 
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1880  auf  Hoebaoien  kmmm,  IH»  nStdlicb«  Bitlli  «wl  M  8«l' 
Ucbe  Liiige  von  Gree^wich  Ist  IBr  alle  eimelBtii  StatioMo  aoga*. 
gebra;  dqr  LSngoauotarsehiad  awlaelwa  Grümiifieh  lud  4mi 
MadiM^baenratoffiiHii  iat  80o.  13^.  W  geartet  (ao  aagt  dar  Var- 
baaarS.481|  anf  Saite  IM^  In  dam  HSbeBTaraeichoiaae  atabt  ala. 
Ltoga  daa  Madraa^baarvatorioni  aoa&hernd  80*.  IS'tk,  weil  ia  dicaam 
Verzeichnisse  die  Längen  Gberall  nor  in  Minuten  aagegebeo  sind); 
die  Huben  sind  in  englischen  Fussen  angegeben.  Znoftebat  fOr. 
physikaliacba  Geographie  ist  diese  Abhandlung,  die«  ausser  dem 
Hobenverzeichnisse  selbst,  noch  manche  interessante  und  lehr- 
reiche firlättteruagea  zu  demseibea  entb&lt»  jedenfaiia  aehr  wichtig. 

Giornale  di  Mateniatiche  ad  uso  degli  studenti 
delle  aniversitä  italiane,  pubblicato  per  cura  delPro- 
fessore  G.  Battaglini.  Mapoli.  (S.  Literar.  Ber.  Nr. 
CLXXXTI.  8.  13.). 

Luglio  e  Agosto  1867.  Sülle  perturbazioni  planettirie;  per 
R.  del  Grosso,  p.  ]93.  —  Sulla  Geonietria  immaginaria  di 
Lobatscbewsky;  per  G.  Battaglini.  p.  217.  —  Quelques  theo- 
r^wes  sur  le  quadrilatere;  par  L.  M a tthiessen.  p.  232.  — 
Resolution  nouvelle  de  l'equation  du  quatri^me  degr^;  par  le 
in^meauteur.  p.  234.  — De  la  plus  courte  distance  eotre  deux 
droites  dans  l'espace,  et  d'un  cas  particulier  d'une  l'onction  de 
deux  yariables  iodependantes,  dont  le  rapport  a  une  ümite  d^ter- 
mbwd;  par  G.  Stamm  er.  p.  236.  —  Sopra  alenai  taaraml  dl 
Steiner,  per  EL  Padova.  p.  240.  —  Corrazioai- Sopra  una  divi* 
albUitä;  per  G.  Tarelll.  p*  8Sa  —  Solaiioni  detta  qoiatione  87; 
per  G.  Aaeoli,  A.  RoUl  ad  6.  Padova.  p.  264.  —  Annuniio 
Bibliografice,  p*S88. 

Acta  CniYeraitatia  Laodaoaia.    Lands  Univer- 
aiteta  Ira-Sfcrlft  Lnnd.  Barlinaka  Boktryckariet 

So  wie  die  Universität  Upsala  jährlich  Schriften  unter  dem 
Titel:  Uptiula  Universitets  Ärsskrift»  von  welchen  in  nn* 
aeren  Literarischen  Berichten  aebon  liftar  dfe  Rede  geweaea 
Ist,  herausglebt,  geacbiebt  diea  aaeb  von  der  DniveraitSt  Land, 
und  wir  mfiaaen  auch  dieae  ÜniveraitHta-Schriften  nnaeren  Leaern 
aebr  zur  fieacbtnag  empfeblen»  da  dleaelben  aaa  allen  Wiaaen- 
acbaften  aebr  beaishtenawerlbe  Abbandinngen  enthalten.  Für 
jetat  liegea  ana  von  daeaen  Schriften  die  beiden  folgenden  Jahr« 
gSnge'  vor: 

1.  Lande  Univeraileta  Ira-Skrlft  fSr  U  1864.  Afde* 
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lingen  f5r  Mathematik  och  Naturvetenskap.  Dieser 
Jahrgang  enthalt  nar  eine  in  4eii  Kreis  des  Archive  gehOcmde 
Abhaadlung,  oSmlldi:  Afhandiing  om  tale  Tlaare  tili  eam« 
■laaaatta  delare  0»dleee  k  module  eonpoatf)  af  C.  J«  Os 
8 OB  Hill,  In  welcher  Herr  Hill  einige  sehitsenewerthe  vnd 
eergfUtigst  sn  heachtende  Tafeln  liefert,  welche  In  der  Zahlen* 
lehre  Ton  vielfachem  Gehraoch  eefai  kOnnen,  nnd  sogleich  deren 
Theorie  entwickelt 

\  2.  Lunds  UniTersitets  Ira-Skrift  für  är  1865.  Afde- 
lingen  fSr  Mathematik  och  Naturvetenskap.  Dieser 
Jahrgang  enthftit:  Qneiqnes  Tables  des  friactlons  STee 
mne  Note  snr  le  nomhre  des  divislons  h  effectner  ponr 
obtenir  le  plus  grand  eomnnn  divisenr  per  C  J*  D: 
SoB  HilL  Auch  diese  Ahhandloog  liefert  sehr  schitsenswerthe^ 
ffir  die  Zahlenlehre  wichtige  Tafeln  nebst  deren  Theorie,  welche 
wif  recht  sehr  zur  Beachtung  empfehlen.  Die  erste  dieser  Tafeln: 
Tuble  1  des  fractioDS,  enthält  namentlich  die  Verivandlung 
gemeiner  ürflebe  in  «Decimalbrfiche  nnd  in  Kettenbrfiche,  deren 
Theiinenner  in  der  Tafel  angegeben  sind,  und  einiges  Andere. 
Die  Ueberscbriften  der  beiden  anderen  Tafeln  sind;  Table  II 
(des  Nombres  Reciproques  ou  des  periodes  decimaux). 
—  Table  HI  des  periodes  decimaies  des  nombres  pre- 
miers  reciproques,  aus  denen  der  Zweck  dieser  Tafeln  leicht 
von  selbst  erhellen  wird;  die  Theorie  und  Anwendung  der  Tafeln 
ist  überall  deutlich  gezeigt  Angehängt  ist  noch:  Notice  sur 
nne  propri^tö  generale  des  fonctions  donnees  par  des 
dqnatlons  k  diffdrsnces  et  diffdrentlelles.  ->  Ausser 
dieser  Ahhandlnng  enthält  der  Torliegende  Band  noch  die  sehr 
schGne,  der  Beachtung  von  Menem  recht  sehr  su  empfehlende 
Abhandlung;  Om  Determinanter,  hvars  elementer  iro 
Bioomialkoefflcleater.  Af  Viktor  von  Zelpel^  welche 
nu^h  In  besonderem  Abdruck  erschienen,  und  ihres  Tiellach  In* 
teressanten  Inhalts  wegen  von  uns  schon  im  Literar.  Ber.  Nr. 
CLXXXIV.  S.  12.  besonders  angezeigt  worden  ist,  auf  welche 
Anzeige  wir  daher  die  Leser^  um  diese  schOne  Abhandlong  rer- 
dientermasseo  genauer  kennen  su  lernen«  uns  zu  verweisen  er- 
lauben. 

Wir  wOnschen  sehr,  durch  obige  Anzeige  auf  diese  Tlelfach 
wichtigen  «nd  des  Interessanten  sehr  Vieles  darbietenden  Schrie 
ten  die  sorgßiltigste  Beachtung  unserer  Leser  hinsnlenken,  nnd 
SU  deren  weiterer  Bekanntwerdung  Einiges  beisutragen. 
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NAheres  über  die  neue  A«8g«beder  Werke  Ten  Lagrang^ 
■tt  lUiMeU  räf  Idtew.  Ber.  Nn  CimVL  &  14 

Rflcksicbtlich  unserer  Anzeige  der  neuen  Ausgabe  der  Werke 
FOD  Lagraoge  im  Literar.  Der.  Nr.  CLXXXVI.  8.  14.  ist  uns 
'  so  unserer  Freude  mitgetheilt  worden»  dass  unsere  dort  ausge- 
sprochene Vermuthung:  die  Ausgabe  werde  die  kleioeren  Abhand- 
lungen des  grossen  Mathematikers  nicht  enthalten,  falsch  ist,  in- 
dem diM»  Ausgabe  io  der  That  auch  alle  diese  Abhandlungen 
In  ebroDologiscber  Folge  «nraraeo  wird.  Den  Beireie  llef(drt 
■eben  die  fofgende  genanere  Inbaltsaotelge  detf.  ersten  TbeUa« 
die  trlr  unseren  Lesern  mitsntbellen  niebC  nnterlassen  \ 

XAWk^Wk,Vk%e»  —  Oeuvres  de  Lagrange,  publikes  par  les 
soins  de  M.  J.-A.  Serret,  Membre  de  l'liistitut,  sous  les  auspi- 
ces  de  S.  Exc.  le  Ministre  de  Tlnstruction  publique.  Tome  L 
In-4i  18Ö7.   30  fr. 

£ef  Oeutret  lU  Lagrange  dahaU  finrmir  $ept  whoHU  ln>4L 

CHAQUE  VOLUME  SB  YBNBRA  StSABi&biEJST. 

II.  Serret,  en  pr^sentant  k  TAcad^mie  le  premier  volaine 
des  Oenrres  de  Lagrange,  s'exprtme  ainsi:  - 

„J*ai  rhonneur  d'oflFrir  ä  l'Acadömie  le  premier  volume  de« 
Oeuvres  de  Lagrange,  que  je  public  au  nom  de  Tl^tat,  confor* 
m^ment  ä  un  Arr^te  d.  S.  £xc.  le  Ministre  de  riDStractioB 
publique. 

,,Le8  importants  Memoire«  qui  figurent  dans,  ce  volume  In- 
teressent ä  ia  fois  les  Geomelres,  les  Astronomes  et  les  Phy<* 
•iciens:  en  voici  les  titres: 

Biographie  de  Lagrange  par  da  Detanbre. 

Reeberebea  cor  Ia  ndtbode  De  nazimis  et  mininis.- 

«41*  Sur  llntdgration  d'nne  dqaatioB  diffdrentietle  ä  dilM- 
renees  finles,  qni  eontlent  Ia  thdorie  des  soltes  rdcnrrentes. 

wlIL  Reeberebes  snr  In  natnre  et  Ia  |>ro|iagatien  dn  sen. 

mIV«  NonTsUes  reeberebes  snr  In  natnre  et  Ia  proffgatlon 
dn  son. 

mV.  Addition  ans  preml^s  reeberebes  snr  la  natura  et  Ia 

pn^[»agation  du  son. 

„VI.  Essai  d'une  nouvelle  ra^thode  pour  d^terminer  les 
nazima  et  les  minima  des  l'ormules  integrales  indöfinies. 

,,VII.  Application  de  la  m^thode  expos^e  daos  le  Memoire 
pröclideDt  a  la  Solution  de  diff^rents  Probldmes  de  Dyoamique. 
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»VUL  SoIntioB  d«  aiitfranto  PrabtönM  d«  Caleol  integral, 
avec  one  applieation  h  la  tliöorie  de  Jupiter  et  de  Setnnie. 
mHL  Solntien  d'on  Ptoblteie  d'AtitfandtiqQe. 

Zugleich  machen  wir  die  Leser  auf  die  folgende  Sammlung 
aufmerksam«  welche,  unabhängig  von  der  neuen  Pariser  Ausgabe, 
alle  in  den  Schriften  der  Berliner  Akademie  von  1776  bis  1803 
eracbieneoen  Abbandlangen  von  Lag  ränge  enthält,  und  von  Herrn 
iCelvery  &  Ce.  ie  Berlia  (ObenvettstiiMe  IL)  l»eiogeii  wei^ 
den  kann: 

üaii^rans^e.  35  memoires  de  Lagrange,  publica  par 
l'Academie  de  Berlin  pendant  lee  ann^ee  1776  4  1803. 
6  thlr.  20  sgr. 

Contena:  Sur  rattractioa  des  moyeni  monvements  des  planstes  (1776). 
<—  SarPttfagttdasfnustfoaiMiitiiiBatdaiule  Mlenl  iat^gral  (1776).  — «Beratiditt 

aar  U  ddtermination  da  aombre  des  racines  imaginaires  dans  les  ^qaations 
lit^rales  (1777).  —  Sur  quelques  probl^mes  de  l'analyse  de  Diophante  (1777). 
— >  Remarques  g^n^rales  sur  le  monvemcnt  de  plusieurs  corps  qui  s'attirent 
nratueUenwnt  cn  raison  inverse  des  carr^s  des  distanccs  (  1777).  —  Re- 
flexion sur  Tdchappement  (1777).  —  Sur  le  probleme  de  la  ddtermination 
des  orbites  des  com^tes  d'apr^s  trois  observatioDS.  S  mdmoires  (i778  — 
83).  Sur  la  lh6orie  des  luieltet  (1778).  Sur  «ne  mani^re  partiealAre 
d'exprimer  le  temps  dans  les  sections  coniques  ddcritcs  par  de  forces  tendantes 
au  foyer  et  r^dproquemeot  proportionellea  aux  carr^s  des  distances  (1778^.— 
Sur  dKffSrentes  qvesttont  d'analjrBe  relatiTe*  b  la  diente  de«  Int^gnles  parti- 
culiires  (1779).  —  Sur  la  construction  des  carte«  gfogr^biqacs.  2  memoire^ 
(1779).  —  Theorie  de  la  libration  de  la  laue,  et  des  antres  phdaom^nes  qui 
d€pendent  de  la  fi^re  non  sph^rique  de  cette  plannte  (1780).  —  Rapport 
d'une  qnadrature  de  ccrelc  (1781).  —  Memoire  sur  la  tböorie  du  mouyemeot 
des  fluides  (1781).  — Thdorie  des  variations  sdcnlaires  des  elemens  des  planstes. 
2  mdmoires  (1781—82).  —  Theorie  des  variations  periodiques  des  planctes. 
%  paitieB  (1783—84).  — Sur  let  Twriations  s^cnlaires  des  mourements  nu^eni 
des  planstes  (1783).  —  Sur  tinc  indtbode  particuliferc  d'approximation  pour 
rint^gration  des  equations  dumouveaient  des  planstes  (1783).  —  Sur  une  m^tbode 
putieoli^  d'approxiiiMtioa  «fe  d'interpolation  ( 1 763). — 8nr  tnie  niniTelle  propri^tf 
du  centre  de  gravite  (1783).  —  Methode  generale  pour  integrer  les  equations 
aa&  dilCdrcnccs  partielles  du  premier  ordre,  lorsque  cea  di£[^rences  ne  tont  que 
ffinfadres  (1785).  —  Theorie  g^omilriqiM  da  monrement  des  aphiSlia  des  pla- 
nfcteiy  pour  servir  d'addition  aux  priadpct  de  Newton  (1786).  —  Sur  la  ma- 
ni^re  de  rectifier  deux  cndroits  des  principes  de  Newton,  relatifs  k  la  propaga- 
tioa  du  son,  et  au  mouvement  des  ondcs  (1786).  —  Memoire  sur  la  deter- 
mination  des  Taviations  s^cnlairet  des  d^ments  de  Berschel,  occaaionn^  igme 
l'action  de  Saturno  et  de  Jupiter,  et  des  variations  pöriodiqucs  de  son  mouve- 
ment dependantes  de  ses  distances  h<Sliocentrique8  ^  oea  planstes.  3  m<Smoires. 
(1787— flk).  —  Badurdies  svr  ploateim  polirts  d^analyae.  6  mtfnuilna  (1798 
—  1808).  —  IMmoln  Vax  an»  quation  ecnkeeniuit  les  aonalttii  (1808). 
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Schriften  über  UnterrichtsweseD. 

Programm  der  Grossberzogiich  Badiscben  Poly- 
technischen Schule  zu  Carlsruhe  für  das  Jahr  1867 — 1868. 
Carlsruhe.  Buchdruckerei  von  Malsch  und  Vogel* 
1867.  8ö 

Oieuies  47  Seiten  {mit  einer  Figurentafel)  starke  Programm 
gicbt  eine  sehr  deatliche  Darstellong  der  auf  dem  Titel  genannten 
berühmten  Lehranstalt  oacb  ihrer  neuereu  Einrichtung  und  Orga- 
nisation, und  hat  folgenden  Hauptinhalt:  A.  Ziel  und  Organisation 

der  polytechnischen  Schule.  —  B.  Verzeichniss  der  Vorlesungen 
und  Uebungen.  C.  Programme  der  eiti/elnen  Schulen.  —  D.  The- 
mata des  schriftlichen  und  graphischen  Theiles  der  Oiploniprürnngen. 
—  E.  Persoualverzeichniss  des  Polytechnikums.  —  Figurenlafel 
2U  D. 

Ausser  dem  Werthe,  welcher  diesem  Programm,  wie  schon 
erwähnt,  deshalb  gebührt,  weil  es  dem  Leser  ein  sehr  anschau- 
liches ßild  von  einer  der  filtesten  und  berühmtesten  poiyteciiniscben 
Lehranstalten,  welche  dem  herrlichen  Badischen  Lande  zu  wahrer 
Zierde  gereicht,  giebt,  hat  dasselbe  auch  einen  besonderen  wissen- 
schaftlichen Werth,  Seit  zwei  Jahren  ertheilt  nänilich  das 
Polytecliiiikiinj  Diplome,  welche  den  Inhaber  auf  Grund  tüchtiger 
wissenschaftlicher  Bildung,  nachgewiesen  durch  eine  strenge 
Prüfung,  deren  Ergehnisse  im  Einzelnen  dem  Diplome  selbst  bei- 
gefügt sind,  empfehlen  sollen.  Dabei  ist  nun  die  sehr  nachahmungs* 
werthe  Einrichtung  getroffen,  dass  die  bei  diesen  Prfilnngen  ge- 
gebenen Anfgaben  In  den  Programmen  pdUieirt  werden.  Dies  ist 
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auch  in  dem  vorliegenden  Programm  auf  S.  24.— 'S.  45.  nach  fol- 
geDdeo  Rubriken  geschehen:  I.  Diplomprüfungen  fär  inge- 
nieare.  A.  Ins^enieurwlssenschaffen  (Wasser-,  Strassen-  und 
Eisenbahnbau).  12  Aufizaben.  —  B.  Maschinenlehre  und  ange* 
wandte  Mechanik.  6  Aufgaben.  —  C.  Maschinenbau  II  Auf- 
gaben. —  I).  Analysis  nebst  deren  Anwendungen.  IJ3  .Aulgaben. 
— '  E.  Analytische  Geometrie.  II  Aufgaben,  —  F,  Analytische 
Mechanik.  10  Aufgaben.  —  G.  Darstellende  Geometrie.  10  Auf- 
gaben.—  H.  Praktische  Geometrie.  4  Aufgaben.  —  II.  Diplom- 
prüfung für  Maschinenbau  und  mechanische  Technik. 
A.  Maschinenlebie  und  Blascbioenban.  2  Aufgaben.  —  E.  Analy* 
tische  Geometrie.  Eine  in  eine  grossere  Ansah!  TersebiedeDer 
einseiner  Fragen  zerblleDde  Aufgabe.  —  Die  Aufgaben  der  Ra* 
brilten  B.,  C,  D.,  F.  sind  schon  unter  den  frfiheren  enthalten.  — 
III.  Dlpioroprafungen  fflr  Arcbiteicten.  A.  GrSssere  arcbi« 
telctoniscbe  Entwürfe.  4  Aufgaben.  —  B.  Höhere  Architektur. 
9  Aufgaben.  —  C.  Geschichte  der  Architektur.  2  Aufgaben.  — 
D.  Technische  Architektur.  10  Aufgaben.  —  E.  Darstellende  Geo- 
metrie. 8  Aufgaben.  —  F.  Elementare  und  angewandte  Alechanik. 
6  Aufgaben. 

ITVir  batien  von  allen  diesen  Aufgaben  mit  grussem  Intererae 
nibere  Kenntniss  genommen,  und  empfehlen  dieselben  ak  eine 
treffliehe  Sammlung  allen  Lehrern  an  höheren  technischen  Cnte^ 
richtsanstalten  su  sorgfliltigster  Beachtung. 


(Ueber eine empfehlenswerthe Sammlung  mathematischer 
Aufgaben  von  Herrn  Professor  W.  Erler  in  Zflllicbau,  und 
eine  gleichfalls  recht  empfehlenswerthe  Sammlung  von  Tafeln  und 
Formeln  (Mathematisches  Taschenbuch)  von  Herrn  Pro* 
fessor  Ligowslii  in  Berlin  s.  m.  unten  unter  den  Vermischten 
Schriften.) 


Arithmetik. 

In  der  „Zeitschrift  fflr  das  Vefsicberungsweseo. 
Herausgegeben  von  Tb.  SaskI  In  Leipsig.  UL  Jahr- 
gang. 1867.  Nr.  48.«'  findet  sich  ein  Aufsatz:  »,Zar  Theorie 
der  Verbindungs-Renten.  Allgemeine  Bietbode  snr 
Ermittelung  der  Verbindungsre n teil  bei  directen  be- 
sonderen Bedingungen.  Von  Dr.  Bernhard  Sommer." 
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Geometrie, 

Salle  corde  eomanl  a  du«  «eiiaoi  coniche  e  sopra 
«leune  loro  applicatlonl  nella  Geometria  descrittWa. 
Dissertaiione  e  Test  presentate  da  Regia  DemeDice, 
Ingegoere  e  Architetto,  Profesaere  agglnnte  di  Ma- 
tenatiea  nella  R.  Milltare  Accademia,  Aaalatente  alle 
Scuola  dl  Dise^no  nella  R.  Scaela  d'Appllcasione  per 
gl'lngegneri  in  Torino.  Pel  concorso  ad  un  posto  dl 
Dottore  ai^gregato  alla  Facnitä  di  Scienze  Fistche, 
Matematiche  e  Naturali  nella  R.  üniversitä  di  Torinfo. 
II  3  Dicembre  1866.  Torino.  Tipografia  Italiaoa. 
Piazza  Vittorio  Emaaueie  1  e  3.  1866. 

Der  Herr  Verfasser  dieser  der  Beachtung  zu  empfehlenden 
Cniversitstäscbrift  fiber  die  gemeinschaltüchen  Sehnen  zweier 
Kegelschnitte  hat  im  erateo  Thelle  aaerst  den  allgemehieD  Begriff 
der  reellen  und  ideellen  gemeinachaftlichen  Sehnen  sweier  Kegel- 
sdinitte  dentlicb  erlSntert,  dann  eine  Reihe  aolche  Sehnen  betref- 
fender Sätze  bewiesen.  Hieraof  betraehtet  er  die  gemeinschaft- 
lichen Sehnen  avreier  nicht  in  einer  Ebene  liegender  Linien  des 
zweiten  Grades,  und  bespricht  dann  die  Homologie  swi^er  Kegel* 
schnitte.  Die  Methode  der  Untorsuchung  ist  eine  scrüssteotheils 
reia^ometrlsche,  und  empfiehlt  sich  durch  ihre  Einfachheit  Der 
zweite  Theil  ist  Antvendiingen  auf  die  descriptive  Geometrie  ge- 
widmet, und  hehandelt  in  vier  Kapiteln  die  tbigenden  x'\uri!:abcti : 
i.  Ricerca  della  prolezione  della  iinea  d  intfisezione  di  due  f-uper- 
licie  di  2"  grado  e  di  rivoluzione,  i  cui  assi  s'incontrino ,  sopra 
di  un  piano  paraiieio  agii  «stessi  assi.  —  II.  Dato  uii  cono  di  rivo- 
luzione coiiocare  su  di  etis^o  una  curva  di  2'*  gradn  data.  — 
UI.  Dato  un  cono  quatuoque  di  2^  grado  coiiocare  su  di  esso  una 
Iinea  di  2*^  grado  data.  —  IV.  Descrivere  naa  sezione  conica,  la 
qnale  ahhia  cön  nn'altra  an  contatto  di  1^»  2^  o  3^  ordine.  — 
Angehängt  sind  der  Abbandlang  eine  grosse  Anzahl  von  The- 
sen, betreffend  die  Anwendang  der  Algebra  anf  Geometrie  und 
die  Coordinatenlehre».  die  Berfibmng  der  Cur^en  und  den  Krtlm* 
mnngskreis,  die  r^ne  Geometrie,  die  Lehre  von  der  Wfirme^ 
Gestalt  und  Grusse  der  Erde  oder  überhaupt  Geodäsie,  —  Zar 
Vergieichung  mit  deutschen  Universitütssehriften  ähnlicher  Art 
möchten  wir  noch  besonders  auf  diese  Thesen  anfmerksam  machen. 
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Astronomie. 

Sternschnuppen  und  Konieteo.  Geschichte  der 
Entdeckung  de»  Zusammenhanges  zwischen  diesen 
beiden  (J  a  1 1  u  n  e  n  von  M  i  ni  ni  e  i  s  k  ö  r  p  e  r  n  ^  g  e  ni  e  i  n  fa  8  s  I  i  c  h 
dargestellt  von  Carl  von  Littrow,  Director  der  k.  k. 
Sternwarte  in  Wien.  (Sondera  bdruck  aus»  dem  „Ka- 
lender für  alle  Stände.  ]8ü8.<*).  Wien.  Carl  Gerold'» 
Sohn.  1867. 

Herr  Professor  von  Littrovr  bat  sich  durch  diese  mit  sehr 
groMKer  allgemeiner  Sacbkenntniss  und  mit  ungemeiner  Deutlich« 
keit  verfa-sste  Schrift  ein  nicht  genug  anzuerkennendes  V'erdienst 
um  alle  diejenigen  eruorben,  welche  an  den  auf  dem  Titel  ge- 
nannten Gegenständen  Icbhaffcs  Interesse  nehmen,  auch  dadurch, 
dass  man  hier  in  leichter  Uebersicbt  Vieles  auf  einem  kleinen 
Räume  beisammen  findet,  was  man  sonst  in  vielen  oft  schwer 
zugänglichen  Schriften  zusanmiensuchen  müsüte.    Was  der  Herr 
Verfasser  über  die  Sternschnuppen  uns  hier  bietet,  betrifft,  wie 
er  selbst  auf  S.  3.  in  sehr  bezeichnender  Weise  sich  ausdräckt, 
▼orzagsweiiie  die  „  Weitste  IIa  og**  dieser  Meteore.  Zneret  wird 
in  überaus  lehrreicher  Weise  Das  besprocbeo,  was  lo  dieser  Be- 
ziehung etwa  vom  Jahre  1863  an  ^  natürlich  immer  mit  sorg« 
föltiger  Berfieksicbttgung  früherer  Beobachtungen  —  von  verschie- 
denen Astronomen  uod  Physikern,  namentlich  U.  A.  Newton, 
«0  wie  schon  früher  von  D.  Olmsted,  Herrick,  Twining« 
Quetelet,  A.  Herschel,  Ii.  P.  Greg  und  vielen  Anderen, 
geleistet  worden  ist,  bis  er  dann  endlich  zu  der  ganz  neuerlich  ge- 
ntachten, alles  Frühere  weit  hinter  sich  lassenden,  wahrhaft  Epoche 
machenden  wichtigen  Entdeckung  des  Dircctors  der  berühmten  Stern- 
warte der  Brera  in  Mailand,  des  Herrn  G.  V.  S  c  h  i  a  p  ar  e  1 1  i , 
kommt,  die  hier  mit  dem  ganzen  Wege,  \vel(;her  zu  ihr  geführt, 
in  der  eingehendsten,   lehrreichsten  und  anschaulichsten  Weise 
besprochen  und  dem  Leser  vorgetührt  wird.    Diese  Entdeckung 
besteht  —  um  es  mit  der  uns  hier  gebotenen  Kürze  zu 
sagen  —  darin,  dass  Herr  Schiaparelli  bis  zn  vollkommenster 
Ueberzeugung  nachgewiesen  hat,  dass  Stemschnuppen-StrOme  oder 
Schwärme  und  Kometen  Bliin  sind,  dass  Kometen  gewissermaassen 
als  Theile  von  Stemschnuppen^Strümeo  betrachtet  werden  müssen. 
Nach  einer  Methode,  zn  deren  weiterer  Besprechung  hier  der  Raum 
fehlt,  die  aber  auf  einer  Aufgabe  aus  der  Lehre  von  den  Kegel* 
schnitten,  anf  die  wir  späterhin  in  dem  Archive  seihst  zurück* 
zukommen  hoffen,  beruhet,  hat  Herr  Schiaparelli  die  parabo- 
lischen Elemente  des  Meteorstroms  vom  10.  August,  welchen  er 
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vregen  des  Sterilbilde«,  aus  dem  er  zu  kominen  scheint,  fortan 
die  Perseiden  so  nenneii  vorsebiägt,  iierec^net  und  dadurch 
folgende  Resoltate  erhalten» 

Elemente  der  Perseiden  1866. 

Periheldnrchj;ang  Juli  23.62 

Knotenduroheancr  AogUSt  10.75 

Lange  des  PoriheKs   3430.38' 

Länge  %les  aufsteigenden  Knotens  ........  138^.  16' 

Neigung   64«.  3' 

Periheldi8tanz   0.9643 

Bewegung  retrograd. 

Für  den  Kometen  1862  III.  bat  aber  Herr  Tb.  Oppolzer  In 
Wien  folgende  Elemente  gefunden: 

Elemente  des  Kometen  1862  III. 

Periheldorchgang  August  22.  9 

LSnge  des  Perihels   344<».4P 

Linge  des  aafsleigenden  Knotens   137^.27' 

Neigung   66<».25' 

Peribeldistans   0.9626 

Bevregnng  retrograci. 
Urolanfszeit  '  123.4  Jahre. 

Beide  Elementensysteine  weichen,  wie  man  auf  den  ersten 
Blick  sieht,  von  einander  nur  nm  Grössen  ab»  die  sich  aus  der 
geringen  Genauigkeit  leicht  erklSrcn  lassen,  mit  der  man  Knoten 
und  Radiationspunkt  von  Sternschnuppen  bestimmt,  und  somit  war 
ein  schlagendes  Beispiel  von  Zttsammengeb5r|gkeit  von 
Meteoren  und  Kometen  gefunden. 

Herr  Schiapn  relli  hat  auch  noch  die  Bahn  der  November- 
meteore berechnet,  und  findet: 

Elemente  des  Novemberstroms. 

Periheldurcbgang  October    30.  5 

Durchgang  im  niedersteigenden  Knoten   ....  November  13.  6 

Länge  des  Perihels   71® 

Länge  des  aufsteigeodeu  Knoteos   231^ 

Neigung   15<^ 

Periheldistanz   0.96 

Grosse  Halbachse  in  v.'MW.  Eutf.  Sonne  —  Erde  10.  4 

Umlaufszeit    .  .  *   33.3  Jahre 

Bewegung  retrograd, 

aber  nicht  ausdrücklich  bemerkt  —  wenigstens  nicht  in  den  unten 
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angeführten«  uus  allein  zu  Gebote  stehenden  Schriften  —  wie 
nahe  diese  filement«  mit  den  gleicbrall«  von  Herrn  T.  Oppols«r 
Id  Wieo  berechneten  Elementen  den  Kometen  1860.  I.  flberein- 
ntUnmen»  welche  von  Herrn  Littrow  wie  folgt  mitgetheilt 
werden : 

Elemente  des  Kometen  1866.  1. 

Periheidurcbgang  1866  Januar  11.160  mittl.  Mail.  Zeit 


Länge  des  Perihels   68<»,28^.(r 

LSnge  des  Knotens  2310.26^.1" 

Neigung   IT^.lS'.r 

Periheld'istans .   0.9705 

Ezcentrkitit   0.9054 

Gro8se  Halbachse   10.3*24 

Revolution   33.176 


Bewegung  retrograd*}. 

Jedenfalls  ist  Herrn  Schiaparelii*s  Entdeckung  eine  wahr* 
hafi  grossartige  und  Epoche  machende,  die  ihm  und  seinem  Vater- 
lande zur  grSsoten  Ehre  gereicht,  und  Herrn  v.  Littrow's  Schrift 

hat  das  Verdienst«  dass  sie  zur  Bekanntward ung  dieser  schonen 
Entdeckung  in  weiteren  Kreisen  wesentlich  beitragen,  und  das 
allgemeinste  Interesse  an  derselben  erregen  wird,  wozu  sie  durch 
die  Einfachheit,  Deutlichkeit  und  Anschaulichkeit  ihrer  Darstel- 
lung vollkoninieu  geeignet  ist. 

Wir  benutzon  die  uns  hier  dargebotene  Gelegenheit  gern,  die 
Besitzer  der  verdienstlichen  Littrow' sehen  Schrift  auf  einige 
kleine  in  derselben  stehen  gebliebene  Versehen  aufmericsain  zu 
machen,  wobei  wir  bemerken,  dass  vorstehend  absichtlich  die 

Zahlen  so  wiedergegeben  sind,  uie  sie  in  der  Schrift  wirklich 
stehen ;  was  daran  /.u  ändern  ist,  findet  sich  nachstehend,  wonach 
also  die  oben  gegebenen  Zahlen  zu  verbessern  sein  würden: 

8.  19.  bei  Nov.  12 — 14.  soll  es  beissen:  y  Löwe  statt  y  Orion 
(dieser  Fohler  datirt  von  A.  Herschel,  der  eigentlich  sagt: 
y  Orionis  (re<  tiiis  Leonis)  oder  jü  Leonis. 

8.30.  Zeil«  11.  von  oben  soll  et»  „11.  August"  statt  „10.  August*' 
heissen. 

S.  3L  Zeile  22.  von  oben  soll  es  heissen;  925  statt  935. 

S.  32.  sind  Länge  des  l^crihels  und  des  Knotens  so  wie  Nei- 
gung beim  Kometen  sowohl  als  bei  dem  Novemberstrome  nicht 
in  Minuten  und  Sekunden,  sondern  in  Minuten  und  Zehntheilen 
der  Minute  su  verstehen,  aUo  60*>28'.0  statt  W^'Qf*  u.  s.  w. 


*)  Einige  Berichtignngn  der  Torttehenden  Zahlen  •.  m.  nntea. 
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Ebenda  bat  die  Peribeldistans  des  Kometen  so  lauteo:  0.0765 
elatt  0.9705. 

S.  36.  ZeUe  15.  von  oben  liee  J26  statt  146. 

ScbliessÜeb  bemerken  wir>  dass  Herrn  SebiaparelH's  wich- 
ligcf  Arbeiten  snerst  in  der  Form  ron  Briefen  an  P.  A.  Seeebi 
in  Rom  in  dem  BollettiDo  meteorologico  deil'  osserv.a* 
torio  del  Collegio  Romano.  Toi.  V.  W,  a  10.  II.  12., 
und  dann  (wenigstens  dem  grOssten  Theile  nacb)  gesammelt  in 
der  besonderen  Scbrift:  Intorno  al  corso  ed  all*  origine 
|)rnbabile  delle  stelle  meteoriche.  Lettere  di  G.  V. 
iSchiaparelli  al  P.  A.  Secchi.  Roma.  Tipografia  delle 
scienze  matematicbe  e  fisicbe.  Via  Lata.  N«.  211.  A. 
erscbienen  sind. 

Die  bier  ausfllbrlicb  angezeigte  Schrift  des  Herrn  Littrow 
.  ist  ein  besonderer  Abdruck  ans: 

Kalender  für  alle  Stände  1868.  Herausgegeben  von 
Karl  V.  Littrow,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien. 
Mit  einer  Sternkarte.   Wien.   Carl  Gerold  s  Sobn.  ^. 

r 

Wir  treffen  in  diesem  schunen  Kalender  einen  alten  sebr 
lieben  Bekannten,  mit  —  oder  vielmebr  von  —  dem  wir  zuletzt  im 
Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXIl.  S.  11.  gesprochen  baben.  Wie  alle 
bewährten  Freunde  hat  er  sich  auch  diesmal  gar  nicht  verändert, 
und  %vird  uns,  wie  allen  Liebhabern  fler  Astronomie,  auch  fortan 
bei  unseren  gelej^entlichen  IjeschafMi^un^en  mrt  Hon  grossen  Wun- 
dern der  Schöpfung  als  überaus  zweckmässige  kleine  astrono- 
mische Ephemeride  wie  bisher  ein  sicherer  Führer  sein.  —  Der 
schöne  wissenschaftliche  Inhalt  dieses  Jahrgangs  ist  schon  vorher 
ausfährlicb  besprochen.  —  Der  vorher  angefOhrten  Berichtigungen 
wegen  bemerken  wir,  dass  den  Seiten  19,  30,  31^  32,  96  des  be- 
sonderen Abdrucks  der  Torher  angezeigten  SSchrift  die  Seiten  9% 
104»  105,  106b  110  des  Kalenders  entsprechen«  so  dass  also  auch 
in  diesem  tetsteren  die  erforderlichen  Berichtigiiogen  leicht  nach 
dem  Obigen  eingetragen  werden  kOnnen. 

Wir  haben  diese  Anzeigen  zweier  sehr  empfehlenswertber  ^ 
Schriften  zugleich  gern  benutzt,  um  unseren  Lesern  nacb  An- 
leitung dieser  Schriften  von  Herrn  Scbiaparelli's  wich- 
tiger Entdeckung  in  eingehenderer  Darstellung  nähere  Kenntniss 
SU  geben. 
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Physik. 

Von  der  Zeitschrift  der  österreichischen  Gesell- 
schaft fü r  Meteoro  logie  (vergl.  L  iter.  Ber.  Nr.  CLXXXVII. 
S.  8.)  sind  uns  neuerlich  zugegangen  Band  II.  INr.  18,  10,  20,  21, 
welche  Nummern  u.  A.  enthalten:  Zur  orogr aphischen  Me- 
teorologie. II.  Ueber  das  Verweilen  einer  wärmeren 
Luft  schichte  in  den  oberen  Regionen  der  Alpen.  Von 
A.  Mühry.  —  Der  Föhn  in  den  österreichischen  Alpen. 
Von  J.  Hann.  —  Oz  ono m et  ri s c h e  Bestimmungen  in 
Oesterreich.  Von  Dr.  C.  Jelinek.  —  Die  meteorolo- 
gischen  lostramente  auf  der  diesjährigen  Internatio* 
oalen  AosstelluDg  in  Paris.  Von  M.  Kfibö.  Artikol  I. 
und  II.  —  Sonnenhofe  and  Nebensonnen  In  der  tSg* 
liehen  and  j&hrlichen  Periode.  Von  Carl  Frltseb.  — 
Ueber  »»Detraetion"  eines  \f^indes»  and  &ber  die  Mon- 
suns, d.  s.  periodische»  anhaltende«  jahresseitliche 
Aspiratioiis winde,  abgezweigt  von  einem  Uauptwinde. 
Von  A*  Mühry.  »  Ueber  den  Einfluss  der  Lufttempe- 
ratur auf  die  Wasserstände  der  Dran.  Von  J.  Prettner. 
—  Ein  Beitrag  zur  täglichen  Periode  der  Regennienire 
im  Sommer.  Von  Carl  Fritsch.  —  Ueber  die  Regen - 
V  e  r  Ii  ä  1 1  n  i  s  ü  e  v  o  n  L  e  s  i  n  a.  Von  G.  B  u  c  c  h  i  c  h.  —  A  usserdeni, 
nie  innner,  eine  grosse  Anzahl  interessanter  kleinerer  Mittheilungen 
und  Literaturberichte. 

Meteorologie  de  la  Belgique  eomparee  ä  Celle  du 
globe  par  Ad.  Quetelet,  Directeur  de  TO b s ervatolre 
Royal  de  Bruxelles  etc.  etc.  Bruxelles.  C.  Maqoardt. 
Paris.  J.-B.  Balliere  et  Fils.  1«67.  S». 

» 

Belgien  ist  .wohl  das  Land,  dessen  meteorologische  Verhiilt- 
nisse  In  der  genauesten,  sorgßlltigsten,  vollständigsten  nnd  —  wir 
klinnen  wobl  sagen  —  wissenscbaftliebsteii  Weise  erforscht  sind» 
nnd  k&nn  in  dieser  Beziehung  gewiss  a|s  Haster  aafgestellt  wer- 
den. Das  Verdienst,  diese  Üotersacbungen  angeregt  nnd  mit  der 
grösstcn  Ausdauf*r  und  Conseqnenz  eine  lange  Reihe  von  Jahren 
fortgesetzt  und  durchgeführt,  dadurch  aber  zugleich  der  Bear- 
beitung <ler  Meteorologie  als  Wissenschaft  überhaupt  einen  mäch- 
tigen Impuls  gegeben  und  die  dabei  zu  verfolgenden  wissenschaft- 
lichen Bahnen  scharf  und  bestimmt  vorgezeichnet  zu  haben,  gebührt 
ganz  unbestreitbar  Herrn  Ad.  Quetelet,  der  auch  jetzt  noch 
rüstig  und  nngeschfvächt  dem  vor  langen  Jahren  sich  gesteckten 
Ziele  zustrebt,  was  einen  Jeden,  der  Untersuchungen  dieser  Art 
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mit  lebbafteiB  Interesse  verfolgt,  oiir  mit  grösster  Freude  erffflleii 
kann.  Das  verUegende  Werk  ist  eine  Fracht  dieser  langjährigen 
mfilieTolleo  Untersochongen,  nnd  konnte  nur  aas  solelieD»  viele 
Jahre  lang  fortgtsetsten  Bestrebongen  hervorgehen«  wobei  wif* 
aber  in  der  bestimmtesten  Weise  hervorheben  mfissen,  dass  das* 
selbe  nicht  im  Entferntesten  h\o»s  fSr  das  Land,  dem  es  vorzöge- 
«reise  gewidmet  ist,  von  iocalem  Interesse»  sondern  für  die  wiftsen- 
schaftliche  Meteorologie  überhaupt  von   grosser  Bedeotnng  ist, 
weil  es  überall  diejenigen  Gesichtspunkte  klar  vor  Angen  legt, 
welche  bei  Untersuchungen  dieser  Art  vorzn<!;.<3weise  in*8  Auge 
gefasst  werden  müssen,   und  zugleich  auch  die  Wef»e  angiebt, 
die  betreten   werden  müssen,  um  zu  Resultaten    zu  gelangen, 
welche  auf  Vertrauen  Anspruch  machen  und  eben  deshalb  als 
sichere  Grundlagen  für  weitere  Untersuchungen   dienen  können. 
Auch  hebt  ja  schon  der  Titel:  „Meteorologie  de  la  Bel- 
gique,  coiuparee  h  celle  da  ^lobe"  hervor,  dass  der  Herr 
Verfasser  keineswegs  bloss  dem  localen  Interesse  dienen,  sondern 
seinem  Werke  ein  höheres  und  allgemeineres  Interesse  verleihen 
wollte,  was  ihm  aach  nach  unserer  Meinnng  in  der  schSnsten 
Weise  gelungen  ist,  da  wir  von  uns  bekennen  mflssen,  dass  wir 
das  Werk  mit  dem  grossten  Nutzen  ffir  unsere  eigene  allgemeinere 
Belehrung  über  die  bei  meteorologischen  Untersuchungen  %n  be- 
folgenden  Methoden  und  Gesichtspunkte  gelesen  haben.   In  der 
sehr  lehrreichen  „I  n  trod  uction.  p,  XI."  spricht  sich  der  Herr 
Verfasser  selbst  über  den  hier  hervorgehobenen  allgemeineren 
Zweck  seines  Werkes  in  folgender  Weise  aus:  „ßicn  que  notre 
principal  but,  dans  ce  qui  va  suivre,  seit  principalen»ent  de  poser 
les  principe»  de  la  roeteorologie  pour  le  sol  beige,  nous  ne  pou- 
von»  cependant  isoler  notre  |)ays  du  reste  du  globe;  ce  ne  serait 
qu'examincr  un  faible  cote  de  la  question.  Dans  les  deux  premieres 
parties  de  cet  ouvrage,  nous  nous  occuperons  specialement  de 
tous  les  ^I^roents  m^ttforologiques  qui  concernent  Bruxelles^): 
neos  ötendrons  ensoite  nos  reeherehes  k  la  Belgique  entl^re;  et, 
dans  la  qnatrltoe  partie,  nous  jetterons  les  yeux  sur  le  gh>be, 
pour  ezaminer  les  modlfieatlons  qo*  ^röavent  nos  Moments  m^ 
tdorologiqnes«  en  passant  de  notre  pays  aux  antres  pays  qui 
Ir'avolsinent.^  f>ie  Leset  werden  finden  j  dass  der  nachstehend 
angegebene   Hauptinhalt   dem    hier   Im   Allgemeinen  vorge- 
aelelineten  Gange  vollkemmen   entspriehtt  „Introdactlon. 


Brfissel  fivC  Ja  baaptiidhHch  die  D^iege  nad  dM  eigeatlfiAe 

Mittelpunkt  Hller  hier  zur  Sprache  komiAendeo  Unterfnchungett;  deshalb 
Ist  das  Werk  »ach  mit  Recht  mit  einer  AhbiMnsg  de»  nObservatOiro 
Royal  de  Brazollee"  geschroöckl  worden. 


Digitized  by  Google 


10 


titerarfseher  Heriekt  CLXXXVJJI. 


]>fTTO  !•  De  la  chaleur,  de  la  pression  de  i'air  ot 
des  vents.  I.  De  la  chaleur.  II.  De  la  pression  de  Pair. 
III.  Des  vents.  >-  Iilwe  II«  De  rhygronietrie,  des  plnies,  de 
Telectricit^  et  des  phenoinenes  lumineux.  I.  De  rhycrrometrie. 
II.  Pluie,  srele.  neige,  etc.  III.  Electricite.  IV.  Plienomenes  lu- 
mineux. —  Ijlvre  III.  LaBeigiqiie.  I.  De  la  chaleur.  II.  De 
la  pression  de  I'air.  III.  Des  vents.  IV.  De  rhygrometrie.  V. 
Pluie,  grele,  neige,  etc.  VI.  Electricite.  VII.  Ph^nomenes  lumi- 
neux. —  Iilvre  IV.  Giohe  en  geueral.  I.  De  la  chaleur. 
II.  De  la  pression  de  Tair.  Iii.  Des  veots.  IV.  De  Thygroni^trie. 
V*  Pluie,  grele,  neige,  etc.  VI.  Electricite.  VII.  PhtfnoiDÖneii 
ImnioeDX."  • 

Man  >vird  hieraus  zugleich  die  Consequenz  erkennen ,  mit 
welcher  jeder  der  verschiedenen  (Jesichtspunkte  nach  allen  Rich- 
tungen durchgeführt  ist,  und  \vir<l  den>  Herrn  Verfasser  Glück  zu 
der  Vollendung  dieses  schünet»  Werkes  und  von  Herzen  Kraft 
zu  der  Ausführung  vveiter^'r  in  der  „lutroduction"  in  Aussicht  ge- 
stellter Arbeiten  nünscben. 

Officieller  Ansatelluiigs-Berlcht,  herausgegeben 
durch  das  k.  ic.  Oaterreichiache  Central-Comltö.  1*  Lie- 
ferung. InstromenCe  für  Kunat  und  Wlaaenacbaft  auf 
der  Welt-AusateliuDK  an  Paria  im  Jahre  1867.  Glaaae 
10,  II,  12  und  23.  Mit  14  in  den  Text  gedruckten  Hola- 
schnitten.   Wieo*  Wilhelin  Braumttller.  1867. 

Ein  sehr  interessanter  und  ausführlicher,  wie  es  ooa  acbeiot, 
mit  grosser  Sachkenntnlsa  und  —  wie  wir  hlnsuaetien  —  auch 
offiBuliar  mit  l^roaaer  Unpartheiligkeit  verfaaater  Berichtt  den  wir 
allen  denen^  weldiea  es  —  wie  uns  —  Yeraafi^  war,  die  Welt» 
Auaatellung  au  beaochen,  recht  aehr  sur  Beachtung  empfehlen. 
In  den  Kreis  unserer  Zeitachrifit  gehSren  snniohat  und  vorzug«- 
weise  die  folgenden  Abtheilungen:  PrJtei«l«mii-lB«tninieBte 
wad  Iielimilftel  für  den  wissensehaftliehen  IJnterrlebi. 
CÜaase  XII.  —  I.  Physikalisch-mathematische  Instru- 
mente. Dieser  Bericht  ist  von  Herrn  Professor  Dr.  F.  J.  Pisko 
in  Wien,  der  sich  schon  durch  frühere  ähnliche  Berichte  sehr 
verdient  gemacht  hat,  mit  grosser  Umsicht  und  8achkenntniss 
verfasst  und  zerfällt  in  die  folgenden  Unterabtheilungen :  Allge- 
meines. I.  Meteorologische  Instrumente.  II.  Luftpumpen.  III.  Aku- 
atische  Apparate.  IV.  Optische,  astronomische  und  geodätische 
Instrumente.  V.  Instrumente  zur  Wärmelehre.  VI.  Magnetische 
und  elektrische   Apparate.     VII.    Meteorologische  Instrumente. 
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VIII.  Pantographen.  —  IL  DleHikroskope,  Bericht  Fon  Herrn 
Dr.  Jnl.  Wiesner,  Ooceot  am  k.  Ic  polytechnischen  iMtitute 
in  Wien:  Allgemeines.  I.  Die  Grandtypen  der  gegenwärtig  con- 
etruirtea  Mikroskope.  2.  Die  imroerslonssysteme.  3.  Hartnack's 
OhjectiTsysteme  mit  doppelter  Correction.  4.  Hartnaek's  immer- 
sionssysteroe  Nr.  12—18.  6.  Das  Hartnack-Prazmovrski  sehe  Prisma. 
6.  Die  bedeutenderen  Firmen.  ?•  Mikroskopische  Präparate. 
8.  Mikroskopische  Photographien.  —  III.  Sammlungen  und 
Lehrmittel  für  den  naturwissenschaftlichen  Unter- 
rieht.  Bericht  von  Herrn  Dr.  VV.  Pichler  in  Wien.  —  Uhren. 
Classe  XXIII.  Bericht  von  Herrn  Carl  Kohn,  Ingenieur  in 
Wien:  Allgemeines.  1.  Chrenbestandtheile.  II.  Pendeluhren. 
III.  Taschenuhren  und  Chronometer.  —  Allgemein  interessant, 
aber  weniger  in  den  Kreis  des  Archivs  gehörend,  sind  der  von 
Herrn  Profe.»«8or  Dr.  E.  Hanslick  in  Wien  verfasste  sehr  aus- 
führliche Bericht  über  Musik-Instrumente.  Classe  X.  und 
der  von  den  Herren  Professor  Dr.  C.  Cessner  nnd  Dr.  W.  Pich- 
ler  in  Wien  yerfasste  Bericht  fiber  Apparate  nnd  Instrumente 
ffir  Heilknnst. 

Die  IVaiiicM  der  präniiirten  Aussteller  tind  überall  angegeben, 
und  sehr  lehrreiche  Angaben  über  statistische  Verhältnisse  linden 
sich  in  reichlichem  Maasse.  Aeusserlich  ist  dieser  treffliche  Aus- 
fitellungs- Bericht  vuu  der  berühmten  Buchhandlung  Wilhelm 
Braumull  er  in  Wien  mit  nichts  sa  wQnschen  übrig  lassender 
Eleganz  ausgestattet. 


Vermischte  SchrifteD. 

Aufgaben  aus  der  Mathematik  ffir  grossere  Viertel- 
jahrsarbeiten der  Primaner.  Zum  hundertjährigen 
Jubiläum  des  Königlichen  Pädagogiums  bei  Zfiliichaa 
zusammengestellt  von  Dr.  W.  Crier,  Professor  und 
Oberlehrer.  Mit  swei  Figurentafeln.  Jena.  Fr.  Prem-' 
mann.   Ib67*  b^. 

Diese  Sammlung«  deren  verdienstliche  Herausgabe  sunCcbst 
durch  das  hundertjfihrige  Jubillnm  einer  berühmten  preussiscben 
Lehranstalt,  des  Königlichen  PSdagogiums  bei  Zflllicbau,  welches 
seine  Grflndong  ursprünglich  einer  Privatstiftung  Terdankt,  ver- 
anlasst worden  ist,  darf  mit  den  gewühnlldien  matbematiscbeB 
Aufgaben -Sammlungen  nicht  in  eine  Klasse  gesetzt  werden.  In 
der  wichtigen,  mit  grosser  pädagogischer  Einsicht  gegebenen 
Ministerial- Verfügung  vom  12.  Januar  1866  ist  mit  Recht  beson- 
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derer  Werth  auf  grossere  freivrilllge  Arbeiten  der  Primaner  gelegt; 

sn  solclien  grOeeeren  und  —  wir  IcDnnen  wohl  liinsoaetsen  — 

flchwierigereo  Arbeiten  eell  die  vorliegende  Sammlung  Matertalief» 

liefern,  also  nicht  fSr  die  gewöhnlichen  fortlaufenden  Klaaeen« 
arbeiten.  Durch  diesen  Zweck  bat  jedenfalls  der  Herr  Verfasser 
seiner  Schrift  einen  besonderen,  von  nns  gern  anerkannten  Werth 
verliehen,  indem  wir  nach  sorgfältiger  Durchsicht  derselben  nicht 
anders  sagen  können,  als  dass  wir  die  hier  zasanimengestellten 
Aufgaben  für  ihrem  Zweck  im  Ganzen  recht  wohl  entsprechend 
halten,  weshalb  wir  auch  das  Buch  zu  weiterer  Beachtung  recht 
sehr  empfehlen,  ohne  mit  dem  Herrn  Verfasser  darüber  zu  rechten, 
ob  einzelne  Aufgaben  zu  schwer  oder  zu  leicht  sind,  woil  ja  das 
Urtheil  hierüber  doch  immer  mehr  oder  weniger  nur  ein  subjec- 
tivea  sein  kann.  Wir  bemerken  bloss,  dass  die  Aufgaben  aue 
allen  Tbellen  der  Elementarmathematik«  welebe  anf  Scholen  — 
mit  Eioachlaes  der  prenssisehen  Realscliulen  erster  Ordnung  — 
gelehrt  so  werden  pflegen,  entlehnt  sind,  und  In  folgende  Hanpt- 
mbriken  serfallen;  Torliemcriciiiiir^ii  (Aber  .einselne  besondere 
Begriffe,  Beaeicbnnng«  u.  s.  w.).  —  Brate  Abtheiloiiff.  Auf- 
gaben ans  der  Arithmetik  und  Algebra  (in  17  üoterabthei- 
Inngen).  —  Zweite  Alttheiluns.  A  u  f g  a  b  e  n  aus  der  PI a • 
nimetrie  (in  15  Unterabtbeil uogen).  Dritte  Abtheilarngf* 
Aufgaben  aus  der  (ebenen  und  sphärischen)  Trigono- 
metrie (sehr  reichhaltig  in  38  ünterabtheiiungen).  —  Vierte 
Abtheilung^.  Au  (gaben  aus  der  Stereometrie  und  der 
höheren  Geometrie  (io  15  Unterabtheilungen).  —  Anhang;^. 
Physikalische  Aufgaben  (Fall  und  Wurfbewegung;  Hebel 
und  Gravitation;  Hohlspiegel  und  Linse;  Spiegelung,  Brechung 
und  Farbenzerstreuuni^). 

Wir  halten  das  Buch  entschieden  ffir  ein  recht  brauchbares 
Hülfsmittel  für  Unterrichtszwecke,  nod  empfehlen  .es  nochmals 
recht  sehr  aar  Beachtung. 

Taschenbuch  der  [Viathematik.  Tabellen  und  For- 
meln zum  Gebrauche  für  den  Unterricht  an  höheren 
Lehranstalten  und  anr  Anwendung  hei  den  in  der 
Praxis  vorkommenden  Berechnungen.  Berechnet  von 
Dr.  W.  Ii  ige  WS  kl,  Lehrer  an  der  vereinigten  Artillerie- 
urtd  Ingenienrachule  in  Berlin,  ftit  HolzscbniUen. 
Berlin.  Ernst  k  Korn.  1807. 

Dieses  äosserlich  recht  hübsch  ausgestattete  und,  dem  Zwecke 
eines  solchen  Buchs  entsprechend,  mSglichst  compendius  ein? 
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Rerichtete  Taschenbuch  enthält  eine  reiche  Samnilong  vop  Tafele 
und  Foriuel»,  die  sich  über  alle  Tbeile  der  sugeiiaiioteii  reinen 
Mathematik  von  den  niedrigsten  bis  au  den  höchsten  erstrecken, 
und  webl  dem  praktiscbeo  Bedarfoiss  in  den  meisten  Fällen  voll- 
kommen genfigen  mOchten.  Die  natürlich  auf  das  Nbtbweodigste 
beschränkten  numeriscben  Tareln  enthalten  Manches»  was  man 
in  ähnlichen  Bfichern  nicht  findet,  x.  B.  ein  Täfelchen  zur  Rrmit- 
teluog  der  hyperbolischen  Functionen,  Tafeln  lür  wichtige  he- 
fe^tinimte  Integrale,  Tafeln  sur  Wabrscbeinlicbkeitarecbnung,  auch 
die  (iauss'schen  Logarithmen  u.  8.  w.  Auch  finden  sich  Tafeln 
zur  Vergleichung  der  wichtigsten  Maasse,  Gcuichte  und  Münzen, 
einiges  Astronomische,  eine  Tafel  der  LSni^en  und  Breiten  der 
wichtigsten  Sternwarten  u.  s.  w.  Aus  allen  diesen  Gründen 
«lauben  wir  das  hübsche  Buchlein,  von  dem  wir  niit  Vergnügen 
nähere  Kenntniss  genommen  haben,  recht  sehr  zur  weiteren  Be- 
achtung empfehlen  zu  dürfen.  * 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien.  (Vergl.  Literar.  Ber.  Kr.  CLXXXVl. 

Band  LIV.  Heft  V.  Gintl:  Eine  Qoetscbb«hn  neuer  Con- 
stroetion.  S.665.  —  Jelinek:  Ueber  die  mittlere  Temperatur  mi 
Wien»  nach  QOjährtgen  Beobachtungen,  und  fiber  die  RfickfUle 
der  Kälte  im  Mal.  S.671.  Fritsch:  Kalender  der  Fruchtreife 
fflr  die  Flora  von  Oesterreich.  S.  757.  —  v.  Haidinger:  Herrn 
Uireetor  Julius  Schmidt'^  (in  Athen)  Beobachtung  der  Meteore 
in  der  Nacht  vom  13.— 14.  November  1866.  S.  771.  —  Schmidt: 
Beobachtung  der  Meteore  in  der  Nacht  des  13.  zum  14.  November 
1866.  S.  775.  —  Weiss:  Berechnung  der  «SoiioenÜDsternisse  des 
Jahres  1867.   (Mit  2  Karten).   S.  796. 

Band  LV.  Heft  I.  Dnferdinger:  Die  Summe  der  Loga^' 
rithmus-  und  Arcastangens«Reihe  mit  altemirenden  Zeichengruppen« 
S.  —  Frischauf:  Studien  aus  der  Zahlentheorie.  S.  113.  — 
V.  Haidinger;  Der  Meteorit  von  Simonod,  S.  127.  —  Derselbe: 
Die  Tajjcs/eiten  der  Meteoritenfäile  verglichen.  (Mit  einer  Bei- 
lage), S.  131.  —  Lielegg:  Ueber  das  Spectrum  der  Bessemer* 
flamme.  S.  153. 

Band  LV.  Heft  II.  v.  Haidinger':  Die  Tageszeiten  der 
Meteoritenmile  verglichen  (Ii.  Reihe).  '(Mit  einer  Tahello).  S.  185. 
—  V.  Littrow:  Bestimmung  der  Meridiandiifereos  Leipaig-Dablita 
für  die  von  Herrn  Generallieutenant  J.  J.  Bayer  vorgeschlagene 
Mitteleuropäische  GradmcMong  (Aosaitg).  S.  196.  ^  Koatny: 
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Auch  Mittheiiuiigen  von  Hei»,  Denza,  M»"*.  Cat  heri  iie  Scar- 
pellini  in  Horn,  Terby,  Florirnond,  Ca  v  all  er.  p.  455.  — 
Sur  Tautbenticite  des  leüres  de  Charles-Quint  adressees  ä  Rabe- 
law.  p.  478w  >-  Es^ai  sur  les  limites  a  polier  ä  la  me<<iure  de  pre- 
dsiou  de«  observatiomi  inniMiatefi ;  par  M.  le  capitaine  detat- 
major  E.  Ad  an.  p.  4^.  —  Lettre»  de  Charles'Qiiiiit  i  RabeiaU. 
Herr  Ad.  Math  ieu  theilt  eioen  autographiscbeo  Brief  von  Karl  V. 
Alt,  welcher  der  Bibliothek  von  Boorgogne  gehOrt.  Ein  Facainile 
eine«  anderen  Briefe«  de«  gro««en  Kaieer«  an  die  Königin  Maria» 
geschrieben  so  Aiig«burg  den  18.  September  1651*  ist  hier  mit- 
getheitt.  „La  classe  (des  Lettres)  s'abstient  de  prononcer  nn 
jugement  «nr  l'identite  d'origine  de  ce«  documents.'*  p.  644,  — 
Rdflexions  sur  reriseignement  des  scienees  en  Belgique;  par  M. 
te  gf^nerat  Nerenburger.  (Von  besonderem  allgemeinen  Interesse 
für  das  ünterrichtswesen).  p.  563.  —  Kine  zur  Beantwortung  der 
gestellten  Preisaufirabe:  „Determiner  et  montrer  en  quoi 
eonsiste  la  superiorite  relative  des  möthodes  geome- 
t r i q u e s  s u r  I e s  ni etliodes  analytiques,  et  reciproque- 
menf  eingegangene  Schrift  konnte  für  preiswCirdig  nicht  erkannt 
werden. 

36"«  Anode«  2"«  Sär.«  T.  XXill.  Deuz  nouveauz  memoire« 
«ur  la  eapillarit^«  par  M.  E.  B^de*  Rapport  de  I^L  Plateau. 
p.4.  —  Corrdlation  entre  le  pouvoir  rdfringeat  et  le  ponreir  ca- 
lerlfiqne  de  diverse«  «nbatanee«,  par  M.  Mon  tigoy.  Rapport  de 
Bl  A.  Kekald.  p.63.  Rapport  de  M.  Platean.  p.  66.  —  Md* 
«nre«  d*altitudes  baromdtriques«  prlse«  a  la  tour  de  la  cath^drale 
d'Anvers,  par  des  vents  de  directions  et  de  vitesses  diff^rente«; 
par  M.  Montigny.  Rapport  de  MM.  Duprea  et  Ad.  Quetelet. 
p.  74.  *—  Loi  generale  de  la  probabilite  des  erreurs,  etendue  a  • 
tou«  les  genres  d'observations  imniediates;  par  M.  le  capitaine 
Ad  an.  Rapport  de  W.  Liagre.  p.  76  —  Des  lois  niatheraa- 
tiques  concernant  les  etoiles  lilantes;  par  M.  Atl.  Quetelet. 
p.  78.  —  Sur  les  orbites  des  etoiles  filantes;  par  M.  R.-P.  Greg; 
lettre  ä  M.  Ad.  Quetelet.  p.  92.  —  Sur  la  correlation  entre 
les  vnriations  diurnes  de  Taiguille  magnetique  et  les  cbangements 
de  temps;  par  M.  Chacornac;  lettre  a  M.  Ad.  Quetelet. 
p.  93.  —  Mdaure«  d*allifades  barometriquea  prlae«  1^  la  tear  de  la 
cathddrale  d'Anver«  par  de«  vent«  de  direction«  et  de  vltesee« 
diflMrente»;  par  M.  Montigny.  p.  125.  —  Loi  gändrale  de  la 
probabilitd  de«  errenrs  etendue  ä  tobs  leAi  genre«  d'ebservatlen« 
lmmddi«te«;  par  M.  le  eapitaine  Ad  an»  profe««ear  ^  Vito\»  nill' 
taire.  p.  148*  —  Sur  l'beure  de«  ehvtes  d'aörolithe«;  par  II.  AdL 
Quetelet  p.  225«  —  Net«  «ur  le«  tremblemettt«  de  teere  en 
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1866,  aF«e  auppl^menti  poor  !«•  aonto  aoMrimiNf«  |W  4 
1864;  par  11  P»rrey.  I^apport  des  HM.  Dapres  «I  Ad,  Qo«* 
telet  p.373.  'ObsevatioB«  des  temperstiires  fettes  cbe^M 
Joer  de  la  ptfriode  dtounale«  1854  k  1863,  k  l'Obserrefteire  Beyai 
de  Brazellee»  au  moj^en  de  thermometres  €olores  et  a  diff^rentes 
faauteurs;  par  M.  Ad.  Quetelet.  p.  374.  —  Sur  TinUgrale  de- 
^ie  qai  repröseote  la  somme  des  p-f  1  premiers  termee  du  d4- 
▼eloppement  de  (a-f /S)*";  par  M.  £.  Catalan.  p.  4(^.  —  Sur 
les  nombres  de  Bernoulli  et  d'Eiiler,  et  sur  quelques  integrale« 
defmies;  par  IM.  Catalan.  Rapport  de  M.  Liagre.  p.  432.  — 
Sur  la  tenäion  des  lames  liquides  (2'"«  note);  par  M.  Van  der 
Mensbruggbe.  Rapports  des  MM.  Plateau  et  E.  Catalan. 
p.  440.  —  Sur  l'origine  des  etolles  iilan.tes  et  des  aöroHthes,  et 
sur  rbeure  des  rbutes  observees;  commuiücation  de  M.  Ad.  Quo- 
te I  et.  p.  443.  —  Sur  la  tensioo  des  lames  liquidet»;  par  M. 
V«Q  der  Mensbruggbe.  p.  448.  —  l^tudes  de  balistique  ex- 
p^rimentale;  par  M.  le  lieutenant  d'artillerle  Le  Beeleog^.. 
Rapport  de  M.  Liag'®*  P>^188.  —  PubUcatioii  des  Anneles  md- 
tterelogiqiies  de  rObserraloire  Reyal*  —  Sor  l*hdlic^pbie  et  la 
sdldnegraphie.  —  Drages  ebserv4s  k  Brezelles  et  a  Louvaie»  da 
7  fövrier  jasqa*ä  la  fin  de  mal  1867;  Communications  de  M.  Ad. 
Quetelet.  p.  693.  ^  Orages  observtfs  eo  Belgiqne  depois  le 
janvier  jusqu'i  la  fio  de  mal  1867. 


Wir  haben  schon  früher  die  Aufmerksamkeit  unserer  Leser 
auf  das  treffliche  Journal: 

The  Edacational  Times  and  Journal  of  theCoIlege 
of  Preeeptors.  London.  C.  F.  Uodgsoii  &  Soo»  1. Oeegb 
Square,  Fleet  Street.  A\ 

hingelenkt,  und  thun  dies  hier  Ten  Neuem.  Es  liegen  uns  jetit 
vor:  der,  wie  jeder  andere,  aus  sWolf  Monatsnummern  bestehende 
10.  Band  (from  April  1866  to  March  1867.  London.  1867.  4».) 
und  die  flbrigen  eeit  dem  Min  dieaes  Jahres  bis  Jetst  erschie- 
neaen  sämmtlicben  Nummern.  Das  Journal  ist,  wie  Ja  sehen  der 
Titel  besagt,  dem  Schulwesen  im  AI! gemeinen,  nnd  allen  in  des- . 
sen  Kreis  gehurenden  Wissenschaften,  gewidmet;  aber  jede 
Monatsnnmmer  enthält  namentlich  auch  eine  sehr  grosse  Anzahl 
theils  ungelöster,  theils  gelöster  mathematischer  Aufgaben,  die 
fast  sSmratUch  sehr  grosses  Interesse  darbieten,  so  dass  wir  nicht 
einen  Augenblick  anstehen,  dieses  Journal  für  eine  der  wichtigsten 
uod  reichhaltigsten  Sammlungen  mathematischer  Aufgaben  lu 
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fcalteD,  und  als  eine  solche  dringend  zur  sorgfaltigsten  Beachtung 
SO  empfehlen.  Die  Aufgaben  sind,  wie  Tielieicbt  Mancher  glauben 
ftllffte,  keiiieswegs  Mosa  aas  dem  Kreise  der  sogenannteD  niederen 
Hatbematik*  sondern  aas  allen  mathematifleben  Wiaaenaebaften, 
bia  an  den  hScbaten  nnd  achwierigaten,  gew&hlt,  nod  die  li^deii- 
tendaten  engliacben  filathematilier-  betbeiligen  aich  naaiiageaetat 
eifrigat  an  jeder  Nunnaer»  wie  f?ir,  denn  fa^t  in  allen  Nrnnroem 
Namen  wie:  Hirst,  Sylvester,  De  Morgan,  Cayley,  Thom- 
son, Townsend,  Tucker,  Salmon  u.  a.  w.  u.  s.  w.  antreffen, 
die  wir  hier  unter  sehr  vielen  anderen  —  ohne  alle  besondere 
Absicht  —  so  aufzählen,  vrie  sie  uns  gerade  zufallig  in  die 
Augen  fallen.  Möge  daher  keiner  unserer  Leser  versäumen,  sich 
in  den  Besitz  dieses  trefflichen  Journals  zu  setzen;  seine  Erwar- 
tungen vrerden  gewiss  vollständig  erfüllt,  vielleicht  übertreffen 
werden. 


Nachtrag  zu  Physik. 

Im- Begrüß  dieaea  Heft  an  achlieaaen,  gebt  nna  noch  an: 

Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellschaft  für 
Meteorologie.  Redigirt  von  Dr.  C.  Jelinek.  II.  Band. 
Nr.  22.  Ausgegeben  den  15.November  1867.  (S.  oben).  — • 
Dieae  Nummer  enthält  die  aehr  au  beaebtende  Abhaadlong: 
Benfitaung  dea Maximum-  und Minimum-Tbermometera 
anr  Beatimmung  der  monatlichen  und  jährlichen  Mittei- 
temperatnr,  von  Prof.'  v.  Lamont,  mit  aehr  lehrreichen  Be- 
mericungen  au  dieaem  Anfantae  von  dem  Herrn  Herana-* 
geber;  ausserdem  die  Abhandlung:  Ueher  „Detraction" 
eines  Windes  und  über  Monsuns,  d.  a.  periodische, 
anhaltende,  jahreaaeitlicbe  Aapirationswinde,  abge- 
zweigt von  einem  Hauptwinde,  von  A..Muhry.  (Schluaa); 
endlich  Kleinere  Mittbeiiungen. 


Anaaerdem  aind  nna  ao  eben  angegangen  die  regelmäastgen 
Fortaetningen  (bia  October  1867)  der:  Annalea  mtftdorolegi- 
qnes  de  TObservatoire  Royal  de  Bruzelles,  pnblidea, 
ans  frais  de  T^tat.;  durch  deren  ununterbrochene  Herausgabe 
aieh,  wie  die  Leser  aus  dem  Literar.  Ber.  Kr.  CLXXXV.  S.  14. 
wiaaen,  Herr  A.  Quetelet  ein  nenea  ao  greaaea  Verdieoat 
erwirbt. 
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Wichtig!»  Büchercalaloge ;  Preislisten  von 
Instrumenten  und  Aehnliches. 

Wir  machen  die  Leser  auf  den  folgeoden  uns  zugesandteo 
Katalog  besonders  aufmerksam: 

Katalog  einer  ausserg^wOhnlich  reich en SammliiDg 
mathematischer  und  astronomischer  Bücher  aas  dem 
antiquarischen  Lager  von  T.  O.  Weigel,  Buchhändler  ' 
in  Leipzig.    Fünftes  Sapplement  des  antiquarischen 
Lagerkataiogs.  1867« 

Es  enthält  diese  Sammlung  von  Nr.  22058  bis  22797  in  der 
That  eine  «»anssergevFShnlich"  grosse  Aozahl  der  seltensten, 
vorzuglieh  älteren  mathematischen  und  astronomischen  Werk^ 
welche  namentlich  fiSr  die  Geschichte  dor  Mathematik  und  Astro- 
nomie von  der  grössten  Wichtigkeit  sind,  und  dieser  Katalog  des 
altberühmten  antiquarischen  und  überhaupt  buchhändlerischen  Ge- 
schäfts des  Herrn  T.  O.  Weigcl  ist  daher  auch  an  sich  schon 
nicht  ohne  allgemeineres  literarisches  Interesse.  Dass  die  selten- 
sten und  berühmtesten  Ausi»aben  der  griechischen  Mathematiker: 
des  Euclides,  Archimedes,  Apollonius,  Ptolemäus  u.s.w.  ^ 
nicht  fehlen,  versteht  sich  hiernach  wohl  von  selbst.  Die  Preise 
halten  sich,  ivie  es  uns  scheint,  fiberall  in  den  Gränzen  verhält» 
nissmässiger  Billigkeit.  Daher  glanben  irir  nochmals  su  der  sorg^ 
f)iltig8ten  Beachtung  dieses  Katalogs,  der  jedenfalls  anf  einer 
höheren  Stnfe  steht  als  gewöhnliche  antiquarische  BScherkataloge^ 
dringend  außb/dern  und  anf  'denselhen  aufmerksam  machen  sn 
mflssen. 

Preis-Liste  von  Modellen  nach  Professor  Dr.  F.- 
Redtenbacher 's  Werken  für  den  Maschinenbau,  aus- 
geführt von  Chr.  Schröder  &  Co.,  polytechnisch*me*- 
chaniscbe  Anstalt  in  Frankfurt  a.  M. 

Whr  empfehlen  dieses  Verseichniss  einer  reichen  Sammlung 
▼on  Maschinen -Modellen  allen  Lehrern  der  Maschinenlehre  redit 
sehr  Sur  Beachtung.  Der  Inhalt  ist  folgender:  Modelle  nach 
Professor  Dr.  F.  R.  Resultaten  fflr  den  Maschinenbau. 
Nr.  l.^Nr.  73.  —  Modelle  nach  Professor  Dr.  F.  R.  Bewe- 
gungs-Mecbanismen.  Nr. 75.  —  Nr. 208.  —  Modelle  von 
Wasser-Rädern,  ansgefOhrt  nach  Professor  Dr.  F.  R. 
Theorie  und  Bau  der  WMser-Räder.  Mr«  209.— Nr.  227.  — 
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Modelle  tod  Msecbinen«  welche  Yorzugsivelse  doreh 
MeheeheDlcraft  bewegt  werdeo.  Maechlneirlkaa.  LBand. 
Nr.  228.— Nr.  261. 


Preis- Verzeichniss  der  mathematischen,  optischen 
und  p  I)  y  s  i  k  a  1  i  8  c  h  e  n  Instrumente  des  mechanischen 
Instituts  von  F.  W.  Breit baupt  &.6obD  in  Cassel.  Cas- 
sel. 1867.  8". 

Dieses  Preis- VerzeichniM  der  allgemein  bekannten  berühmten 
Werkstätte  enth&lt  557  Nummern,  und  erstreckt  sich  über  fast  alle 
Theile  der  Astronomie,  Geodäsie,  des  Nivellirens,  der  Markscheide- 
kunst, des  Zeichnens  oder  der  graphischen  Darstellung  überhaupt, 
der  Physik  (einschliesslich  Waagen  und  (ievvichte),  der  Optik, 
der  Meteorologie.  Bekanntlich  uerden  die  P^^eise  von  Herrn  breit- 
baupt  mässig  gestellt,  und  das  Verzeichniss  verdient  daher  die 
Beachtung  aller  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  recht  sehr. 


Einige  Berichtigungen  zu  der  Abhandlung 
Tbl.  XL  VI!.  Nr.  XXIII. 


&  2W.  Z.  16  V.  o.  Btatt  m  lies  60». 

„    M   „  10  V.  o.    »  „ober"  lies  „untet". 


9» 


2 

281.  Z.  12     o.  maee  der  Bruch  noch  mit  ^  maltlplicirt  werden. 

206.  Z.  ]]    j«    und  Z.  9  v.  u.  erhält  das  a:  unter  dem  Radical 

im  Nenner  den  Exponenten  3. 

(Spfiter  werden  diese  Berichtigungen  gelegentlieh  auch  Sn*s 
Arcbir  selbst  aurgenemmen).  G. 
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CteMldeMe  4er  MnaummtSU  nmä  Physik. 

Giesel»  Eotetebunf 'den  Newt«ii<-Leibii1fs'ipelieo  Prio- 
ritätsstreites binsichtlicli  der  Erfindung  der  InfinitesioialreebBovg. 
4<».  Delitsscb.  12  Ngr.  .•  . 

Systeme,  Tiehr-  und  Wörterbücher* 

Herrn.  Gerlach,  Lehrbuch  der  Mathematik.  2.  ThI.  Ele- 
mente der  Planimetrie.   2.  verm.  u.  verb.  Aufl.    Dessau,  i  Thlr. 


A.  D i Ii  1 D g,  Sammlang tos  Beispieles  snr Einflbang  d«r Grood* 
Operationen  der  allgem.  Aritbmedb.  gr.       Mfiblbansen.  5  Ngr* 

G.  Emsmann,  Höbere  algebr.  Gieichungen  zum  Gebraucb  in 
Realschulen  und  Gymnasien  hearb.   gr.  8*^.   Halle.   l'H  Ngr. 

Ed.  Fürstenau,  INene  (Methode  zsr  Darstellung  u.  Berecb- 
nung  der  imagin.  Wurzeln  algebr.  Gleicbungen.  gr.  8*^.  Marburg. 
8  Ngr. 

H.  G.  Kuhler,  Logarithm.-trigonometr.  Handbuch.  10.  Ster.- 
Ausg.    Lex. -8*^.    Leipzig.    27  Ngr. 

B.  Muli  mann»  Vorschule  der  Arithmetik,  gr.  4^.  Hostock. 
I  Thlr. 

K.  A.  Otto,  Anleitung  zur  Buchstabenrechnung  und  Algebra. 
8».   Leipzig.   8  Ngr. 

N.  Rnland,  Aoleitong  ssm  grOndticben  Unterriebt  in  der 
Bnehstabenreebnvng.  gr.  8^.  Bonn.   ]|  Tbir. 

Oeometrie. 

J.  Flink  und  E.  Pfaff,  Geometrischer  Anschauungs-  und 
Darstellungsunterricbt.  1.  ThI.  qu.  4^.  2.  verb.  Aufl.  Freiburg 
i*  Br.  I  TbIr. 
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F.  A.ROcber«  Stereometrie»  nen  bearbeitet  von  Dr.  M.  Sa- 
debeclc.  'gr.  8.  Breelaa.  13|  Ngr. 

J.  H.  Niemeyer,  Form-Messlelire  oder  der  geometriecbe 
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